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PRÉFACE 


Des  changemens  multipliés,  des  améliorations,  des 
additions  nombreuses  et  importantes  , peuvent  faire 
considérer  cette  seconde  édition  comme  un  Ouvrage 
en  quelque  sorte  nouveau.  Si  ce  Traité  peut  faciliter 
d’autant  plus  l’étude  de  la  Trigonométrie  ; si , par  la 
disposition  des  Tables  et  par  les  formules  nombreuses 
qu’il  renferme  , il  peut  être  d’un  usage  commode  pour 
les  Savans , j’aurai  rempli  le  double  but  que  je  me  suis 
proposé.  J'espère  que  les  Commençans  me  sauront 
gré  d’avoir  très-souvent  sacrifié  à la  clarté  l’élégance 
des  démonstrations.  Rien  de  plus  facile  sans  doute  à 
comprendre  et  à pratiquer  que  les  substitutions , et  ce 
moyen  est  presque  le  seul  dont  je  me  suis  servi  pour 
établir  les  propositions  et  résoudre  les  problèmes  , en 
partant  pour  l’ordinaire  d’une  construction  géomé- 
trique : car  représenter  une  question  par  une  figure  , 
c’est  soumettre  cette  question  à l’esprit  et  aux  yeux 
tout  à-la-fois  ; et  si  d’ailleurs  on  fait,  pour  la  résoudre , 
une  heureuse  application  de  l’analyse , il  résulte  do 
cette  méthode  mixte  des  démonstrations  plus  précises , 
des  figures  moins  compliquées. 

Quoique  les  Traités  de  Trigonométrie  soient  très- 
multipliés , celui-ci  ne  paraîtra  peut-être  pas  tout-à- 
fait  dépourvu  d’utilité.  Ce  qui  surtout  m’a  déterminé 
à le  publier , ce  sont  des  formules  nouvelles , qui 
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donnent , sous  des  expressions  très-simples , les  diffé- 
rentielles finies  des  lignes  trigonométriques.  Parmi  les  I 

usages  nombreux  et  importans  qu’on  peut  faire  de  ces 
formules  , je  me  contenterai  d’en  indiquer  ici  deux 
principaux. 

En  premier  lieu  , si  l’on  emploie  ces  formules  pour 
différentier  une  équation  , on  obtient  une  équation 
différentielle  finie  , c’est-à-dire  mathématiquement  ri- 
goureuse et  vraie,  quelle  que  soit  la  grandeur  des 
variations  ou  différences.  D’où  il  résulte  une  nouvelle 
masse  d’équations  trigonométriques  qui  servent  à ré- 
soudre autant  de  problèmes  qu’il  y a de  diverses 
quantités  dans  ces  équations  , puisque  chacune  de 
ces  quantités  peut  être  seule  inconnue.  Je  démontre 
par  les  exemples  , qu’en  effet  cette  classe  d’équations 
donne  une  solution  facile  de  bien  des  problèmes  ré- 
solus jusqu’à  présent  par  des  voies  beaucoup  plus 
pénibles. 

En  second  lieu , si  on  convertit  ces  mêmes  équations 
en  proportions , et  qu’on  les  compare  ainsi  transformées 
avec  les  analogies  différentielles  infinitésimales , dont 
on  fait  un  si  grand  usage  dans  les  cas  où  les  variations 
sont  petites  à la  vérité,  mais  finies,  et  non  pas  infini- 
ment petites  ; on  parvient  à connaître  avec  précision 
les  quantités  négligées  dans  les  analogies  infinitési- 
males, et  l’on  a un  moyen  facile  de  tenir  compte  de  ces 
quantités  quand  elles  sont  d’une  certaine  importance. 

A l’aide  de  quelques  exemples , je  fais  voir  que  les 
erreurs  des  analogies  différentielles  infinitésimales  , 
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dans  les  applications  journalières  qu’on  ên  fait , sont 
plus  graves  qu’on  ne  le  croit  communément. 

Les  analogies  différentielles  fondées  sur  l’hypothèse 
de  deux  parties  constantes  dans  le  triangle  , peuvent 
encore  s’appliquer  avec  autant  de  facilité  que  d’utilité 
aux  cas  où  cinq  parties  et  même  où  toutes  les  parties 
du  triangle  varient.  Je  donne  à cet  effet  une  méthode 
générale  , à l’usage  de  laquelle  concourt  particulière- 
ment l’emploi  des  signes  -+-  et  — par  lesquels  j’ai  eu 
soin  d'indiquer  dans  la  construction  des  analogies  , si 
les  variations  des  diverses  parties  du  triangle  se  font 
en  un  même  sens  ou  en  sens  contraires. 

Pour  ce  qui  regarde  la  résolution  des  triangles , 
principal  objet  de  la  Trigonométrie , mes  recherches 
dans  cette  partie  n’ont  pas  été  non  plus  absolument 
infructueuses.  Sans  parler  des  formules  nouvelles  , 
que  le  Lecteur  distinguera , j’ai  cherché  des  solutions 
commodes  pour  les  cas  particuliers  ; lorsque  , par 
exemple , au  lieu  de  la  valeur  absolue  de  quelques 
parties  du  triangle  , on  ne  connaît  que  leur  somme  ou 
leur  différence  ; ou  lorsqu’à  raison  de  leur  grandeur  les 
sinus  ou  les  cosinus  ne  peuvent  donner  avec  précision , 
au  moyen  des  Tables  ordinaires , la  valeur  des  arcs 
correspondans.  J’épargne  au  Calculateur  la  considé- 
ration de  la  perpendiculaire  dans  les  triangles  sphé- 
riques ; et  pourvu  qu’on  observe  seulement  les  règles 
des  signes  pour  les  lignes  trigonométriques  dans  les 
divers  quarts  du  cercle  , j’ai  disposé  les  solutions  de 
sorte  qu’on  ne  peut  se  tromper  en  aucun  cas  sur  l’es- 
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pèce  de  l’arc  cherché  ; c’est  un  point  sur  lequel  des 
Auteurs  célèbres  ont  donné  des  règles  inexactes,  ainsi 
qu’il  me  semble  l’avoir  démontré.  J’ai  aussi  restreint 
les  limites  des  cas  douteux , autant  qu’on  peut  le  faire 
par  la  seule  Trigonométrie.  Enfin  j'ai  rapproché  les 
triangles  sphériques  des  triangles  rectilignes , e t cette 
comparaison,  si  je  ne  me  trompe,  curieuse  autant  que 
neuve  , peut  avoir  encore  son  utilité. 

Quant  à la  pratique  de  la  Trigonométrie  sur  le 
terrein  , j’expose  avec  détail  ce  qu’il  y a de  plus  es- 
sentiel pour  mettre  l’Ingénieur  ou  le  Géographe  en 
état  d’opérer  avec  exactitude. 

La  Trigonométrie  fournit  des  moyens  pour  se  servir 
commodément  des  logarithmes  dans  les  additions  et 
dans  les  soustractions , quels  que  soient  les  cas  et  les 
expressions.  L’idée  de  ces  moyens  n’est  pas  absolument 
neuve  ; mais  faute  d’une  méthode  générale  facile  à 
pratiquer , telle  que  la  méthode  que  je  propose , on 
n’a  point  imaginé  d’avoir  recours  à ces  expédiens  dans 
une  infinité  d’occasions  où  on  peut  en  retirer  un  avan- 
tage réel. 

De  cette  méthode  générale  découlent  naturellement 
les  solutions  de  toutes  les  équations  du  second  et  du 
troisième  degré  par  le  moyen  de  la  Trigonométrie. 

Et  comme  on  parvient  avec  leur  aide  à la  solution 
de  celles  du  quatrième  degré  , je  l’ai  de  même  insérée 
dans  la  présente  Edition.  Toutes  ces  solutions  sont 
développées  de  manière  à ne  laisser  au  Calculateur 
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d’autre  peine  que  de  substituer  aux  lettres  les  nombres 
convenables,  et  de  faire  les  opérations  arithmétiques 
qu’exigent  les  formules. 

Je  trouve  aussi  que  le  Calcul  différentiel  conduit 
aisément  à la  détermination  de  la  valeur  de  l’inconnue , 
quel  que  soit  le  degré  ou  la  nature  d'une  équation. 
Quoique  le  moyen  que  j’indique  se  présente  comme 
de  lui-même , je  le  crois  nouveau , et  mes  Lecteurs 
jugeront  si  en  l’employant  ainsi  que  me  l’ont  suggéré 
mes  formules  différentielles  trigonométriques , il  ne 
mérite  pas , tout  bien  comparé  , la  préférence  sur  toute 
autre  méthode  connue  jusqu’à  présent. 

Et  comme  il  est  utile  , dans  les  recherches  de  cette 
nature , de  connaître  d’abord  les  limites  des  racines 
réelles , j'expose  dans  cette  seconde  Edition  une  marche 
très-facile  pour  arriver  à cette  connaissance  , et  pour 
découvrir  en  même  temps  le  nombre  des  racines  ima- 
ginaires ; ce  à quoi  l’on  n’est  parvenu  jusqu’ici  que  par 
des  moyens  que  leur  extrême  longueur  rend  imprati- 
cables , quelque  ingénieux  qu’ils  soient  d’ailleurs  et 
dignes  des  grands  Géomètres  à qui  ils  sont  dus. 

Il  m’a  paru  convenable  d’insérer  dans  ce  Traité  les 
premiers  principes  du  calcul  différentiel , et  de  la  mé- 
thode du  retour  des  séries  , attendu  les  applications 
continuelles  que  j’ai  faites  de  ces  principes.  Je  me  suis 
attaché  surtout  à les  expliquer  avec  clarté , parce  qu’en 
général  je  suppose  le  Lecteur  seulement  initié  dans  les 
Mathématiques.  11  peut  entreprendre  de  parcourir  cette 
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Trigonométrie , pourvu  qu’il  sache  résoudre  une  équa- 
tion , qu’il  possède  le  calcul  arithmétique  , surtout  pour 
les  décimales,  et  qu’il  connaisse  les  proportions  , les 
progressions , les  premières  propositions  de  la  Géomé- 
trie , l’usage  et  la  théorie  élémentaire  des  logarithmes. 

Je  n’omets  pas  dans  cette  Edition  les  formules  tri- 
gonométriques  impliquées  d’imaginaires  , parce  que 
j'ai  réussi  à les  construire  d’une  manière  aussi  claire 
qu’abrégée. 

Elles  servent , les  unes  à réduire  les  quantités  expo- 
nentielles imaginaires  à des  sinus  et  cosinus  d’arcs  réels  ; 
d’autres , à convertir  en  arcs  circulaires  les  logarithmes 
imaginaires  ; et  d’autres  à exprimer  les  sinus  et  cosinus 
des  arcs  multiples  , qui , sous  cette  forme , sont  sus-» 
ceptibles  d’applications  utiles. 

Je  donne  encore  aujourd'hui  la  démonstration  di- 
recte (que  j’ai  publiée  en  1796  , dans  le  Tom.  VII  des 
Mémoires  de  la  Société  Italienne) , par  les  voies  trigo- 
nométriques  les  plus  simples , des  formules  générales 
qui  développent  les  sinus , cosinus  et  tangentes  des  arcs 
multiples,  en  séries  des  puissances  des  sinus,  cosinus  et 
tangentes  des  arcs  simples,  et  réciproquement  ; formules 
qui , à l’exception  d’une  seule  à laquelle  Euler  arrive 
par  des  moyens  plus  laborieux,  n’avaient  été  construites 
qu’empiriquement , c’est-à-dire  par  induction. 

Je  parviens  de  même  , avec  les  seules  forces  de  la 
Trigonométrie  , aux  sommations  connues  tant  des  sé- 
ries de  puissance  quelconque  des  sinus  ou  cosinus  d’arcs 


Digitized  by  Google 


PRÉFACE.  vij 

en  progression  arithmétique , que  des  séries  des  tan- 
gentes ou  sécantes  d’arcs  en  progression  géométrique. 

J’ai  multiplié  les  applications  aux  problèmes  de 
l’Astronomie , science  dans  laquelle  la  Trigonométrie 
joue  le  rôle  principal , et  les  solutions  que  je  donne  de 
la  plupart  de  ces  problèmes  sont  neuves  en  général , 
ou  pour  la  méthode  , ou  pour  les  résultats.  C’est  sur- 
tout ici  qu’on  aura  lieu  de  reconnaître  l’utilité  du 
grand  nombre  de  formules  nouvelles  contenues  dans 
ce  Traité. 

Les  Tables  mises  à la  fin  de  l’Ouvrage  ont  déjà 
obtenu  le  suffrage  des  Mathématiciens.  L’expérience 
a démontré  qu’elles  sont  aussi  exactes  que  commodes. 
Dans  le  cours  de  ce  Traité  , je  me  sers  pour  citer  ces 
Tables , du  chiffre  romain  ; le  chiffre  arabe  à la  suite 
indique  la  formide.  Mais  l’usage  du  chiffre  arabe  seul , 
non  accompagné  de  caractères  romains , est  de  ren- 
voyer aux  articles  de  ce  Traité  , où  se  trouve  chaque 
explication  particulière. 

Au  moyen  de  formules  expéditives  qui  font  partie 
de  celles  que  j’ai  données,  j’ai  calculé  les  logarithmes 
de  la  table  ( BB),  depuis  le  logarithme  du  nombre  1 163. 
Pour  être  sûr  de  n’avoir  commis  aucune  erreur  dans 
leur  calcul , j’ai  formé  tous  les  logarithmes  des  nombres 
intermédiaires , et  j’ai  pris  jusqu'à  la  septième  diffé- 
rence. Cette  opération  m’a  fourni  l’occasion  de  vérifier 
l’exactitude  d’un  grand  nombre  d’autres  logarithmes 
de  la  même  Table. 

Je  ne  nomme  point  ici  les  Auteurs  desquels  j’ai 
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emprunté  ce  que  j’ai  jugé  ne  pouvoir  être  mieux.  11 
m’a  paru  plus  à propos  de  leur  faire  hommage  de  ce 
qui  leur  appartient , dans  le  cours  même  de  l'Ouvrage. 

Je  crois  n’avoir  omis  que  des  méthodes  compliquées 
et  inutiles  à la  Trigonométrie  ; ensorte  que  ce  Traité 
peut  être  regardé  comme  complet.  C’est  ce  dont  on 
se  convaincra  en  parcourant  la  Table  des  matières.  A 
la  suite  de  cette  Table  est  la  liste  des  numéros  des  ar- 
ticles nouveaux  de  cette  Edition , pour  la  commodité 
de  ceux  qui , ayant  la  première , désireraient  de  les 
connaître.  (*) 


(*)  Comme  cette  seconde  Édition  française  de  la  Trigono- 
métrie de  Cagnoli  diffère,  en  plusieurs  passages,  de  l’original 
italien,  je  crois  devoir  observer  ici  que  l’Auteur  m’a  communiqué 
divers  changemens  ou  additions,  et  que  quelques  autres  modifi- 
cations proviennent  des  observations  de  M.  Delarubre,  cette  nou- 
velle Édition  ayant  eu  , comme  la  première,  l’avantage  de  passer 
tous  les  yeux  de  cet  habile  et  savant  astronome,  à mesure  que 
les  feuilles  ont  été  livrées  à l’impression.  (A rote  du  Traducteur.) 
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TRIGONOMÉTRIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 


Définitions  et  Notions  préliminaires. 


i.  Trigonométrie,  mot  tiré  du  Grec,  signifie  mhtux-ats 
triangles.  Étant  données  quelques  parties  d’un  triangle,  la  Trigo- 
nométrie enseigne  les  moyens  de  trouver  la  valeur  de  chacune 
des  autres.  Cette  opération  s’appelle  résolution  des  triangles.  Les 
parties  que  la  Trigonométrie  considère  dans. le  triangle  sont  les 
angles  et  les  côtés.  La  mesure  des  surfaces  renfermées  entre  les 
côtés  des  triangles,  est  du  ressort  de  la  Géométrie  plutôt  que  de 
la  Trigonométrie. 

a.  Il  est  aisé  de  concevoir  combien  la  Trigonométrie  est  une 
science  utile  et  môme  agréable;  pnisqu'au  moyen  de  ses  calculs  ou 
mesure , avec  autant  d'exactitude  que  de  facilité , les  distances 
accessibles  et  inaccessibles  : par  exemple , la  largeur  d'un  fossé , 
d’un  fleuve,  d’un  lac;  la  hauteur  d’un  clocher,  d'une  montagne; 
les  dimensions  d'un  bastion,  d’un  retranchement;  les  distances 
$ respectives  des  lieux  ; enfin  celles  des  astres  et  leurs  divers  mou- 
vemens  dans  l’immensité  de  l’espace. 

S.  Le  triangle  formé  par  des  lignes  droites  appartient  à la  Tri- 
gonométrie plane  ou  rectiligne.  Si  les  côtés  sont  des  arcs  de  cercle 
considérés  ou  décrits  sur  la  surface  d’une  sphère,  la  résolution  du 
triangle  est  alors  l’objet  de  la  Trigonométrie  sphérique . 
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CIIA1\  I.  DÉFINITIONS 

4.  Je  suppose  le  lecteur  instruit  de  la  division  du  cercle  adoptée 
par  les  géomètres,  en  36o  parties  ou  degrés  égaux;  de  celle  de 
chaque  degré  eu  60  minutes  ou  minutes  premières  , de  chaque 
minute  première  en  60  secondes , de  chaque  seconde  en  60  tierces  , 
et  ainsi  de  suite.  Pour  abréger,  si  l’on  veut  désigner,  par  exemple, 
un  arc  de  six  degrés  vingt-sept  minutes  quarante-huit  secondes, 
on  écrit  6"  37'  /fi". 

5.  La  Trigonométrie  faif  usage  de  quelques  lignes  auxquelles  on 
a attribué  les  dénominations  suivantes. 

Fis-  »■  Étant  donné  un  arc  tel  que  BD,  moindre  que  de  90%  terminé  par 
Ie8  rayons  CB,  CD:  si  de  l’une  des  extrémités  de  cet  arc,  du  point  B, 
par  exemple,  on  mène  la  perpendiculaire  BA  sur  le  rayon  CD;  BA 
s’appelle  le  sinus , AC  le  cosinus  et  AD  le  sinus  verse  de  l’arc  BD 
ou  de  l’angle  ACB.  La  perpendiculaire  est  donc  le  sinus;  la  partie 
du  rayon  comprise  entre  cette  perpendiculaire  et  le  centre  est  le 
cosinus;  et  la  portion  du  rayon  qui  reste  entre  la  perpendiculaire 
et  l’arc , c’est-à-dire  la  différence  entre  le  rayon  et  le  cosinus,  est 
le  sinus  verse,  qu’on  nomme  aussi  \njlèclie. 

6.  Comme  la  valeur  d’un  angle  est  la  même  que  celle  de  l’arc  qui 
le  mesure , nous  emploierons  indifféremment  l’un  ou  l’autre  : or  (5) 
l’arc  appartient  à la  Trigonométrie  sphérique , et  l’angle  formé  par 
deux  lignes  droites  àlaTrigonométrie  plane;  tout  ce  que  nous  dirons 
des  lignes  trigonométriques  convient  donc  également  à ces  deux 
espèces  de  Trigonométrie.  Aussi  avons-nous  jugé  inutile  de  diviser 
cct  ouvrage  en  deux  parties. 

7.  Des  définitions  précédentes  il  résulte  que  si  BE  est  perpendicu- 
laire à CF,  BEsera  le  sinus,  CE  le  cosinus,  EF  le  sinus  verse  de  l’arc 
BF.  Supposons  que  BF  soit  le  complément  à 90"  de  l’arc  BD,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  que  ACE  soit  un  angle  droit;  BE  sera 
parallèle  et  égale  à AC,  CE  sera  parallèle  et  égale  à AB;  c’est- 
à-dire  que  le  sinus  de  BF  = le  cosinus  de  BD  = le  cosinus  de 
(90° — BF),  et  que  le  cosinus  de  BF  = le  sinus  de  BD  = le  sinus  de 
(90°  — BF).  Doue  le  sinus  d'un  angle  est  égal  au  cosinus  du 
complément  de  cet  angle,  et  le  cosinus  est  égal  au  sinus  du  com- 
plément. D’où  il  suit  que  le  sinus  de  45°  = le  cosinus  de  45°.  Ce 
qui  est  d’ailleurs  évident,  puisqu’alors  le  triangle  auquel  ces  deux 
lignes  appartiennent  est  isoscèle  et  rectangle. 
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et  notions  préliminaires.  î 

8.  EF  se  nomme  le  cosinus  verse  de  BD , et  AD  le  cosinus 
verse  de  BF.  Le  cosinus  verse  n'est  que  la  différence  entre  le  sinus 
et  le  rayon. 

g.  Si  la  perpendiculaire  (5)  était  menée  de  l’autre  extrémité  D 
sur  le  rayon  CB,  il  en  naîtrait  un  triangle  égal  absolument  à ABCj 
puisqu’il  aurait  de  même  un  angle  droit , que  l’angle  C serait  com- 
mun , et  l’hypoténuse  BC  de  l'un  , égale  à l’hypoténuse  CD  de 
l'autre.  Donc  la  nouvelle  perpendiculaire  serait  égale  à BA , et 
diviserait  BC  en  deux  parties  respectivement  égales  à AC  et  à AD. 
Les  résultats  sont  donc  les  mêmes , quelle  que  soit  celle  des  deux 
extrémités  d’un  arc , d’où  l’on  fasse  partir  la  perpendiculaire. 

10.  Si  de  l'extrémité  D de  l’arc  BD  , on  élève  une  perpendi- 
culaire DG  sur  le  rayon  CD , jusqu’à  la  rencontre  d’un  autre  rayon 
CB  prolongé,  la  perpendiculaire  DG  se  nomme  la  tangente,  et 
le  rayon  prolongé  CG  la  sécante , de  l’arc  BD. 

xi.  La  droite  FH  étant  de  même  la  tangente  et  CH  la  sécante 
de  BF  complément  de  BD , la  première  se  nomme  cotangcnte  et 
la  seconde  cosécante  de  l’angle  ACB.  Par  la  même  raison  DG 
est  la  cotangente , et  CG  la  cosécante  de  BF. 

la.  Pour  abréger,  on  écrit  R au  lieu  de  rayon  , sin.  au  lieu  de 
sinus , cos.  pour  cosinus ; tang. , cot. , séc. , coséc.,  au  lieu  de  tan- 
gente, cotangente , sécante,  cosécante ; enfin  sin.  v.  et  cos.  v. , 
pour  sinus  verse  et  cosinus  verse.  Par  exemple  , sin.  BD  signifie 
le  sinus  de  l'arc  BD  , et  sin.  BCD  le  sinus  de  l’angle  BCD. 

13.  Nous  écrirons  aussi  log.  au  lieu  de  logarithme,  oo  au  lieu 

de  l’infini;  a > b signifie  a pl^s* grand  que  b , et  a < b signifie 
a moins  grand  que  b.  ▼ 

14.  Fnfin  nous  emploierons  le  signe  $ (181),  pour  indiquer  la 
variation  (19a) , finie  ou  infinitésimale,  d'une  grandeur j l’abrévia- 
tion compl.  pour  signifier  le  complément  arithmétique  (430)  > et 
le  signe  oo,  emprunté  de  Gardiner,  pour  exprimer  la  différence 
positive  entre  deux  quantités , c’est-à-dire  pour  indiquer  que  la 
plus  petite  doit  être  soustraite  de  la  plus  grande.  Par  exemple, 
ult) b signifie  a — b quand  on  a a>b,  et  b — a quand  on  aa<  b. 
Ainsi  a 00  b se  prononcera  la  différence  positive  dé  a et  de  b,  et 
a b,  la  somme  ou  la  différence  positive  de  a et  de  b. 

1 5.  Enfin  je  désigne  souvent  uu  angle  par  une  seule  lettre,  lors 
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même  que  son  sommet  est  commun  à d’autres  angles.  Mais  alors 
dans  la  figure  je  place  entre  le9  deux  côtés  de  cet  angle  la  lettre  par 
laquelle  je  le  désigne.  Par  exemple,  fig.  i , l'angle  C est  la  même 
chose  que  l’angle  ACB. 

16.  Nous  préveuons  les  Commenqans  que  nous  ferons  un  usage 
continuel  des  transformations  suivantes,  dont  il  serait  trop  long, 
et  trop  ennuyeux  pour  ceux  qui  sont  plus  avancés , de  donner  à 
chaque  fois  le  développement.  Si  quelques  lecteurs  ne  connaissent 
pas  assez  l'algèbre  pour  entendre  ce9  transformations  et  se  les  être 
rendu  familières  , la  meilleure  voie  pour  y parvenir  prompte- 
ment, et  pour  vérifier  la  justesse  de  ces  transformations,  est  de 
substituer  aux  lettres  des  nombres  à volonté. 

17.  On  11e  change  pas  la  valeur  d’un  rapport  géométrique,  lors- 
qu'on le  multiplie  ou  qu’on  le  divise  par  une  même  quantité.  Ainsi 

en  général,  a : b ::  1 : ^ ::  ^ : 1 ::  am  : bm  ::  -j  : 

« 

18.  -Toute  fraction  est  un  rapport  géométrique.  Ainsi  g est  la 

même  chose  que  a : b.  De  ces  deux  manières  d'écrire , quelque* 
Auteurs  préfèrent  la  dernière. 

De  là  il  suit  que  la  règle  donnée  pour  les  rapports  convient  à 
toute  fraction. 

19.  Les  proportions  géométriques  admettent  toutes  les  transfor- 
mations qui  n’altèrent  pas  l'égalité  entre  le  produit  des  termes 
moyens  et  celui  des  extrêmes.  Ainsi  la  proportion  a : b ::  c ; d 
peut  éprouver  les  cbangemens  suivans  : 

a~{-b  : a — b : c—d 

a=fc b : a ::  o^=d  : c 
adtzb  : b ::  cztid  : d 
a : adtz  b 1:  c : cdz  d 
b : adtb  ::  d cdzd. 

ao.  Le  signe  double  =fc  signifie  que  si  l’on  adopte  le  signe  -f-  dans 
le  premier  rapport  d'une  proportion,  il  faut  aussi,  dans  le  second 
rapport,  prendre  le  signe  positif.  Il  en  est  de  même  du  signe 
négatif. 

En  général , dans  les  équations  et  les  proportions , lorsqu’on 
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trouve  répété  le  signe  double  =fc,  ou  q=,  il  indique  que  si  l'on  prend 
le  signe  supérieur  dans  l’un  des  termes,  il  faut  prendre  de  même  le 
signe  supérieur  pour  chacun  des  autres  termes.  On  en  doit  dire 
autant  du  signe  inférieur. 

ai.  La  proportion  fondamentale  a '.b  ::  c : d , pouvant  se  chan- 
ger en  celle-ci , a : c b : d , il  eu  résulte  que  les  transformations 
ci-dessus  (19),  ont  encore  lieu  en  mettant  c au  lieu  de  b,  et  b au 
lieu  de  c. 

aa.  Nous  avons  supposé  le  prcmiertenne  plus  grand  que  le  second, 
et  parconséquent  lo  troisième  pins  grand  que  le  quatrième.  Quand 
le  contraire  aura  lieu,  comme  dans  cette  proportion,  a : 4 ::  3:6, 
on  renversera  la  proportion,  et  on  écrira  6:3  ::  4 : 2 ; alors  en 
la  comparant  avec  la  proportion  générale  4 : c : d,  c'est-à- 

dire  en  faisant  « = 6,  é = 5,  etc. , on  la  trouvera  susceptible  de 
toutes  les  transformations  indiquées  ci-dessus. 

a3.  Enfin  si  deux  proportions  ont  ou  les  deux  mojens , ou  les 
deux  extrêmes  commuus;  si  on  a,  par  exemple,  a : b ::  c : d,  et 
a : m ::  n : d , alors  bc  = mn,  et  parconséquent  b : ni  ::  n : c , 
ou  m : b ::  c : n. 

24.  Si  l’on  multiplie  ou  qu'on  divise  deux  proportions  l'une 
par  l'autre,  terme  à terme,  les  produits  ou  les  quoliens  sont  en- 
core en  proportion.  En  combinant  de  ces  deux  manières  l'analogie 
m : n ::  p : q,  avec  l’analogie  (19)  a : b ::  c : d , on  aura 

am  : bn  ::  cp  : dq , et  -,  ou  bien 

r 1 ’ m n p q a 0 c a 

Par  la  même  raison  , on  aura  a*  : b'  ::  c*  : d' , et  parconséquent 

l /a  : \/b  ::  \/c  : y'd. 

a5.  Multiplier  ou  diviser  «ne  équation  par  une  même  quantité, 
ajouter  une  même  quantité  à chacun  de  ses  membres  , ou  l'en  sous- 
traire, n'altère  point  l'équation.  Soit  ad—bc\  on  aura  amd=brnc, 

et—  = — , et  ad  -f-  m = Zic  -+-  m , et  ad — n — bc  — n. 

36.  Pour  introduire  un  facteur  sous  le  signe  radical , il  faut 
l’élever  à la  puissance  indiquée  par  l'exposant  du  radical  , et  le 
multiplier  par  tous  les  termes  contenus  sous  le  radical.  Récipro- 
quement, si  l’on  veut  faire  sortir  une  quantité  contenue  sous  le 
radical , il  faut  diviser  par  cette  quantité  tous  les  termes  sous  le 
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radical,  et  faire  précéder  le  radical  par  la  raciue  de  cette  même 
quantité.  Par  exemple  , g \/m.x  -f-  n*  = g y/**’  m'  -4-  <*'  »* 

= - l = 1/*=^  = T l/f  + 7 = T 

K'+ï1 

37.  Si  la  quantité  à faire  sortir  était  un  diviseur , on  multi- 
plierait  l'expression  sous  le  radical , au  lieu  de  la  diviser. 

Ainsi  p/" #n*  -f-  — = i \'m'r'  -+■  n*. 

38.  J'ai  vu  des  Cornmençans  arrêtés  à de  certaines  transforma- 
tions, parccqu’ibLs’efforcent  de  les  concevoir,  au  lieu  de  penser  à 
les  vérifier.  Je  suppose , par  exemple,  que  nous  ajons  substitué  ab 

à la  quantité  {^~j  \ en  effectuant  les  quarrés  qui  ne 

sont  qu’indiqués,  et  faisant  la  soustraction,  on  reconnaitra  qu'en 
effet  celte  expression  composée  se  réduit  à ab.  On  reconnaitra  de 

même  que  a*-f-  b'  est  la  même  chose  que  3 ) + a • 

En  pareil  cas,  il  faut  faire  les  opérations  indiquées  dans  une  expres- 
sion , quand  on  veut  la  vérifier  et  l’entendre. 


CHAPITRE  II. 

1. 

.Valeur  relative  des  lignes  trigonométriques. 

ru  i 39.  Lorsque  BCD  = 45*,  le  triangle  rectangle  CDG  est  isoscèle, 
et  DG  = CD.  Donc  tang.  45*  = R = cot.  45° , ( 1 1 J. 

3o.  Mais  nous  verrons  (49)  que  tang.  90*  est  infinie,  tandis  que 
l'arc  de  90*  n’est  que  le  double  de  l’arc  de  45**  On  peut  donc  ob- 
server déjà  l'extrême  disproportion  entre  la  marche  des  angles  et 
celle  de  leurs  tangentes. 

5i.  D'après  la  définition  donnée  (5),  il  est  clair  que  le  sinus 
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d'on  arc  n’est  que  la  moitié  de  la  corde  de  l’arc  double;  on  sait 
d'ailleurs  que  la  corde  de  6o°  est  égale  au  rayon  : donc  sin.  3o’=^.. 

3a.  Mais  nous  verrons  (4g)  que  sin.  90*  = R;  (d’où  le  rayon 
prend  aussi  le  nom  de  sinus  droit , sinus  total).  Qu'on  observe 
donc  encore  que  les  sinus  ne  croissent  pas  dans  la  même  pro- 
portion que  les  arcs. 

33.  En  supposant  toujours  DCF  = 90’ , les  triangles  semblables 
BCA , GCD  , FCH  donnent  les  proportions  suivantes  : 

AC  : AB  ::  CD  : GD , GD  : CD  ::  CF  : FH , 

AC  : BC  ::  CD  : CG , AB  : BC  ::  CF  : CH. 


En  substituant  les  dénominations  trigonoraétriques , on  aura, 
pour  un  arc  quelconque  BD,  que  nous  désignerons  généralement 
par  A , les  proportions  qui  suivent  : 

54.  Cos.  A : sin.  A ::  R : tang.  A = R x . 

0 cou.  A 


55.  Tang.  A : R ::  R : cot.  A = r= 

° tang.  A 

36.  Cos.  A : R ::  R : séc.A  = -^. 

COS.  A 

57.  Sin.  A : R ::  R : coséc.  A = -^7. 

' sin.  A 


R X cos.  A /y 

-'S.  À"  » 


58.  L'expression  générale  R du  rayon  suffit  pour  faire  voir  que 
les  équations  trigonométriques  sont  vraies,  quelle  que  soit  la  gran- 
deur du  cercle  dans  lequel  on  les  considère.  La  valeur  du  rayon 
est  donc  arbitraire , pourvu  qu’une  Fois  fixée,  on  la  conserve  cons- 
tamment la  même  ; autrement  toutes  les  lignes  trigonométriques 
varieraient  avec  le  rayon.  Si  au  lieu  de  BC  on  prend  pour  rayon  CG, 
et  qu’on  décrive  l’arc  GQ,  le  sinus  de  l’angle  C ne  sera  plus  BA, 
mais  GD.  Or  BA  : BC  ::  GD  : CG.  On  trouvera  la  même  chose 
pour  toute  autre  ligne.  Donc  le  rapport  entre  une  ligne  trigono-  ' 
métrique  quelconque  et  le  rayon , est  constant,  puisqu’on  a tou- 


jours (18), 


BA GD 

BC  — GC’ 


3g.  Donc  en  général , soit  L une  ligne  trigonométrique  pour 
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un  rayon  donné  R ; soit  U la  même  pour  un  autre  rayon  R'  ; 
on  aura  toujours  R : L ::  R':  L'  = -jp  = LR',  si  on  fait  R=  i, 

valeur  qu'on  assigne  communément  au  rayon,  et  avec  grande 
raison  , pareeque  cette  valeur  simplifie  beaucoup  les  calculs  et 
les  expressions.  Nous  verrons  par  la  suite  comment , une  valeur 
étant  une  fois  donnée  au  rayon,  on  trouve  la  valeur  de  toute  ligne 
trigonoraétrique  relativement  au  rayon. 

40.  Observons  dans  les  équations  (35,  56,  87),  qu’étant  donnée 
la  valeur  du  rayon,  celle  de  la  cotangente  dépend  de  celle  de  la 
tangente,  celle  de  la  sécante  de  celle  du  cosinus,  et  celle  de  la 
cosécante  dé  celle  du  sinus,  et  réciproquement. 

41.  De  là  il  est  facile  de  comprendre  pourquoi  dans  la  Trigono- 
métrie on  ne  fait  presque  jamais  usage  de  la  sécante  ni  de  la  cosé- 
cante ; c'est  qu'il  est  toujours  aisé  de  leur  substituer  le  cosinus  et  le 
sinus  par  le  moyen  des  équations  ci-dessus  (36,  37).  On  pourrait 
de  même  supprimer  l’usage  des  cotangentes;  mais  on  verra  que 
souvent  elles  se  trouvent  commodes  dans  la  pratique. 

4 a.  Par  la  propriété  si  connue  de  l’bypoténuse,  les  triangles 
Fig- 1.  rectangles  CAB  , CDG , CFH  donnent  les  équations  suivantes  : 
BC*  = AB*  -+-  AC*  = CD*  = CG*  — DG*  = CF*  = CH*  — FH*; 
ou  bien  R*  = sin.’A  + cos.'A  = séc.’A  — tang.'A  = coséc.'A 
— cot.’A. 

43.  Donc  séc.A  = v/(R*  + tang.'A)  (36); 

RR 

44-  Et  coséc.  A = \/(R*  ■+*  cof.’A)  = ~in  A,  (37). 


45.  Substituons,  dans  l’analogie  (34) , la  valeur  de  cos.  A tirée 
de  la  seconde  équation  (43)  ; nous  aurons  sin.  A — ~ÿ  (iuT+ t'àn^A ) 

46.  Et  mettant  de  même  dans  l’équation  cot.  A = R * C'™’  (35), 

la  valeur  de  sin.  A prise  dans  la  seconde  équation  (44)  » nous  au- 

. A R X cot.  A 

rons  c0s.A  = 7(-ffi^cot-.A). 

47.  De  même  en  mettant  alternativement  dans  l’analogie  (34)» 
les  valeurs  de  sin.  A et  de  cos.  A tirées  de  l’équation  R*  = sin’A 
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cos.’A  , (43)»  011  R le*  équations  suivantes  : 

Â RXsin.A  _ Rv/(RR — eos.’A) 

*RDg> A |/(RR  — sin.“  A)  coi.  A * 

48-  Si  l'angle  C croît , et  devient,  par  exemple,  MCD,  on  voitFij. i. 
que  le  sinus  ML , la  tangente  DK  et  la  sécante  CK  deviennent 
aussi  plus  grandes  qu’elles  n’étaient  pour  l’angle  BCD  ; et  qu'au  con- 
traire le  cosinus  CL,  la  cotangente  FI  et  la  cosécante  CI  diminuent. 

4g.  Si  l’angle  augmente  de  manière  qu’il  soit  de  go*,  il  est  évident, 
à l’inspection  de  la  figure,  que  le  sinus  et  la  cosécante  deviennent 
égaux  au  rayon,  arec  lequel  ils  se  confondent  ; que  le  cosinus  et 
la  cotangente  se  réduisent  k zéro;  enfin  que  la  tangente  et  la  sé- 
cante sont  alors  infinies,  puisque,  devenues  parallèles  entre  elles, 
elles  ne  peuvent  plus  se  rencontrer  (îo). 

50.  Considérons  maintenant  l’angle  obtus.  Soit  cet  angle  DCO. 
Dans  ce  cas,  la  perpendiculaire  (5)  abaissée  du  point  O,  tombe 
sur  le  prolongemeut  CP  du  rayon  DC , et  l’autre  perpendicu- 
laire (io)  élevée  au  point  D,  ne  peut  rencontrer  l'autre  rayon  OC, 

S'il  n'est  prolongé  dans  la  direction  CU. 

51.  Donc,  suivant  les  définitions  (5),  OP  est  le  sinus  et  CP 
le  cosinus  de  l’arc  DFO.  F.t  ces  lignes  OP,  CP  sont  aussi,  tou- 
jours d’après  les  mêmes  définitions,  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'arc  TO, 
qui  est  le  supplément  de  l’arc  DFO,  puisqu’ils  forment  ensemble 
la  demi-circonférence. 

5a.  La  tangente  de  l’angle  DCO  est  DU  ; la  sécante  est  CU , (t  o). 

Or  DU  est  aussi  la  tangente,  et  CU  la  sécante,  de  l’angle  DCZ, 
supplément  de  l’angle  DCO. 

53.  Le  complément  de  l'angle  obtus  DCO  est  son  excès  FCO 
sur  l'angle  droit.  Donc  (n),  FN  est  la  cotangente,  et  CN  la  co- 
sécante de  l'arc  DFO.  Mais  ces  mêmes  lignes  sont  aussi  cotan- 
gente et  cosécante  de  l'angle  TCO , supplément  de  l'angle  DCO. 

54-  On  peut  conclure  en  général , que  les  lignes  trigonomé- 
triques  d'un  arc  et  celles  de  son  supplément  sont  égales  entre  elles , 
en  exceptant  néanmoins  le  sinus  verse,  comme  on  le  verra  (tao). 

Je  dis  égales,  et  noo  identiques,  pareequ’un  même  arc,  par 
exemple  DFO,  a deux  supplémens  TO,  DZ ; et  encore  pareeque 
les  lignes  de  même  nom  sont  doubles  (g)  pour  un  même  arc. 

a 


t 
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55.  De  celle  égalité,  de  cette  double  dépendance  des  lignes 
trigonométriques , semble  résulter  l'inconvénient  très-grave  de  De 
pouvoir  reconnaître  si  une  ligne  trigonométrique  donnée  appar- 
tient à l’angle  aigu,  ou  bien  à son  supplément.  Mais  nous  verrons 
bientôt  comment  les  Géomètres  sont  parvenus  à lever  l’incertitude 
à cet  égard,  au  moins  pour  la  plupart  des  lignes  trigonométriques. 

56.  Observons  à présent  quels  changemens  éprouvent  ces  lignes, 
à mesureque  l'angle  augmente.  Celles  qui  croissaient  avec  cet  angle, 
lorsqu'il  était  aigu  , décroissent  quand  il  est  obtus.  Celles  qui  au 
contraire  diminuaient  dans  le  premier  cas , augmentent  dans  le 
second  : conséquences  nécessaires  de  l’égalité  énoncée  (54). 

Fig.  i.  57.  Par  l’inspection  delà  figure,  et  d'après  ce  que  nous  avons  dit, 
il  est  facile  de  comprendre  que.  si  l’a"rc  croît  jusqu'à  devenir  de  180% 
comme  DFT  , le  sinus  et  la  tangeute  deviennent  nuis,  la  cotan- 
gente et  la  cosécante  infinies,  lecosinus  et  la  sécante  égaux  au  rayon. 

58.  En  Astronomie , les  longitudes  et  les  ascensions  droites  des 
astres  se  comptent  de  o°  jusqu’à  36o\  On  a donc  besoin  des  lignes 
trigonométriques , même  dans  le  troisième  et  dans  le  dernier  quart 
du  cercle.  En  négligeant,  pour  abréger , ce  qui  concerne  la  sécante 
et  la  cosécante  (41),  et  reconraDt  aux  définitions  (5,  10),  on  re- 
connaîtra sans  peine  qu’un  arc  plus  grand  que  de  180°,  comme 
DFTS,  a RS  pour  sinus,  CR  pour  cosinus,  et  pour  tangente  la 
ligne  DK,  à laquelle  correspond  pour  cotangente  la  ligne  FI , (48). 

5ç).  Lorsque  l’arc  est  exactement  de  270”,  le  sinus  devient  égal 
au  rayon,  la  tangente  infinie;  le  cosinus  et  la  cotangente  se  ré- 
duisent à zéro. 

60.  Dans  le  dernier  quart  du  cercle,  c’est-à-dire,  lorsqu’un  arc 

quelconque  , comme  DFTVZ,  embrassera  plus  des  trois  quarts  du 
cercle,  le  sinus  sera  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  Z sur  le 
rayon  CD;  le  cosinus,  la  partie  de  ce  rayon  comprise  entre  le 
centre  et  la  perpendiculaire  ; la  tangente  sera  DU,  la  sécante  CU; 
et  à ces  deux  lignes  correspondent  (5s,  55)  FN  pour  cotangente, 
et  CN  pour  cosécante.  ' 

61.  Enfin  lorsque  l'arc  devient  de  36o’,  il  arrive  an  point  où  il 
avait  pris  naissance.  Le  sinus  et  la  tangenlo  deviennent  alors  nuis, 
le  cosinus  égal  au  rayon , et  la  colangente  infinie. 

6a.  On  voit  que  dans  un  même  cercle  chaque  ligne  trigono- 
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métrique  »e  retrouve  d’une  même  grandeur  quatre  foi* , c’est-à- 
dire  dans  chaque  quart  du  cercle.  Examinons  comment  on  parvient, 
ainsi  que  nous  l'avons  dit  (55),  à distinguer  les  lignes  trigono- 
métriques  d'un  quart  de  cercle , de  celles  du  même  nom  dans  un 
autre  quart  du  même  cercle. 

€3.  Dans  la  théorie  des  courbes , CA  se  nomme  Yabscisse,  ligne 
qui  a son  origine  au  centre;  AB  est  Y ordonnée.  Le  rapport-entre 
ces  deux  droites  est  ce  qu'on  appelle  Y équation  de  la  courbe.  Ainsi 
Yéquation  du  cercle  est  (4a),  AB*  = BC’  — AC*  ; puisque , quel 
que  soit  (38)  le  rayon  BC,  cette  équation  donne  la  valeur  de  toute 
ordonnée  AB  correspondante  à une  abscisse  quelconque  CA.  De 
chacun  des  points,  en  nombre  infini,  de  Yaxe  CD,  supposez  qu'on 
Ave  les  ordonnées  correspondantes  ; les  points  extrêmes  B de  ces 
ordonnées  formeront  la  courbe  DBF.  Une  courbe  quelconque  s'ap- 
pelle te  lieu  géométrique  de  l’équation  qui'  sert  ainsi  à engendrer 
cette  courbe.  " •'  ’ • 

64.  Cela  posé , pour  que  l’équation  serve  à décrire  la  Courbe 
entière,  exprimons-la  comme  il  suit:  ABa±^(BC‘ — AC’). 
Tout  quarré  a deux  racines  égales , l'une  positive , et  l’autre  né-, 
gative.  L’équation  fournit  donc,  pour  chaque  abscisse  CA  , deux 
ordonnées  égales , l’une  positive  , l'autre  négative,  Toutes  deux 
doivent  être  perpendiculaires  à l’axe,  au  même  point  A,  où  se 
termine  l’abscisse  -,  elles  ne  peuvent  donc  se  trouver  que  des  deux 
cô  tés  .opposés  de  l'axe-,  par  exemple,  comme  les  ordonnées  LM, 
LY.  Ordinairement  les  ordonnées  positives  se  prennent  en  dessus, 
telles  que  seraient  AB,  LM;  et  par  conséquent  les  ordonnées  in- 
férieures , telles  que  LY , sont  négatives. 

Mais  tout  cela  ne  sert  encore  qu’à  engendrer  la  demi-ciroonfé- 
rence  FDV.  Pour  former  l’autre  demi-circonférence  FTV,  dis- 
tinguons de  même  les  absoisses  en  positives  et  négatives , puisque 
leur  origine  au  centre  constitue  des  lignes  en  sens  différent,  du 
demi-axe  CD  au  demi-axe  CT  , mais  égales  entre  elles,  prises 
deux  à deux.  Prenons  à la  droite  du  centre  les  positives,  comme  CA; 
on  aura  à gauche  les  négatives,  tulles  que  CP.  Et  en  substituant 
la  valeur  négative  des  abscisses  dans  l’éqoalion  , on  en  déduira 
toutes  les  ordonnées,  telles  que  PO  et  RS,  qui  eugendrenl  la  derni- 
circonféxence  FTV*  vin  . * 
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r<g.  i-  65.  Quoique  l'équation  du  cercle  ne  paraisse  pas  différer,  soit 
qn’on  prenne  les  abscisses  comme  positives,  ou  qu’on  les  emploie 
comme  négatives,  puisque  PO’=  CO* — ( — CP )*  = CO* — CP*, 
l'orme  qui  est  la  même  que  celle  de  l’autre  équation  AB*  = BC* 
— AC*;  cela  n’arrive  pas  néanmoins  pour  toutes  les  courbes:  mais 
c’est  ce  qui  a lieu  nécessairement  dans  la  génération  de  celles  qui 
ont  une  circonférence  terminée , et  divisée  en  deux  parties  égales 
et  semblables. 

66.  De  la  théorie  précédente  appliquée  aux  lignes  trigonomé- 
triques , il  résulte  que , dans  DBF  pris  pour  premier  quart  du  cercle, 
les  sinus  et  les  cosinus  sont  positifs  ; dans  le  second  FOT  , les  sinus 
sont  positifs , les  cosinus  négatifs  ; les  uns  et  les  autres  sont  négatifs 
dans  le  troisième  TSV;  enfin,  dans  le  quatrième  VYD,  le  sin^p 
est  négatif,  et  le  cosinus  positif. 

67.  C’est  du  sinus  et  du  cosinus  que  se  déduisent  les  règles 
pour  les  signes  des  autres  lignes  trigonomélriques.  En  effet  on  a 

d’abord  (34),  tang.  A = ^ a ~*  Donc,  dans  Ie  premier  et  le  troi- 
sième quart  du  cercle , où  sin.  A et  cos.  A ont  le  même  signe , la 
tangente  est  positive;  elle  est  négative  dans  le  second  et  le  qua- 
trième , où  sin.  A et  cos.  A ont  des  signes  différens. 

68.  Des  équations  (35,  36,  37),  on  conclura  de  même  que  la 
cotangente  a toujours  le  signe  de  la  tangente,  la  sécante  celui  du 
cosinus , et  la  cosécante  celui  du  sinus. 

69.  Quelques  Auteurs  établissent  la  diversité  des  signes  pour  les 
lignes  de  même  dénomination  , sur  leur  position  diamétralement 
opposée,  comme  celle  des  lignes  CA  et  CP,  ou  DG  et  DU.  Mais 
il  n'est  pas  toujours  vrai  que  des  lignes  de  direction  contraire  aient 
des  signes  différens ( D'Alembert,  Opuscules , tom.  vm,  pag.  371 
et  suiv.)  , ni  que  la  différence  du  signe  n’appartienne  pas  à des 
lignes  ayant  leur  divergence  d’un  même  côté  , (371). 

70.  D’autres,  que  j’ai  suivis  dans  la  première  édition  de  cet 
Ouvrage  , ont  considéré  les  signes  comme  devant  changer  au  point 
où  une  ligne  passe  ou  par  zéro,  ou  par  l'infini.  Par  exemple,  le 
cosinus  CA  s'anéantit  au  point  C,  ayant  de  devenir  successivement 
CP;etla  tangente  DG  passe  parl’infini  quandl’arc  DB  devient  DF, 
avant  de  devenir  DO.  Mais  des  exemples  donnés  par  Euler  ( Cale, 
différent.  98  à 101),  il  suit  qu’à  la  vérité  une  quantité  ne  peut 
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changer  de  signe,  à moins  qu’elle  ne  passe  par  zéro  ou  par  l’infini, 
mais  qu’il  n’est  pas  vrai  de  même  que  le  signe  change  toujours 
dans  ce  passage. 

71.  J'ai  donc  eu  recours  à l’équation  de  la  courbe,  comme  à un 
fondement  solide  et  sans  objection. 

7a.  La  table  suivante  servira  de  récapitulation  pour  ce  que  nous 
venons  de  dire,  et  sera  plus  commode  à consulter  dans  la  pratique. 
On  verra,  par  cette  table,  dans  quels  points  les  trois  lignes  trigo- 
nométriques  les  plus  usitées  sont  égales  à zéro , à l'infini , ou  au 
rayon;  le  rayon  y est  exprimé  par  l'unité  (39).  La  cotangente,  la 
sécante  et  la  cosécante  sont  omises  (41)  : on  reconnaîtra  leur  valeur 
dans  ces  mêmes  points,  au  moyen  des  équations  (35,  36,  37)  ; et 
leur  signe  dans  quelque  point  que  ce  soit,  par  la  règle  (68).  En 
désignant  une  ligne  égale  à zéro  ou  à l’infini , je  lui  conserve  le 
signe  qu'elle  avait  avant  d'arriver  à ce  terme  ; quoiqu'on  ne  puisse 
dire  quel  signe  convient  en  pareil  cas. 


73.  Table  des  Signes  des  lignes  trigonomêlriques  dans  les  quatre 
quarts  du  Cercle. 


Arc. 

Sinus. 

Cosinus. 

Tano. 

Depuis  0’  jusqu'à  90°... 

-F  • 

4-  ■■ 

4- 

à 90’... 

+ 1. 

4-o.. 

4-® 

.4-  . 

j 

-4- 

_ J 

— O.  . 

Depuis  270°  jusqu’à  36o°... 

— . 

4-  •• 

74.  J’appelle  arc  négatif  l’arc  décrit  par  une  opération  en  sens 
contraire,  relativement  à l'arc  que  je  considère  comme  positif. 
DB,  DZ  seront,  par  exemple,  l’un  positif,  l’autre  négatif,  si  leur 
origine  est  au  point  D,  c’est-à-dire,  si  l'on  est  parti  de  ce  point 
pour  décrire  l’un  et  l’autre.  De  là  il  suit  que  si  on  prend  pour  posi- 
tifs les  quarts  de  cercle  décrits  comme  nous  l’avons  dit  ci-dessns, 
de  D en  F , en  T , en  V et  en  D;  les  quarts  décrits  au  contraire 
de  D en  V,  en  T , en  F et  en  D , seront  négatifs. 


l4  CHAP.  n.  SIGNES  DES  LIGNES  TRIGON'OMÉTIUQtES 

, 75.  Par  conséquent  le*  signes  des  lignes  trigonométriques  pour  un 

arc  dans  le  premier  quart  de  cercle  négatif,  seront  ceux  des  mêmes 
lignes  dans  le  quatrième  quart  positif.  Donc  pour  un  arc  négatif, 
moindre  que  de  90° , le  sinus  et  la  tangente  sont  négatifs,  et  le 
cosinus  est  positif.  Ce  que  j'exprime  ainsi  : 
sin.  — A= — sin.  A,  tang.  — A= — tang.  A,  cos. — A=-f-cos.  A. 

76.  Eu  comparant  le  second  quart  de  cercle  négatif  au  troisième 
positif,  on  trouvera  sin. — A= — sin.  A,  tang. — A=-f-iang. A, 
cos.— A= — cos.  A.  On  voit  que  l'angle  obtus  négatif  cbange  le 
signe  du  cosinus  et  de  la  tangente  de  l’augle  aigu,  et  non  le  signe 
du  sinus;  ce  que  nous  avons  trouvé  avoir  lieu  de  même  pour  les 
angles  obtus  positifs  (66,  67). 

77.  Posons  donc  ce  principe  général , d’une  grande  utilité  : 
Toutes  les  formules  trigonométriques  doivent  être  construites 
pour  les  arcs  positifs  , et  qui  n'excèdent  pas’ 90*;  puisqu'elles 
serviront  également  pour  les  arcs  plus  grands  et  pour  les  arcs  né- 
gatifs, en  changeant  seulement  les  signes  des  lignes  trigonoraé- 
triques,  conformément  à la  table  (73),  ou  aux  règles  (q5,  76). 

78.  Nous  démontrerons  rigoureusement  (390)  la  théorie  pré- 
cédente des  arcs  négatifs.  En  attendant,  nous  nous  en  prévaudrons 
pour  abréger  les  transformations  analytiques;  ce  à quoi  cette  théorie 
contribue  souvent  d'une  manière  eilicace.  Cependant  nous  aurons 
soin  d'en  montrer  la  vérité  à posteriori,  par  quelques  exemples  qui 
pourront  guider  pour  les  autres  cas. 

79.  En  faisant  R = i,  on  a (3i),  sin.  3o*  = j ; mais  (4a), 
cos.*  3o"  = R1  — sin.*  5o“  ==  1 — - = J : donc  cos.  3o*  = 

80.  De  même , puisqu’on  a (4a),  R‘  — sin.*  45°  -+-  cos.*  45*  = 
a sin.* 45°=  « , (7),  on  aura  sin.  45°=  f - = -pj. 

81.  C’est  à-peu-près  en  suivant  les  principes  qui  nous  ont  fait 
trouver  la  valeur  du  sinus  et  du  cosinus  de  3o°  et  de  45°,  que  les 
géomètres  ont  calculé,  par  le  moyen  d'autres  formules  que  nous 
verrons  en  leur  lieu , la  valeur  du  sinus , de  la  tangente  et  de  la 
sécante  de  tout  arc  depuis  o*  jusqu'à  90°,  (6a),  de  degré  en  degré, 
et  même  de  minute  en  minute.  Les  tables  qui  contiennent  ces  va- 
leurs donnent  donc  le  rapport  constant  (38)  qui  règne  entre  le 
rayon  du  cercle  et  chacune  des  lignes  trigonométriques. 
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CHAPITRE  I I I. 


Idée  préliminaire  de  la  résolution  des  triangles  rectilignes. 


8a.  Les  Commençai»  sont  ordinairement  rebutés  dans  l’étude 
des  sciences  par  les  difficultés  que  leur  présente  d'abord  une  longue 
théorie  élémentaire  , dont  ils  n’apperçoivent  pas  encore  l’utilité 
pratique.  Ce  chapitre  sera  consacré  à leur  faire  pressentir  les  usages 
et  les  applications  de  la  Trigonométrie. 

Puisque  AB  est  le  sinus  et  AC  le  cosinus  de  l'arc  BD  décrit  d'un  F'S-  '• 
rayon  BC,  on  a évidemment  les  analogies  suivantes  : 

BC  AB  ::  R : sin.C , BC  : AC  ::  R : cos.  C. 

Mais  dans  tout  triangle  rectangle,  on  peut  concevoir  que  l'hypo- 
ténuse décrive  un  arc  tel  que  BD,  qui  rencontre  un  des  côtés  pro- 
longé tel  que  (CA-f-AD).  Donc  dans  tout  triangle  rectangle, 

V hypoténuse  est  au  rayon  comme  un  côte'  est  au  sinus  de  l’angle 
opposé,  ou  bien,  comme  un  côté  est  au  cosinus  de  l'angle  adjacent. 

83.  On  croirait , au  premier  coup-d'œil , qu’on  ne  peut  tirer 
aucun  fruit  de  ces  proportions  qui  semblent  contenir  un  cercle 
vicieux,  comme  cette  analogie  a : 1 ::  a : 1 ; puisqu'elles  ne 
sont  absolument  que  la  répétition  des  définitions  données  (3). 

Mais  qu’on  se  rappelle  que  le  rapport  R : sin.  C (il  en  faut  dire 
autant  du  rapport  R : cos.  C ) est  un  rapport  constant  (38),  quelle 
que  soit  la  grandeur  de  l’hypoténuse  qui  représente  ici  le  rayon, 
pourvu  seulement  que  l'angle  C ne  change  point.  On  a de  même, 
par  exemple,  GC  : GD  ::  R : sin.C.  L’art  de  la  Trigonométrie 
consiste  donc  en  ce  que  la  connaissance  de  l’un  des  angles  aigus 
dans  un  triangle  rectangle  , suffit  pour  faire  connaître  le  rapport 
qui  existe  entre  l'hypoténuse  et  chacun  des  c^tçs.  De  là  ii  résulte 
que  si,  outre  l'angle,  on  connaît  la  valeur  absolue  de  l’un  des 
tôtés,  la  Trigonométrie  donne , pour  ainsi  dire  d’un  trait  de  plume, 
la  valeur  absolue  de  l’hypotéuuse,  et  vice  versé  ; ce  qu'on  verra 
clairement  dons  les  exemples  suivans.  . 


l6  CHAP  m.  IDÉE  PRÉLIMINAIRE  DE  LA  RÉSOLUTION 

P;,,  i.  84.  Supposons  que  CL  soit  une  distance  de  trois  lieues  déjà 
connue,  et  qu’on  desire  de  connaître  la  distance  CM  qu'on  ne  peut 
mesurer  avec  la  toise,  parcequ'une  rivière  ou  quelque  autre  obstacle 
s’y  oppose.  Pour  y parvenir  sans  abandonner  le  point  C,  et  sans 
fatigue,  que  l'on  mesure  de  combien  de  degrés  est  l'angle  MCL; 
ce  qui  est  très-facile , comme  nous  le  verrons  en  son  lieu  : suppo- 
sons que  cet  angle  se  trouve  de  60 * ; alors  cos.  MCL  = cos.  6o* 
= (7)  sio.  Zo>  =“  R,  (5i).  On  aura  par  conséquent  (8a),  MC  : CL 
::  R : cos.MCL  ::  R : ;R  ::  1 C1?)-  Donc  la  distance  MC 

est  double  de  CL,  ou  MC  = 6 lieues. 

85.  De  même , en  supposant  MCL  de  60* , si  la  distance  connue 
était  CD,  que  l'on  eût,  par  exemple,  CD  = 9 lieues,  on  trou- 
verait 18  lieues  pour  la  valeur  de  CK. 

86.  Si  l'angle  mesuré  est  C et  de  36°  5a' , que  la  distance  con- 
nue , désignée  par  AC,  soit  de  six  lieues,  et  que  l’on  cherche  BC; 
puisqu’on  a par  les  tables  (81),  R : cos.  36*  5a'  ::  1 ; 0,8,  on 
aura,  (8a),  BC  : AC  ::  R : cos.  C ::  1 : 0,8  Par  conséquent  BC 

AC  6 

— 5 = — s = 7,5.  Donc  la  distance  BC  est  de  7 lieues  et  j. 

O,  O 0,0 

87.  Si  an  lieu  de  AC  la  distance  connue  était  CD,  de  g lieues, 
et  CG  la  distance  cherchée , on  aurait  CG  : CD  ::  1 : 0,8,  ou 

CG  = = -2-j  = 1 i,a5.  Donc  CG=  1 1 lieues 

0,0  0,0  * 

Ces  exemples  suffiront  pour  donner  une  idée  de  la  résolution 
des  triangles  rectangles. 

«J-  88,  Si  on  a un  triangle  obliquangle,  comme  ABC,  il  est  à présent 

facile  de  le  résoudre,  en  le  convertissant  en  deux  triangles  rectan- 
gles BCD,  ACD,  par  le  moyen  de  la  perpendiculaire  CD,  menée 
de  l’un  quelconque  des  angles,  comme  C , sur  le  côté  opposé  AB 
prolongé,  s'il  est  nécessaire , comme  dans  la  figure  3.  On  a alors  (8a), 
R : sin.  B ::  BC  : CD , et  R : sin.  A ::  AC  : CD. 

Donc(a5) 

BC  : AC  ::  sin.  A : sin.  B. 

89.  Si  on  réfléchit  que  (fig.  3),  sin.  A = sin,  CAD 3=  sin.  CAB, 
(54),  et  que  les  fig.  a et  3,  dans  lesquelles  nous  n’avons  fixé  ni  la  gran- 
deur des  angles  ni  celle  des  côtés , représentent  dès-lors  tout  triangle 
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obliquangle , quel  qu’i!  soit  ( ce  qu’on  doit  remarquer  une  fois  pour 
toutes),  on  conclura  de  la  dernière  proportion  cette  règle  générale  : 
les  côtés  d'un  triangle  rectiligne  sont  proportionnels  aux  sinus 
des  angles  opposés. 

90.  Cette  règle  s’étend  évidemment  aux  triangles  rectangles 
puisque,  par  exemple,  dans  la  proportion  R : sin.  A ::  AC  : CD, 

R est  le  sinus  (5a)  de  l’angle  droit  D opposé  à l'hypoténuse  AC. 

91.  Il  est  aisé  de  reconnaître  par  cette  même  règle  et  par  celle 
qui  a été  donnée  (5a),  que,  quoique  le  plus  grand  côté  soit  toujours 
opposé  au  plus  grand  angle,  et  vice  versd,  les  côtés  ne  sont  cepen- 
dant pas  en  proportion  avec  les  angles  opposés.  Il  était  donc  né- 
cessaire, pour  résoudre  les  triangles,  de  recourir  aux  lignes  trigo- 
nométriques. 

91.  Exemple  de  la  résolution  du  triangle  obliquangle.  Soit  con-  Fis-  7 
nue  la  distance  BC,  de  1000  mètres,  et  par  le  moyen  d’instrumens 
convenables , et  dont  nous  parlerons  dans  la  suite , soient  déter- 
minés A de  53*  &,  et  B de  3i*  ao'.  On  a dans  les  tables  sin.  53*  8' 

s=  o,8-,  et  sin.  3i*  ao'  = o,5a.  Donc  (88)  , AC  ==.  — =j 

~~"o>8~0’5Q  5=5 1rs  — 6-’0-  Ainsi , sans  mesurer  en  effet  ( ou  en  mètres) 

la  distance  AC,  la  Trigonométrie  fait  connaître  qu’elle  est  de 
65o  mètres. 

Ce  n’est  au  surplus  qu’un  essai  que  nous  donnons  de  la  solution 
d’un  seul  cas  de  la  Trigonométrie  rectiligne  obliquangle.  Nous 
verrons  par  la  suite  comment  on  peut  résoudre  tous  les  cas, 
toutes  les  combinaisons. 


CHAPITRE  IY. 


Valeurs  relatives  des  lignes  trigonornétriques  appartenante* 
à la  somme  ou  à la  différence  de  deux  arcs. 

93.  Problème.  Connaissant  les  sinus  et  les  cosinus  de 
deux  arcs  , trouver  les  sinus  et  les  cosinus  de  la  somme  et  de 
la  différence  de  ces  deux  arcs,  ■ 1 ■ J • 


I 8 CHAP.  IV.  DES  LIGNES  TR  ICONOMÊ  TRIQUES 

De  ce  que  dans  tout  triangle  rectiligne  la  somme  de  deux  angles 
fig.  j est  toujours  le  supplément  du  troisième,  c’est-à-dire,  de  ce  que  dans 
un  triangle  ABC,  par  exemple,  A + B =180°  — ACB,  il  suit  (54) 
que  sin.  ACB  = sin.  (A  -f-  B).  Cela  posé,  la  solution  du  problème 
est  facile  par  la  seule  Trigonométrie,  et  nous  n'aurons  recours, 
pour  trouver  cette  solution , ni  aux  triangles  semblables,  ni  à des 
figures  compliquées. 


94.  En  effet  (89),  AC  : sin.  B ::  AB  : sin.  ACB=  AB^in  B _ 
sin.  (A-f-B).  Mais  en  supposant  qu'on  mène  CD  perpendiculaire 
sur  le  côté  AB,  on  a (82),  BC  : CD  ::  R : sin.  B = R ^r<'P.  En 


"'  substituant  cette  valeur  de  sin.  B dans  l’équation  précédente  (nous 
ferons  à l’avenir  ces  substitutions  sans  en  prévenir,  parcequ’elles 

se  présentent  d’elles-mêmes),  on  aura  sin.  ( A -(- B)  = ^ 'acx'bc'' 

RxCDxBD  , RxCDxAD 
ACxBC  ’ 
AD  co».  A 


Or  AB=BD-f-AD.Donc  sin.(A-}-B)= 

"■T  • fQ  \ CD  SIQ.  A 

Mais  (8a),  = - 


Donc 


AC  R ’ 
sin.(A-l-B): 


ACxBC 

BD cos.B  CD ain.B  

BC — “R-’  BC  — ”5"'  et 
sin.  A cos.  B -f-  cos.  A sin.  R 


-4 


AC 


R 


95.  Si  on  applique  celte  solution  à la  fig.  3 , on  observera  que 
AB  = BD — AD;  que  ACB=  180’  — CAB  — B=  CAD  — B, 
3'  et  que  dans  ce  cas-ci  l’angle  CAD  correspond  à l'angle  A employé 

dans  les  équations  XT=  “ÏÏ~  et  ^ ~ II  "'  ^ ^a**ant  ^e*  cl1811* 
gemens  qui  résultent  de  ces  remarques,  la  démonstration  précé- 
dente donnera 


sin. (A  — B)  ç= 


sin.  À cos.  B — > cos.  A sin.  B 
R 


96.  Mais  cette  formule  se  trouve  en  un  instant,  seulement  en 
faisant  B négatif  dans  la  formule  précédente.  Car  alors  sin.  (A  +B) 
devient  sin.  (A — B),  et  sin. B se  change  en  — sin.  B,  (75);  résultat 
aussi  prompt  qu’évident,  et  que  nous  avons  fait  pressentir  (78). 

97.  Faisons  maintenant  A = 90*-r-C  -,  nous  aurons  sin. (A — B) 
= sin. (90°—  C — B)  = cos.(C  + B),  (7)5  sin.  A — cos. C,  et 
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Eos.  A = sin.  C.  Donc  de  la  formule  (g5)  se  déduit  celle-ci: 
cos. (C-f-B)  = (cos.Ccos.B — sin.  C siu.  B)  : R , (18). 

g 8.  Mais  A et  C sont  des  expressions  également  indéterminées, 
Susceptibles  chacune  de  toutes  les  valeurs  possibles.  On  peut  donc 
écrire  A au  lieu  de  C dans  la  dernière  équation,  pour  conserver 
l'uniformité  des  lettres , et  on  aura  l'équation  qui  suit  : 


99* 


cos.  (A  -4-  B)  = 


en*.  A Cok.R  — «in.  A «n.  B 

a • 


ioo.  Faisons  B négatif  dans  cette  formule*,  nous  aurons  aussi- 
tôt (75), 


cos.  (A  — B)  = 


cn>.  A en».  B 4-  «in.  A «in.  B 
__  . 


roi.  La  solution  de  ce  problème  a produit  quatre  équations  qui 
sont  d’uu  usage  infini  dans  la  Trigonométrie.  Il  serait  hors  de 
propos  de  les  citer  continuellement  : pour  nous  en  dispenser  , nous 
recommanderons  de  faire  ensorte  de  les  retenir  *,  ce  qui  est  très- 
facile  , puisqu'en  substance  elles  se  réduisent  à deux,  et  que  c'est 
la  seule  différence  des  signes,  qui  de  ces  deux  équations  en  forme 
quatre. 

103.  Il  est  facile  de  voir  que  les  mômes  équations  servent  à déve- 
lopper les  valeurs  des  sinus  et  des  cosinus  de  la  somme  et  de  la  diffé- 
rence d’un  nombre  d'ârcs  quelconque.  Par  exemple,  sin.(A+B-f~C) 
= sin.  (A  -J-  B-|-  C)  = sin.  A cos. (B  + C)  -f- cos.  A sin.(  B-f-  C) 
= sin.  A cos.  Beos.  C — sin.  A siu.  B sin.  C -f-  cos.  A sin.  B cosC  -f- 


cos.Acos.B  sin.C.  De  môme,  sin.(Ai — B-f-C)=sin. (A— -B—  C) 
= sin.  A cos.  (B  — C)  -r  cos.  A siu.  (B — C)==sin.  Acos.  Bcus.  C-f- 
sin.  A sin.  B sin.C  — cos.  A sin.  B cos.  C + cos.  A cos.  B sin.  C. 

io3.  A l’avenir  nous  emploierons  constamment  t au  lieu  de  R,  (39). 
Dans  les  cas  où  le  rajron  diffère  de  celui  des  tables,  comme  il  arrive 
par  exemple  dans  la  résolution  des  équations  du  3«  degré;  voici  la 
règle  pour  l’introduire  convenablement 
métrique  quelconque. 

<04.  Dans  chacune  des  proportions  1 
que  nous  avons  vues  jusqu’ici , et  desquelles  sp  déduisent  les  plus 
composées,  oa  a pu  remarquer  que  chaque  terme  contient  un  nombre 


dans  upc  formule  trigono- 

.ekoiiOX  y"  1 

■t  équations 


fondamentales 
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éçal  de  facteurs.  Par  exemple,  dansles  équations  (4a)»  chaque  terme 
est  de  deux  dimensions , c'est-à-dire  formé  du  produit  de  deux 
facteurs , puisque  BC’  = BC  x BC , AB*  = AB  x AB  , et  ainsi 
des  autres.  De  même,  en  multipliant  par  AC  x BC , on  a (94) , 
AC  X BC  X sin.(A  + B)  = R X CDxBD+RxCDx  AD; 
ce  qui  donne  trois  dimensions  pour  chaque  terme.  On  appelle 
équation  homogène  ou  de  dimensions  égales  celle  qui  renferme 
dans  chaque  terme  un  nombre  égal  de  facteurs  algébriques  ou 
géométriques,  (sans avoir  d’ailleurs  égard  aux  coefliciens  numé- 
riques). Si  on  conservait  la  lettre  R dans  toutes  les  opérations 
trigonométriques , on  trouverait,  dans  chaque  formule,  tous  les 
termes  d’égale  dimension.  Il  sera  donc  facile  de  les  rendre  tels  , 
au  besoin , en  joignant  à chacun  d'eux  le  facteur  R élevé  à la 
puissance  convenable  pour  les  rendre  homogènes.  Par  exemple,  en 
nommant  x,  y,  deux  lignes  trigonométriques,  soit  une  équation 
de  cette  forme,  4xS  — — _y-+-a,  dans  laquelle  x5  est  de  trois 

dimensions,  x et  y d’une  seule,  et  a sans  aucune  dimension;  pour 
introduire  régulièrement  le  rayon  dans  cette  équation,  il  faut  écrire 
4a:3  = 5R*a:  — R’y  -+-  aR’.  Telle  ciit  été  l'équation  en  elle-même, 
si  l’on  n’en  eût  pas  d’abord  fait  disparaître  R en  y substituant 
l’unité. 


io5.  On  ne  connaîtra  que  peu  à peu,  et  dans  le  cours  de  la 
Trigonométrie , l’utilité  des  formules  multipliées  que  nous  allons 
donner. 


Tang.(A+B)=(34),  8În- \ C°’  l + l En  di- 

o v 1 ' ' cos.(A-f-B)  cos.Acos,  B — un.  Asm.  B 

visant  tous  les  termes  de  cette  dernière  fraction  (17),  d’abord  par 
cos.  A cos.  B,  et  ensoite  par  sin.  A sin.  B,  on  aura 


taog.  (A-f-B)  = 


tang.  A + tang.  B cot.  B -+■  cot.  A 

1 — tang.  A tang.  B cot.  B cot.  A — 1 


10G.  En  procédant  de  la  même  manière  sur  les  valeurs  de 
**"' (95,100),  (ou  encore  en  faisant  B négatif  (q5)  dans  la 

COS-(A”,*UJ 

formule  que  nous  venons  de  donner) , on  trouvera 


tang.  (A— B)  == 


tang.  A — tang.  B 
j -f  tang.  A tang.  B 


cot.  B — cot.  A 
cot.  B cot.  A + 1’ 
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107.  Par  de  semblables  opérations,  on  aura 

«in.  (A  -f-  B) Un  g.  A + tang.  B cot,  B -Kcot.  A 

«in.  (A — B)  rang.  A — tang.  B cot.  B — cot.  A* 

108.  En  divisant  de  même  d'abord  par  sin.Bcos.  A,  et  ensuite 

par  sin.  Acos.B,  les  valeurs  de  co«  (A— b)  ’ (99’  ,0°)»  on  aura 

co«.(A  + B) cot.B — tang.  A cot.  A — tang  B 

cos.  (A  — B)  cot.  B-f- tang.  A cot.  A tang.  B' 


10g.  Soit  maintenant  (98),  B = À.  Les  trois  formules  (94,  99, 
io5)  se  convertiront  en  celles  qui  suivent: 
ito.  Sin.aA  = asin.  A cos.  A. 
in.  Cos.  aA  = cos.*A — sin.*A. 


1 ta.  Tang.  aA 


a tang.  A a cot.  A 

1 — tang.*A  “““  cot.*A  — t 


11 3.  Dans  ces  trois  équations,  l’arc  employé  dans  le  premier 
membre  est  double  de  l’arc  que  contient  le  second  membre.  Donc 
elles  peuvent  encore  s'écrire  comme  il  suit  : 


114.  Sin.  A = a sin.  { A cos.  j A. 

1 15.  Cos.  A = cos.*  ;A  — sin.*  4 A. 


6,„  , a tang.  j A 3 cot.  ; A 

. Tang.  A , — tang.*  j A cot.’j  A — i' 

117.  En  substituant  alternativetnent,  dans  l’équation  (tx5),  les 
valeurs  (4a)  de  cos.*  4 A et  de  sin.*  JA,  on  a encore 


cos.  A = 1 — asin.*  j A = a cos.*  4 A — 1. 

118.  De  là  il  suit  que  asin.*  ;A=i  — cos.  A = sin.v.  A,  (5). 

119.  Les  denx  premières  de  ces  expressions  sont  celles  qu’on 
emploie  au  lieu  du  sinus  verse , dont  peu  d’Auteurs  font  usage 
dans  la  Trigonométrie. 

tao.  Il  convient  néanmoins  de  faire  observer  ici  l’exception  an- 
noncée (54).  Si  A est  obtus , cos.  A est  négatif  (66)  ; donc  alors 
sin.  v.  A = 1 ■+•  cos.  ( 180*  — A),  comme  ou  le  verra  ( iat ).  Donc 
sin.  v.  DFO  = DC  -f-  CP  = DP. 

lai.  Pour  faire  disparaître  toute  erreur,  toute  incertitude  dans 
des  cas  semblables , voici  le  mojcn  de  mettre  la  vérité  en  évi- 
dence, et  de  se  diriger  avec  sûreté  pour  les  opérations  analytiques 
en  usant  des  signes  convenables.  Soit  a le  supplément  de  A , on 
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A — i8o*  — a ; on  aura  (i  >8)  , sin.  v.  A = i — cos.  A = i 
cos.(i8o* — a).  Mais(ioo),  cos.(i8o* — a)  = cos.  i8o’cos.a 
sin.  180“  sin.  a = — cos. a,  (73).  Donc  i — cos.(i8o“ — <*)=  1 
cos. fl  = i+cos.(i8o“ — A),  comme  nous  l’avons  dit  (tao). 

iaa.  Si  l’on  divise  par  tang.  £ A,  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur du  second  membre  de  la  première  équation  (u6),  et  qu’on 

se  souvienne  que  j-j-  = cot. , (55) , on  aura 

l4Ug> 

tang.  A = cot.iA  — ung.yA’ 

ia3.  De  là  se  déduit  cot.  J A — tang.  ;A  = — ^ = a cot.  A. 

Donc  tang.  \ A = cot.  [ A — a cot.  A. 


ia4.  i — cos.  A = ( 118)  a sin.  i A sin.  ± A sas  ( 1 14)  sin-  î A X 


sin.  A 
cos.  i A" 


: sin.  A tang.  i A,  (34)-  Donc 


tang.  i A : 


i — co».  A 
sin.  A 


ain.  A 


ia5.  i -4-cos.  A = (ii7)  acos.j Acos.iAsscol.ïA  x <[n  , A 


sin.  A 
tang. i A' 


. Donc  on  a aussi 


. » «in.  A 
tang.iA  = 7-+— 


ia6.  Les  deux  précédentes  formules,  multipliées  l’une  par  l’autre, 
donnent 

a—  i— vo«- A 
tang.  ,A  t C08  A- 

137.  Sin.A=(u4)  asin.j  Acos.ïA=(34)acos.*AAfang.i  A 
Donc  (4^)» 

i . atang.iA 

Sin.  A = — , . , ,t. 

I -f  ttng.“iA 

128.  En  divisant  cette  équation  par  la  première  donnée  (11G), 
on  aura  (54) , 

1 — tang.*  j A 
COS.  A = p 

1 4-  tang.  i A 

îag.  En  multipliant  cette  fraction  (17,  18)  par  cot.  j A,  et  se 
souvenant  toujours  que  cot.  x tang.  s=  1,  (35),  on  trouvera 
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COS.  A = 


cot.  j A — tang.  ; A 
cot.  î A + tang.  i A' 


130.  En  multipliant  cette  équation  par  l’équation  (taa),  il  en 
résulte 

. . 2 

***’  " cot.  i A + tang.  4 A* 

131.  En  substituant  dans  cette  dernière  équation  la  vateur  (ia3) 
de  tang.  \ A , et  divisant  la  fraction  par  a , on  aura 


sin.Â  = 


cot.  ;A  — cot.  A' 


i3a.  En  substituant  la  valeur  de  cot.  \ A prise  dans  l'équation 
(ta3) , on  aura 


sin.  A = 


cot.  A + tang.  j A" 


i33.  Tang.  j A = (ia4) 

— co».  A 


1 — co».  A 


- co».  A 


tang.  A — cos  \ co».  \ 
tang.  A , et  par  conséquent 


sin.A  tang.  A coa.A* 

1 V-X  1 


— i.  Donc  — —t  — 
cos.  A 


Donc  tang.  J A x 
; 1 ■+•  tang.  jAx 


cos.  A = 


1 

+ tang.  J A tang.  A’ 


i34.  Le  produit  des  deux  formules  (94»  9$)  est  sin.  (A-f-B) 
sin.  (A  — B ) = sin.*  A cos.*B  — cos*  A sin.*B  = ( 4a  ) sin.*  A — 
sin.*B  ( sin.’A  + cos.’A)  = sin.*A  — siD.*B  = cos.’B  — cos.’A. 
Donc 


sin.'A  — sin.’B  = sin.  (A  -f  B)  sin.  (A— B)  =cos.*B— cos.*  A. 

135.  Les  formules  (99,  100)  donnent  de  la  môme  manière 
cos.'A  — sin.’B  = cos.  (A  -j-  B)  cos.  (A — B)  = co3.*B — sin.’A. 

136.  Des  quatre  formules  citées  naissent  encore  évidemment  les 
quatre  formules  suivantes  : 

sin.  (A-f-B)-|-  sin.  (A — B)  = a sin.  A cos.  B. 

«37.  sin.(A+B;  — sin.  (A  — B)  = acos.A  sin.  B. 
t38.  cos.(A  + B)  +cos.  (A — B)  = acos.  A cos.  B. 
i3g.  cos. (A — B) — cos.(A-f-B)  = asin.  A sin.  B. 
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140.  Soit  maintenant  (A-f-B)  = a,  (A  — B)  = é;  d*où  résulte 

A = ^-^  et  B = - — -.  En  substituant  ces  valeurs,  la  formule 
a a 

(i36)  devient  sin.a-f-  sin.&  = asin.— — cos.^-^.  Mettons  dans 
Cette  équation  A au  lieu  de  a,  B au  lieu  de  b,  (98),  nous  aurons 
sin.  A -1- sin. B = asin.  7 (A+B)  cos.  j(A  — B). 

141.  En  traitant  de  même  les  équations  («37,  i38,  139),  on 
trouvera  les  trois  équations  qui  suivent  : 

sin.  A — sin.B  ==  asin.  7 (A — B)  cos. 7 (A-t-B). 
i4a.  cos.  A ■+■  cos.B  = acos.  f ( A 4*  B)  eus.  7 (A-B). 

i43.  cos.  B — cos,  A = asin.  7 ( A -j-B)  sin.  7 (A — B). 


144.  En  faisant  encore  attention  que  ^-  = tang.,  et  que  — = 
cot.,  (34,  55),  on  aura  (i4°>  ,4I  )» 

^±t!  = Ung.i(A+B)c«,}(A-B,  = ^±|>. 

145.  De  même  (14a,  i43) , 

cos  f. + ■°*~ £ ==  cot.  j(A-f-B)  cot.  \ ( A — B)  ==  — •, (*-+  a?-. 
eo».B  — cos. A ' r • »»  * tang.  j (A — B) 

On  trouve  de  la  même  manière  les  deux  formules  suivantes  : 


146. 

147. 


«in.  A 4-  «in.  B 
eus.  A 4"  cos.  B 
sin.  A 4-  gin.  B 
cos.  B — cos. A 


= tang.i(A+B) 


= cot.  i(A — B) 


_ cos.  B — co*.  A 
sin.  A — sin.  B* 
cos.  A 4-co>-  B 
sin.  A — sin.  B# 


148.  Tang.  A -+• tang.  B = 
Donc 

tang.  A -f-  tang.  B 


sin.  B sin.  Acos.  B 4- fia.  B corA 

coa.  B cos.  A cos.  B 

sin.  (A  4- B) 
cos.  A cos.  B* 


Par  une  opération  semblable , on  aura  les  trois  formules 
suivantes. 

j49.  Cot.A  + cot.B  = ™^4^. 

* 6in.Asin.  B 

i5o.  Tang.  A — tang. B = ^ ~ B^. 

0 0 co».  A co».  B 
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i5i.  Cot.  B — cot. A = (.A~ 

sm.A5in.il 


a5 


i5a.  En  multipliant  l’ùne  par  l'autre  les  deux  formules  (148,  i5o), 
on  a 

tang.’A  — tang.'B  : 


sin.  (À  -f-  B)  sin.  (À  — B) 
cos.“À  cos.*& 


i53,  Le  produit  des  deux  autres  ( i4q  , i5i),  donne  aussi 

COt/B  - COt.*A  = ,^,(V  + R),in(A_=Jl)t 
Mn.'AiinB 

i54-  On  a pu  observer  que  par  les  résultats  des  calculs,  c’est 
toujours  le  cosinus  du  plus  grand  arc  ( que  nous  avons  constam- 
ment désigné  par  A ) , qui  se  trouve  devoir  être  soustrait  du  cosinus 
de  l’arc  moindre  B.  Il  en  est  de  même  des  cotangentes.  C'est  une 
suite  de  la  nature  de  ces  lignes  trigonométriques  (48). 

i55.  Si  A = 90* , des  équations  (146,  147)  ou  déduit  (73,  35)  , 

t*ng.  (45  ±îB)i  — 


cos.  B 


1 3;  sin.  B 


156.  Si  A = 6o* , qu’on  se  rappelle  que  cos.  6o°  = \ , (84) j et 
des  formules  (1^7,  i38),  on  tirera  les  deux  suivantes. 

157.  Sin. (6o“-l-B)  — sin.(6o* — B)  = sin.B. 

158.  Cos . (6o°  4-  B)  cos . (60’ — B)  = cos.  B. 

159.  Maintenant  soit  A = 45’.  Au  lieu  de  A,  écrivons  cette 
valeur  dans  les  formules  (94,95,  to5,  106),  et  nous  aurons  les 
quatre  formules  qui  suivent  : 

160.  Sin. (45»+B)  = -i  B+/a  B,  (80),  = cos. (45*- B),  (7). 

161.  Cos.(45’+B)  = sin.  (45-  — B). 

16a.  Tang.  (45*+  B)  = , (a9)- 


i63.  Tang. (45»— B); 


-tang.  B 
1 — tang.  B 
1 + tang.  B' 


164.  Les  deux  dernières  équations  peuvent  s’exprimer  en  une 
seule,  qui  sera  (ao) , 

tang.(45-±B)  = i|^||. 
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65.  Tang.  (45’  -f-  B)  — tang.  (45*  — B) 


1+tang.B  l— tang.  B 

1 — tang.  B i+ tang.  B 


4 tang. B 
t — tang."  B 


, en  réduisant  au  même  dénominateur.  Donc  ( 1 1 a)  , 
tang.  aB  — ,ans-  (45°+B)-  tang.  (45°-B) 


iG6.  En  élevant  au  quarré  la  première  équation  (160),  nous 
trouverons  a sin.*  (45°  + B)  = cos.*B  -t-  sin.'B  -f-  a sin.  B cos.  B = 
i -f-  sin. aB , (4a,  i io).  Donc  (i t5) , 

î 4-  sin.  B = a sin.*  (45°  -f-  ; B)  = a cos.’  (45°  — j B). 

167.  Faisons  B négatif,  et  cette  équation  donnera 

1 — sin.B  = asin.*(45°  — |B)=  acos.’(45°4-~B). 

Ce  sont  les  expressions  qui  s'emploient  au  lieu  de  cosinus  verse  (8). 

168.  Donc}-±~?  = tang.*(45°-H  B),  et  de  môme  = 
tang.*  (45°  — ïB). 

169.  En  traitant  sin. B comme  une  quantité  inconnue,  et  résol- 
vant séparément  ces  deux  dernières  équations , on  trouvera 

P _tang.*(45°-f  jB)  — 1 1 — taag.‘(45°— jB) 

Ung.‘(45°-fiB)  +1  t 4-ttng.*(45°—  ±B)° 

1 70.  En  multipliant  l'avant-dernière  fraction  par  cot.  (45°+  { B) , 
o na 

,:n  P t“g  (45°+ïB)— cot.(45°-KB)  Ung.(45°-HB)— tang.(45°— ;B) 

— tang.(45«+iB)+cot.(45“+iB)— un6.(45°-KB)+Ung.(45°-iB)- 


171.  En  divisant  l’équation  formée  de  la  première  et  de  la  der- 
nière de  ces  trois  quantités  égales , par  l’équation  (i65)  exprimée 

comme  il  suit,  tang.  B ^ ~ , on  aura  (54), 

eos.B  = - — : 

taüg.(45°+ 1 B)+tang.  C45°- 1 B)*~  cot.(45°-  ï B)  +cot.  (45“+ 1 ») 

17a.  Transposez  les  membres  de  la  première  équation  (161); 
puis  multipliez-la  par  la  seconde  (i6o)j  le  produit  sera  (cos.  °B 
— sin.’B)  : a = cos.  (45° -f- B) cos. (45°  — B).  Donc  (u5), 

cos.  a B =s  3cos.(45*4- B)  cos.(45°  — B). 

17a.  * Si  on  suppose  A = 5o° , la  formule  (137)  donne  (79), 
sin.  (3o*  4-  B)  — sin.  ( 3o°  — B)  = sin. B t/3. 
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I.a  formule  (t38)  donne  de  môme 

co*. (5o*-f-B)  +co8. (3o°—  B)  = cos.  Bj/5. 

173.  Enfin , si  A 4-  B 4-  C = i8o* , alors  (67)  , tang.  C = — - 

tang.  (A+B)  = » (,o5)’  Des  deux  membre* 

extrêmes  on  tire 

tang.  A -f-  tang.  B 4-  tang.  C s=  tang.  A tang.  B tang.  C. 

174.  Cette  formule  nous  donne  un  résultat  cnrieux*,  c’est  qu'il 
existe  une  infinité  de  solutions  pour  ce  problème  : trouver  trois 
quantités  telles  que  leur  somme  soit  égale  à leur  produit. 

175.  Nous  avons  rassemblé  en  deux  tables  I,  et  II , rejetées  à 
la  fin  de  cet  Ouvrage,  les  formules  que  nous  jugeons  les  plus  utiles; 
ensorte  que  les  Lecteurs  pourront  les  avoir  sous  les  yeux,  et  qu'elles 
formeront  une  espèce  de  répertoire  pour  les  Savans.  Nous  avons 
substitué  dans  la  table  I la  lettre  A à la  lettre  B pour  celles  des 
formules  qui,  dans  le  texte  môme  de  l’Ouvrage  , ne  contiennent 
que  cette  lettre  B.  Nous  avertissons  au  surplus  les  Commençans , 
que  rien  n’est  plus  facile  que  de  multiplier  à l’infini  les  formules 
trigonométriques , et  que  nous  en  avons  supprimé  un  grand  nombre 
comme  inutiles,  en  comparaison  de  celles  que  nous  avons  données 
dans  les  deux  tables,  qui  contiennent,  à ce  qu’il  nous  semble,  la 
collection  des  formules  de  ce  genre  la  plus  complète  qui  ait  en- 
core paru. 

176.  Ayant  donné  les  valeurs  de  sin.  A,  cos.  A,  etc.,  et  de 
sin.  (A  4- B),  cos.  (A  4- B),  etc.,  nous  avons  cru  inutile  de 
dresser  d’autres  tables  pour  les  valeurs  de  sin.  j A,  sin.  a A.,  cos.  4 A, 
cos.  a A , sin.  î ( A 4-  B),  etc.  Il  sera  facile  de  les  avoir  au  besoin, 
en  opérant  comme  nous  l’avons  déjà  fait  plus  d’une  fois  : il  nes’agit 
que  de  mettre,  au  lieu  de  A ou  de  B,  tel  multiple  ou  sous-mul- 
tiple  que  l'on  voudra  de  A ou  de  B. 

177.  Pour  avoir  la  valeur  d'une  cotangente,  on  renversera  les 
formules  de  la  tangente , en  substituant  le  numérateur  au  déno- 
minateur , et  vice  versé.  Par  exemple , ( I.  58e  ) , cot.  A = 

’ A~t>ns' ‘ A.  On  en  fera  de  même  des  formules  du  cosinus  pour 
avoir  la  sécante , et  de  celles  du  sinus  pour  avoir  la  cosécante. 
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Tout  cela  est  une  conséquence  évidente  des  analogies  (35, 3G,  Z-j). 
L’unité  est  toujours  le  dénominateur  sous-entendu,  s’il  n'y  en  a 
pas  un  autre  exprimé. 

178.  Il  est  à propos  d’apprendre  et  de  retenir  les  formules  (J.  1% 
3%  16%  18',  22',  3i-,  32-)  dont  on  fait  un  usage  continuel.  A l’ave- 
nir nous  épargnerons  davantage  les  renvois , pareeque  le  lecteur 
pourra  recourir  aux  tables , quand  il  voudra  vérifier  les  formule* 
que  nous  emploierons,  et  qu’il  ne  se  sera  pas  rappelées. 


CHAPITRE  V. 

Expressions  des  arcs  en  parties  du  rayon , et  des  lignes 
trigonométriques  par  les  puissances  des  arcs  ; Elémens 
du  Calcul  différentiel , etc. 

17 9.  La  ligne  droite  et  l’arc  de  cercle  semblent  hétérogène*. 
Jusqu’à  présent,  et  probablement  il  en  sera  loug-temps  de  même, 
on  a inutilement  cherché  une  mesure  rigoureuse  qui  leur  fût  com- 
mune. Si  l’on  suppose  que  la  circonférence  d’un  cercle  se  redresse 
et  s’étende  en  forme  de  ligne  droite , et  qu’on  demande  combien 
de  fois  cette  ligne  contient  le  diamètre , on  ne  peut  répondre  à 
cette  question  que  par  approximation.  Mais  comme  cette  approxi- 
mation peut  se  pousser  à l’infini  , il  en  résulte  que  ce  qu’il  y a de 
défectueux  dans  la  solution  du  problème  rend  bien  les  opérations 
plus  compliquées  et  plus  longues,  mais  non  pas  trompeuses  ni 
erronées.  Ou  parvient  à cette  solution  approchée,  par  des  moyens 
ingénieux , tirés  des  rapports  des  lignes  trigonométriques,  au  calcul 
desquelles  cette  recherche  est  réciproquement  très-utile.  Ln  y pro- 
cédant, nous  nous  servirons  à dessein  du  calcul  différentiel  et 
iutégral,  pour  donner  à ceux  de  nos  lecteurs  qui  ne  connaissent 
pas  ce  calcul  , une  idée  de  la  plus  belle  invention  qui  ait  été  faite 
en  Mathématiques.  Les  premiers  élémens  de  ce  calcul  ne  contiennent 
aucune  difficulté  , et  sont  d’un  merveilleux  secours  dans  bien  des 
cas , comme  nons  le  verrons  dans  le  cours  de  cet  ouvrage. 

>80.  Les  grandeurs  constantes  sont  celles  qui  restent  toujours 
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les  mêmes,  tandis  que  les  variables  changent.  Dans  le  cercle  , par 
exemple,  tandis  que  les  lignes  trigonométriques  changent  de  gran- 
deur à mesure  que  l’arc  varie , le  rajon  demeure  constant.  Nous 
indiquerons,  selon  l’usage , les  grandeurs  variables  par  les  dernières 
lettres  de  l’alphabet,  z,  y , x,  etc.  ; et  les  constantes  ou  inva- 
riables par  les  premières  a , b , c,  etc. 

iSi.  Cela  posé,  si  dans  cette  équation,  x = ay , on  suppose 
que  x augmente  d'une  quantité  £x  (j’entends  par  ^x , (14), 
la  variation , la  différence,  ou  la  différentielle  de  la  grandeur  x), 
il  faudra  aussi  que_y  augmente  d’une  quantité  telle  qu’il  est 
nécessaire  qu’elle  soit  pour  que  l’équation  subsiste.  On  aura  donc 
x+  £x  = a (y &y)  = ay- f-  a$y.  En  supprimant  les  quan- 
tités égales  x et  ay , il  reste  $ a:  = a ^y. 

182.  Soit  x = 6,  a = a , y=5 , et  soit  $*  = 4.  On  aura  $y 

= = 2.  En  effet , quand  a:  = 6-+.4=io,il  faut  que 

y=  5 + 2 = 5,  puisque  la  constante  a = 2 no  doit  pas  changer. 

183.  L’opération  que  nous  venons  de  faire  (181)  s’appelle  dif- 
fér entier,  prendre  les  différences  ou  les  différentielles.  En  effet 
l’équation  primitive  x=ay  est  disparue,  et  la  nouvelle  ^,x=a^y 
contient  seulement  les  variations  des  termes  de  la  première. 

184.  Si  l’on  avait  plus  de  deux  variables,  comme  dans  l'équation 
bx  mz  =a  u — any  •+-  c , en  faisant  varier  les  variables , et 
procédant  absolument  comme  on  a fait  (181)  , on  aura  b(x- t-$x) 
•+-  771  (z  + $z)  = K-f-$«  — an  (y-h  $ y ) + c.  En  effectuant 
les  multiplications , et  supprimant  l'équation  primitive , il  restera 
b&  x -f-  m $ z = $ u — an$y. 

185.  Qu’on  observe  que  la  constante  isolée  c disparaît  entiè- 
rement , pareeque  la  différentielle  ou  variation  d'une  quantité 
constante  est  évidemment  zéro. 

186.  On  abrège  ces  opérations  par  la  règle  suivante,  déduite 
de  leurs  résultats.  Pour  dfférentier  une  équation , il  faut,  au 
lieu  de  chaque  variable , (ou  du  produit  (ig5)  de  plusieurs  va- 
riables), écrire  sa  différentielle  multipliée  par  tous  les  facteurs 
constans  de  cette  variable,  et  supprimer  les  constantes  isolées. 

187.  Par  exemple,  dans  l’équation  (184),  bx-\-mzz=u — any-f-c, 

écrivez  x.b,  au  lieu  de  bx\  ^ixraau  lieu  de  mxj  1 au 
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lieu  de  k;  — & y x'an  aa  lieu  de  — any,  et  supprimer  c : vous 
aurez  immédiatement,  et  sans  passer  par  les  opérations  intermé- 
diaires , l’équation  différentielle  cherchée  b^x-j-m^,z= 

— an%y. 

t88.  h' objet  de  la  différentiation  est  de  découvrir  les  rapports 
entre  les  changemens  des  grandeurs  variables.  Par  exemple  , 

l’équation  fjx  — afjy  donne  jy  = a. 

j8g.  Mais  la  primitive  x—ay  donne  de  même  y = a ; donc 

lorsque  le  rapport  (18)  entre  deux  variables  est  constant , leurs 
variations , quelque  grandes  qu’elles  soient,  conservent  ce  même 
rapport. 

190.  Soit  à présent  xy  — b.  Dans  ce  cas,  puisque  le  produit 
des  deux  variables  doit  toujours  être  égal  à la  constante  b,  quelle 
que  soit  la  grandeur  de  leurs  variations,  il  est  clair  que  si  l’une 
croît , l’autre  doit  diminuer.  Cependant  on  donne  toujours  aux 
différentielles  les  signes  de  leurs  variables;  ce  sont  les  résultats  du 
calcul  qui  indiquent  si  les  variations  se  font  en  sens  contraire. 

191.  On  aura  donc  (x+  £x)  (y- f-  £y)  = b-,  ou  xy-f-y^x 
■+■  $,y  (x  $x)  = Z>;  et,  en  supprimant  les  quantités  égales, 
y9ix~ f“  B y (*  + B*)  = 0.  On  voit  que  ce  résultat  démontre  que 
l’une  des  deux  variations  est  négative,  puisque  les  termes  du  pre- 
mier membre  de  l’équation  se  détruisent  réciproquement. 

192.  Supposons  maintenant  que  $,x,  $,y,  $z,  etc.,  sont  des 
quantités  infiniment  petites,  des  fractions  plus  Voisines  de  zéro 
qu’il  n’est  possible  de  l’imaginer.  La  grandeur  infinie,  soit  infiniment 
grande,  soit  infiniment  petite,  est  celle  dont  on  ne  peut  assigner 
la  valeur  en  nombres;  pareequ’auenn  nombre  n’est  assez  grand  ou 
assez  petit.  Toute  quantité  qui  se  peut  exprimer  par  des  nombres 
est  donc  une  grandeur finie , puisqu’elle  a une  valeur  finie,  laquelle 
peut  s'exprimer  par  des  chiffres  qui  ont  un  terme,  ou  dont  le  nombre 
est  déterminé  et  ne  s’étend  pas  à l’infini. 

ig3.  Cela  posé,  nous  pouvons,  dans  la  dernière  équation,  écrire 
x au  lieu  de  (.0  -j-  $x);  car  la  différence  entre  ces  deux  expressions 
étant  infiniment  petite,  l’erreur  qui  résultera  de  cette  substitution 
dans  le  produit  par  $ y , sera  infiniment  petite,  en  comparaison  de 
By>  c’cst-à-dire  que  fjy  sera  un  infiniment  grand  en  comparaison 
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de  l’erreur  commise,  qui  ne  sera  qu’une  partie  infiniment  petite 
d’un  infiniment  petit , comme  on  pourra  s'en  faire  une  idée  par  les 
exemples  numériques  que  nous  en  donnerons  tout-à-l’heure.  Nous 
ferons  voir  dans  la  suite  (aog,  2y5) , que  cette  erreur  apparente 
ne  nuit  en  aucune  manière  à l’exactitude  mathématique  du  calcul. 

La  dernière  équation  devient  donc  yÿ,  x 4-  x^y  = o.  La 
quantité  négligée  est  $ •*  > c’est  ce  qu’on  appelle  un  infiniment 

petit  du  second-  ordre , tel  que  seraient  les  quarrés  ($x)',  (5/)** 
(à*)’,  etc. 

194.  Pour  faire  concevoir  que  l’infiniment  petit  du  second  ordre 
peut  se  négliger  sans  erreur , quand  on  cherche  le  rapport  entre  des 
infiniment  petits  du  premier  ordre,  tels  que  $x,  $,y , etc.j  soit 

= et  #_r  = TôT5ô«;  on  aura  # x&y  = r»ToV.‘«o 

On  voit  quelle  est  l'extrême  petitesse  de  la  dernière  fraction  , en 
comparaison  de  l’une  ou  de  l'antre  des  précédentes.  Qu’on  imagine 
donc,  s'il  est  possible,  quelle  serait  cette  disproportion , Si  dans  Ica 
valeurs  que  nous  venons  de  donner  à $ x et  à le  nombce  des 
zéros  était  infini  pour  chacun  des  dénominateurs  ; ce  qui  est  né- 
cessaire pour  que  et  aient  une  valeur  infiniment  petite, 
comme  on  l’a  supposé.  On  reconnaîtra  de  même  qu’un  infiniment 
petit  du  second  ordre  est  infiniment  grand  relativement  à un  infi- 
niment petit  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

195.  En  reprenant  l’équation  = o,  j'observe  que 

le  premier  membre  contient  la  variation  de  xy,  (191)  , et  le  second 
celle  de  b , (i85).  Donc  pour  différentier  le  produit  de  plusieurs 
variables , on  doit  prendre  la  différentielle  de  chacune  d'elles 
séparément , en  considérant  les  autres  variables  comme  des  fac- 
teurs co  ns  tans  (186),  et  écrire , au  lieu  du  produit,  la  somme 
de  ces  différentielles. 

196.  En  effet,  pour  différentier  xy , si  on  prend  la  diflérentielle 
de  x,  en  regardant  je  comme  constante,  on  a y&x , (186);  et  si 
on  prend  la  différentielle  de  y , en  regardant  x comme  constante, 
on  a x^y.  La  somme  de  ces  deux  différentielles , y$iX-\-x$>y, 
est  précisément  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée. 

197.  Si  on  avait  xyz  = c-{-mu,  les  différentielles  du  premier 
membre  seraient  xy^z  ■+•  xz^y  + yz^x , et  celle  du  second 
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membre,  m§,u;  ce  qui  se  trouvera  également,  si  l’on  fait  l’opé- 
ration en  détail,  par  les  méthodes  que  l’on  a vues,  en  écrivant 
(x-+-  $x)  (y+-$; K)(*+ciU)=c  + m(u-f-  ^u).  Car  cette 
équation  est  la  même  que  celle-ci  : xyz  + xy^z  +y§,x  >Z 
(z-f.^s)+  #/(*-)-  = e + + Ea 

retranchant  l’équation  primitive  xyz  = c •+■  mu , et  mettant  x 
au  lieu  dex+^z,  et  z au  lieu  d e z 4-  $z,  comme  nous  avons 
fait  (193;,  il  restera  xy#z  +yz$,x xzfry  = m^u. 

198.  La  règle  donnée  (195)  sert  aussi  à différentier  les  puissances 
des  variables.  Si  l’on  veut,  par  exemple , différentier  x'  ; en  consi- 
dérant cette  quantité  sous  cette  forme , xx,  et  traitant  ce  produit 
comme  s’il  était  composé  de  deux  variables  différentes,  les  diffé- 
rentielles seront  x$x  + x$x,  ou  ixfyx. 

199.  On  trouvera  de  même  que  les  différentielles  de  x3  se  ré- 
duisent  à 3x*  $x  , et  qu’en  général  la  différentielle  de  x“  est 
mx"~l^x,  ou  que  ^(x")  — mx'*-'ÿ,x. 

aoo.  D’après  cela,  il  est  facile  de  différentier  les  expressions 
affectées  du  signe  radical , en  les  écrivant  comme  des  quantités 
élevées  aux  puissances  fractionnaires  correspondantes.  Étant  donné, 

par  eremple,  v/(a-f-àx),  qu’on  écrive  (a-f-ix)*;  et  comparant 
cette  expression  à l’expression  générale  x“,  on  aura  m = \,  et 

a- \-bx  au  lieu  de  x;  donc  mi” ~ 1 deviendra  £ (<*  -h bx)%  = j 

(a-f-ix)  *.  Il  reste  à multiplier  cette  expression  par  $x,  (198), 
c’est-à-dire,  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  par  $ (n-f-  Ax)  = £ $ x,  ( 1 86)  ; 

donc  $ /(<*  + bx)  = i x (a  + bxf  ' — 

ao  1.  La  même  expression  générale  (199)  donne  le  moyen  de 
différentier  les  variables  qui  se  présentent  sous  la  forme  de  frac- 
tion. Si  on  avait  y = a , il  serait  plus  court  et  plus  simple  de 

ne  différentier  l’équation  qu’après  l’avoir  convertie  en  celle-ci , 
xx=ay,  (181).  Mais  dans  les  équations  composées  de  plusieurs 
termes,  cette  opération  n’est  pas  toujours  commode  à pratiquer. 

En  pareil  cas,  au  lieu  de  y,  on  écrit  l’équivalent,  xy~‘.  Les 
différentielles  de  ce  produit  sont  ( tg5),  x $(/“■)  +y~'&i*  s=* 
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(_>—') 4- -Afî..  Or,  si  l’on  compare  l’expression  avec 

l’expression  générale  $ (x“),  onam  = — i , m — i = — a , jr  au 
lieu  de  x,  et  ÿ,y  au  lieu  de  %x.  Donc  $(/=’)  = — x X.y~'^y 

— — donc  x$(y— )=  — donc  enfin  ^ | = Ai.— 
x&y y&x — 

y y 

aoa.  D’où  il  suit  que  pour  différentier  une  fraction  composée 
de  variables , il  faut  multiplier  le  dénominateur  par  les  diffé- 
rentielles du  numérateur , soustraire  de  ce  produit  les  différen- 
tielles du  dénominateur  multipliées  par  le  numérateur , et  diviser 
le  reste  par  le  quarré  du  dénominateur. 

aoî.  Démontrons  l'exactitude  de  cette  opération , en  la  com- 
parant avec  celle  que  l’on  a vue  {181).  Dans  cette  dernière , l'équa- 
tion x = ay  a donné,  pour  les  différentielles,  j^x  = a^y  -,  mais 
tout  - à - l’heure , la  même  équation  exprimée  sous  cette  forme, 

y=ea,  nous  a donné x ^ 1 o,  (o  étant(i85)  la  différen- 
tielle de  fl);  il  faut  prouver  que  les  deux  équations  différentielles 
sont  les  mêmes  sous  des  formes  différentes.  Or , si  l’on  multiplie  la 
dernière  par^*,  on  aura y^x  — x$,y  = o x y*  = o ; et  par  consé- 
quent yfyx  = xfyy,  et  £x  = j x Ry,  mais  par  l’équation  pri- 
mitive, j=  a ; donc  ~ x §>y  = a&y,  donc  la  seconde  équation 
différentielle  se  réduit  à la  première  $.r=  a$y. 

204.  La  règle  que  nous  venons  de  donner  (aoa)  mène  donc  à 
un  résultat  rigoureux  dans  le  cas  cité  , quelle  que  soit  d'ailleurs 
la  grandeur  des  variations.  Mais  on  doit  observer  qu’il  n’en  sera 
pas  de  même  pour  les  variations  finies,  toutes  les  fois  que  l’équation 
k différentier  contiendra  explicitement  ou  implicitement  quelque 
produit  de  plusieurs  variables  prises  avec  des  exposans  positifs. 


Par  exemple  J — X contient  implicitement  le  produit  j.r  , et  dès- 

lors,  sous  quelque  forme  que  l’on  mette  l’équation  pour  la  diffé- 
rentier, la  quantité  sera  toujours  négligée,  (193).  Et  j’ob- 

serve, en  passant,  que  c'est  en  cela  que  consiste  l'imperfection  de 
la  règle  arithmétique  de  double  fausse  position. 


S 
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ao5.  Tel*  *ODt  les  élémeus  du  calcul  différentiel;  nous  les  avons 
exposés  avec  plus  d’étendue  qu'on  n’a  coutume  de  le  faire,  pour 
en  faciliter  l’intelligence  aux  Conunencans.  Avec  ces  règles  on 
peut  différentier  toute  expression  algébrique.  Mais  {'intégration  ne 
s’étend  pas  de  même  à toutes  sortes  d’expressions.  Quoique  pour 
intégrer , les  règles  se  réduisent , pour  ainsi  dire , à une  seule  , 
l’exécution  en  est  ordinairement  difficile  et  souvent  impossible. 

206.  l 'intégration  est  l’opération  inverse  de  la  différentiation. 
Des  quantités  variables  étant  données,  on  trouve,  en  différentiant, 
les  rapports  entre  leurs  cbangemens;  au  contraire,  en  intégrant, 
on  a pour  but  de  remonter  de  ces  changemeus  à la  connaissance 
des  grandeurs  variables  auxquelles  ils  appartiennent.  Si  donc  la 
différentielle  de  x est  $,x , l’intégrale  de  $x  est  x\  et  si  la  diffé- 
rentielle de  x " est  mx"~‘ $,x , (199),  l’intégrale  de  mxrz-'^x 
est  xm. 

207.  D’où  se  tift  la  règle  suivante  pour  intégrer  cette  espèce  de 
différentielles.  Augmentez  d'une  unité  l'exposant  de  la  variable, 
et  divisez  par  le  produit  de  l'exposant  ainsi  augmenté  et  de  la 
différentielle.  Dans  l’expression  mx"  ~'^,x,  l’exposant  m — 1, 
accrn  d’une  unité,  devient  m.  On  a doncn«”^x;  et  en  divisant 
par  mfyx,  conformément  à la  seconde  partie  de  la  règle,  l’inté- 
gration est  complète , et  donne  xm. 

aoS.  De  plus , si  la  différentielle  est  multipliée  ou  divisée  par 
quelques  constantes  , on  conservera , en  intégrant,  les  constantes 
dans  leur  place.  Car  il  est  clair  que  si  la  différentielle  de  ay  est 
a^y , (i83),  l’intégrale  de  a$y  doit  être  ay. 

309.  En  différentiant  un  produit  quelconque  de  variables , par 
exemple,  xy,  nous  avons  négligé , (igî),  l’infiniment  petit  du  second 
ordre  Or  si,  en  intégrant  les  différentielles  infinitésimales 

du  premier  ordre,  nous  les  considérons  comme  complètes , c’est- 
à-dire  , si  nous  regardons  comme  nulles  à leur  égard  celles  du 
second  ordre  qui  ont  été  négligée* , l’erreur  commise  dans  la  dif- 
férentiation sera  compensée  dans  l’intégration.  Donc  si  nous  assi- 
gnons xy  pour  l’intégrale  ie. y$,x-\-x^y,  quoique  cette  expression 
différentielle  ne  soit  pas  complète,  et  qu’il  y manque  le  terme 
3ix3>y  > il  esl  évident  que  l’intégration  sera  très-exacte. 
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aïo.  Ce  que  nous  avons  dit  du  calcul  intégral  suffit  pour  l’intel- 
ligence de  ce  Traité.  Nous  ajouterons  seulement , pour  donner  au 
Lecteurquelque  idée  de  la  nature  de  ce  calcul,  qu’il  serait  en  général 
facile  d’intégrer,  si  les  opérations  ne  présentaient  presque  toujours 
des  différentielles  incomplètes  ou  enveloppées  dans  des  expressions 
embarrassantes.  Il  est  impossible,  par  exemple,  d’intégrer 
pareequ’il  n’existe  aucune  quantité  algébrique  dont  la  différen- 
tiation puisse  donner  pour  seul  résultat y$x.  En  un  mot,  quelle 
que  soit  l’expression  différentielle  qu’on  veut  intégrer , il  faut  en 
trouver  une  qui  ne  soit  point  affectée  de  différentielles,  et  qui 
soit  telle  qu’en  la  différentiant  elle  produise  exactement  la  diffé- 
rentielle proposée  ; ce  sera  l’intégrale  cherchée.  Telle  est  la  prin- 
cipale règle , et  c’est  en  cela  que  consiste  tout  l’art  du  calcul  inté- 
gral ; mais  hoc  opus , hic  labor  est. 

ai  i.  Les  expressions  employées  jusqu’ici  étant  de  la  plus  grande 
généralité,  il  s'ensuit  que  toutes  les  règles  du  calcul  différentiel 
et  intégral  doivent  pouvoir  s'appliquer  aux  lignes  trigonométriques. 

Voyons  d’abord  comment  la  valeur  de  leurs  différentielles , dé 
quelque  grandeur  qu’elles  soient,  so  déduit  très -rigoureusement 
de  quelques  formules  de  la  Table  II , qui,  je  crois,  n'ont  pas 
encore  été  employées  de  cette  manière , et  qui,  par  ces  transfor- 
mations , deviennent  de  la  plus  grande  utilité. 

aia.  Puisque  l’équation  (II.  a3e),sin.  A — sin.  B=asin.  i(A  — B) 
X cos.  f ( A •+■  B)  , suppose  A > B , on  pourra  désigner  par  , 
à la  manière  du  calcul  différentiel , l’accroissement  qu'il  serait 
nécessaire  de  donner  à l'angle  B pour  qu’il  devînt  égal  à l'angle  A; 
et  de  même  par  $ sin.  B , la  diffiVébcc  à ajouter  à sin.  B , ponr 
qu’il  filt  égal  à sin.  A.  On  aura  donc  A = B + $B,  et  sin. A sa 
sin.  B-}-  $sin. B.  En  substituant  ces  valeurs,  l'équation  devient 

3»ia.  B = asin.;âBcos.(B-K5B). 

En  opérant  d’une  manière  analogue  sur  les  équations  (II.  34.*, 
a5',  36e)  , et  se  rappelant  que  lorsqu’un  arc  B augmente , son  co- 
sinus et  sa  cotangente  diminuent  (48) , on  aura  les  trois  équations 
Suivantes  : 


56 


CHAP.  V.  DIFFÉRENTIELLES 


3i3.  — $ cos.B  = a sin.i  $Bsin. (B-f-J  $B). 

n . ti un,  $ B 

2,4*  $ tang- B — coa.BCOs.(8+ &B)' 


it  n > -rr  sin.  A B 

a i5.  — $ cot.  B=-: — : — TînrTirv 
sin.  B ain.  (B  4- 


a 16.  Observons  que  les  quatre  équations  que  nous  venons  de 
donner  sont  de  la  plus  rigoureuse  vérité,  quelle  que  soit  la  grandeur 
de  $ B,  puisque  nous  n’avons  négligé  aucune  quantité  en  les  com- 
posant, et  qu’elles  ne  sont  autre  chose  que  les  quatre  formules  (II. 
a3'  à 26e),  présentées  sous  une  autre  forme.  On  pourra  comparer 
ces  équations  avec  celles  qui  ont  été  données  par  Euler  ( Calculi 
differ.  Pars  prior , ai  ),  et  dans  lesquelles  il  exprime  les  différences 
finies  des  sinus  et  des  cosinus,  par  des  séries  infinies  des  puissances 
de  la  variation  de  l’arc. 

317.  Observons  encore  que , pour  une  variation  déterminée 
de  l’arc,  les  variations  du  sinus  et  de  la  cotangente  sont  d’autant 
plus  grandes,  et  celles  du  cosinus  et  de  la  tangente  d’autant  plus 
petites  que  l’arc  est  plus  petit.  Car  dans  la  formule  (ai a)  le  facteur 
cos.  (B-f-7  $ B)  est  beaucoup  plus  grand;  dans  la  formule(ai5),  le 
diviseur  est  beaucoup  plus  petit  y et  dans  les  deux  autres  (ai3,  214), 
c’est  le  contraire. 

218.  Quant  aux  différentielles  des  sécantes  et  des  cosécantes  k 
on  les  trouvera  (i385,  1407);  jusques-là  elles  nous  sont  inutiles. 

319.  En  reprenant  l’équation  (aia),  si  on  développe  (99) 
l'expression  cos.  (B -f- ^ $B)  , on  aura  $ sin. B = asin.  7 ÿ B 
(cos.  B cos.  7 $B — sin.  B sin.  7 $ B)  = 2 sin.  ~ $ B cos.  B cos.  7 $ B 
— 2 sin.*  I $ B sin.  B = sin.  $ B cos.  B — a sin.*  J $ B sin.  B 
= sin.  cos.  B — sin.  B(  1 — cos.  $B)  , (I.  6*,  aae). 

aao.  Supposons  à présent  que  $ B soit  un  arc  infiniment  petit, 
c’est-à-dire  l’arc  le  plus  voisin  de  zéro  qu’il  soit  possible  (19a)  ; il 
est  facile  alors  de  comprendre,  en  imaginant,  si  l’on  veut,  un  arc 
infiniment  petit  dans  la  figure  1,  que  le  sinus  de  cet  arc  infiniment 
petit  sera  aussi  près  qu’il  est  possible,  de  se  confondre  avec  l’arc 
même  ; et  que  le  cosinus  de  cet  arc  sera  de  même  infiniment  près 
de  se  confondre  avec  le  rayon.  Employons  donc  ^B  au  lieu  de 
sin.  et  R ou  1 au  lieu  de  cos.  $ B ; ( nous  verrons  bientôt 
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(377,  389)  que  les  quantités  négligées  par  cette  supposition,  ne  sont 
que  des  infiniment  petits  du  second  ordre  ou  du  troisième,  etc.)1,  l'é- 
quation $ sin.  B = sin. ^ Beos.  B — sin.B(i  — cos.  $B)  deviendra 
$ sin.  B = $ B cos.  B. 

331.  Avec  les  mêmes  substitutions,  l'équation  (ai 5)  se  réduit 
à celle-ci  : 

— - $ cos.B==  $B  sin. B. 

333.  Enfin,  si  l’on  écrit  B au  lieu  de  (B-f-$B),  («gî),  dans 
les  formules  (ai4,  ai5),  on  aura  les  deux  suivantes: 

• 333.  ,ÿtang.B  = ^, 

334.  cot.B==^, 

335.  On  a par  ces  quatre  équations  les  différentielles  infinité- 
simales des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotangentes,  telles  que 
les  auteurs  les  ont  données  jusqu'à  présent. 

336.  Pour  démontrer  immédiatement  que  dans  les  deux  dernières 
formules  nous  n'avons  négligé  que  les  infiniment  petits  (194)  du 
second  ordre , du  troisième  ordre , etc. , développons  les  formules 

primitives  de  la  manière  suivante  : $ fang.  B—  + = 

»in.  ç?  R C . , 

cos.  B (cos.  B cos.  ^ R — «in.  B »in.  ï),  B)  co».*B  — ^Bsin.Bco».  B’  Cn  ai®an  » 
comme  tout-à-l'heure , sin.  $B=  $B,  et  cos.$B  = i.  Actuelle- 
ment , qu’on  exécute,  selon  les  règles  de  l'Algèbre  , la  division  in- 
diquée par  la  dernière  fraction;  on  trouvera  qu’à  l'exception  du 

premier  terme  ^ ^ , tous  les  termes  du  quotient  renferment  les 

puissances  ($ B)*,  ou  (^B)’,  etc.  Il  en  est  de  même  de  la  formule 
de  la  cotangente. 

337.  Les  différentielles  infinitésimales  trouvées  jusqu'à  présent 
pour  les  lignes  trigonométriques  concourent  à prouver  une  règle 
qui  est  de  la  plus  grande  utilité  en  Mathématiques.  Lorsque  B = 0, 
cos.  B est  le  plus  grand  qu’il  soit  possible  (61);  alors  sin.B  = o, 
(73) , et  la  formule  ( 331  ) donne  — $ cos. B 3=  ^B  x o = o. 
De  même,  sin.  Best  le  plus  grand  qu’il  puisse  être,  quand  B = 90°; 
et  alors  cos.B  = o,  (73),  et  la  formule  (330)  donne  $ sin.  B 
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= ^|Bxo=o.  D'où  il  suit  qu’une  variation  infiniment  petite  de 
l’arc  ne  produit  aucun  changement  dans  le  sinus  ou  dans  le  cosinus, 
lorsque  ce  sinus  ou  ce  cosinus  sont  à leur  maximum. 

aa8.  Ces  résultats  sont  conformes  à la  règle  suivante  : Quand  la 
valeur  finie  d’une  quantité  est  la  plus  grande  qu’il  soit  possible, 
la  différentielle  infinitésimale  de  cette  quantité  est  zéro. 

33g.  Soit  proposé,  par  exemple,  de  partager  une  quantité  donnée 
a en  deux  parties,  telles  que  leur  produit  soit  le  plus  grand  qu’il  est 
possible.  Appelant  x l’une  des  deux  parties  , l’autre  sera  a — x,  et 
le  produit  ax  — xx.  Dans  le  cas  du  maximum  , c’est-à-dire  de  la 
plus  grande  valeur  de  ce  produit,  on  a,  par  la  règle  précédente, 
$i(ax  — xx')  = o,  ou  a$,x  = 3x^x , (19 8),  et  par  conséquent 
x = ja.  Les  deux  parties  doivent  donc  être  égales,  pour  que  leur 
rectangle  soit  le  plus  grand  possible.  On  voit  combien  la  règle 
donnée  conduit  promptement  au  résultat  cherché. 

a3o.  Cette  règle  fait  connaître  aussi  le  minimum  des  grandeurs , 
quand  il  résulte  du  problème  au  lieu  de  leur  maximum.  Il  faut 
puiser  dans  les  Traités  d’Analyse , des  moyens  plus  subtils  pour 
déterminer  généralement  si  la  différentielle  d’une  expression  doit 
contenir  un  maximum , ou  bien  un  minimum , quand  elle  est  égale 
à zéro.  Nous  ferons  ensorte  de  n’avoir  pas  besoin  de  ces  moyens 
dans  notre  Trigonométrie.  Le  Lecteur  comprend  au  surplus  que 
■ lorsqu’on  substitue  dans  l’expression  d’un  problème  la  valeur  donnée 
par  la  règle,  il  est  rare  qu'on  ignore  si  cette  valeur  est  un  maximum, 
ou  si  elle  est  un  minimum. 

a3i.  Passons  aux  différentielles  des  puissances  secondes. 


• Sin.*  A — sin.*B  = cos."B  — cos*.A=sin.(A — B)  sin.  (A-f-B), 


(II.  37e).  Donc , d'après  les  remarques  et  par  les  substitutions 
indiquées  (ai a),  on  aura 

$ ( sin.’B)  = — $ (cos.’B)  = sin.  $Bsin.  (aB  + $B). 

En  procédant  de  même,  les  équations  (II.  açy,  3or)  fournissent 
les  deux  suivantes  : 


a3a. 

a33. 


$ (tang.’B)  = 
— $ (cot.*B)  = 


sin.#, B sin.  (aB4-  #, B) 
vos. ‘B  cos.*  ( B + # B )’ 
sin.  #,Bsin.  (aB-f-  #B) 
sin.*Bfin.'(B+  #U)  * 
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a54-  Ces  Formules  sont  aussi  rigoureuses  que  les  formules  (a  13 
à ai5  ) des  premières  puissances,  pour  quelque  différence  finie 
que  ce  soit.  Réduisons -les  à celles  qu’on  donne  ordinairement 
pour  les  différences  infiniment  petites. 

a35.  # ( sin.’B  ) = sin.  $ B sin.a  (B+j  $ B ) = a sin. 
$B  sin.  (B-f-î^lB)  cos.  (B-f-i$B),  (1.  fr).  En  faisant  #B 
infiniment  petit,  et  le  substituant  àsin.  $B,  et  substituant  de  même 
B à (B-f- 1 $B),  (193),  l’équation  devient 

$ (sin.’B)  = *$B sin.  Beos.  B = $Bsin.  aB,  (II,  s'). 

a36.  C'est  aussi  ce  qu’on  aurait  trouvé  en  faisant  sin.’B  = x”, 
et  différentiant  par  la  formule  générale  (199).  En  effet 

m — 2,  x = sin.  B , $x  = $ sin.  B = $B  cos.  B,  (aao).  Donc 
mxr-'gx  — a ( sin.  B)*~*$B  cos.  B = a sin.  B^B  cos.  B.  En 
faisant  donc  usage,  pour  abréger,  de  la  formule  générale  , on  a 
(aa3,  aa4)  les  deux  formules  suivantes  : 

a57.  $(tang.'B)  = a tang.B$  taug.  B=atang.Bx  “g-. 

a38.  — ^ ( cot.’B  ) = a cot.  B X ^ 


339.  Nous  avons  réuni  dans  la  table  II  toutes  les  différentielles 
trigonométriques  trouvées  ci-dessus;  ensorte  qu’on  les  aura  à vo- 
lonté sous  les  jeux.  C’est  donc,  à cette  table  qu’on  aura  recours  , 
quand  on  voudra  vérifier  quelqu’une  de  ces  différentielles  , que 
nous  emploierons  dans  la  suite  sans  indiquer  d'où  nous  les  aurons 
prises. 


340.  $B: 


5i»in.  B 


t>  aio.  B 


=$  sin. B ( 1 — sin.’B)  ‘.En 


cos.  B 1/(1— ■un.*B) 

élevant  le  binôme  1 — sin.’B  à la  puissance  — J par  Je  moyen  de 
la  formule  du  binôme  de  Newton  , on  aura  ^ B = $ sin.  B x 


(“K  »in.’B  + sin.<B  + ^ sin/B  + ^ sin.'B •+-  etc.). 


Cette  série  irait  jusqu’à  l’infini  ; et  comme  la  loi  en  est  manifeste, 
il  est  aisé  de  la  continuer  plus  loin,  si  l’on  veut.  Cherchons  main- 
tenant l’intégration  de  cette  équation. 

a4i.L’intégralede  $B  est  B,|(ao6), et,  par  la  même  raison,  sin.B 
est  l’intégrale  de  ^sin.B  X 1.  Pour  trouver  l’intégrale  de  { sin.’B 
$ sin. B , qu’on  augmente  (307)  d’une  unité  l’exposant,  et  on  aura 
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i sin.’B^sin.  B;  puis  divisant  par  ô^sin.B,  le  quotient,  ou  l'inté- 
grale cherchée,  sera  s'an  gB.  En  intégrant  ainsi  chaque  terme  de  la 

série  , et  mettant  A au  lieu  de  B , l’équation  intégrée , que  nous 
nommerons  (S) , sera 


(S)..  .A  = sin.  A 


, tin.’A  , 3«in.sA  , 3.5sin.’A 

* 1.4. 6. 7 


3. 5. 75111. *A 
a-4.6. 8.9 


+-etc. 


34a.  Nous  voilà  parvenus , par  des  moyens  un  peu  longs , mais 
d’une  utilité  fréquente , au  but  que  nous  nous  étions  proposé.  La 
série  infinie  que  nous  avons  trouvée  , nous  donnera  , par  le  moyen 
du  sinus , la  valeur,  en  parties  du  rayon , d'un  sure  quelconque  A , 
qui  n’excède  pas  90*. 

343.  En  effet,  soit  A = So*  ; nous  savons  (79)  que  sin.  3o’  = 
iR  = J.  En  substituant  ces  valeurs , l'équation  devient 


ARC  de  Zo°  = i + 


i,3  . 3.5  3.5.7 

,3.aJ  ' a.4-5  *^  ~'"a.4.6.7.a'-'"s.4.6.8.g.a3 


■+■  etc. 


En  faisant  les  divisions  indiquées  pour  chaque  terme , et  nous 
bornant  à huit  décimales  pour  en  avoir  six  exactes  dans  la  somme, 
nous  aurons 

1 = o,5 

y,  = o,o2o83333 
rnnr  = 0,00334375 
TTôVr  = 0,00034877 
T7SÏ+7T  = o,oooo5g34 
= 0,00001092 
VtifiiStTÏ  = 0,00000313 

etc. 


Total 0,523598 

Ainsi  l’arc  de  3o°  : R ::  0,523598 : 1. 

344»  Nous  omettons  les  deux  derniers  chiffres  de  la  somme,  paree- 
qu’ils  ne  sont  pas  exacts.  On  pourrait  avoir  cette  valeur  totale  aussi 
exactement  et  avec  autant  de  décimales  qu’on  le  voudrait,  en  conti- 
nuant les  divisions  interrompues,  et  prenant  de  nouveaux  termes 
de  la  série,  dont  la  progression  est  claire.  Ce  travail  a été  fait*  et 
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en  multipliant  par  6 la  valeur  de  l’arc  de  3o%  celle  de  la  demi-cir- 
conférence a été  calculée  jusqu'à  137  décimales;  c’est-à-dire  qu’on 
a trouvé  l’arc  de  i8o*  = R x 3,  i4i5g2  65358g  793338  462645 
383a79  5oa884  197169  399375  io58ao  974944  5ga3o7  816406 
a 86308  998638  o348a5  343117  067983  148086  5i3a8a  306647 
093844  6+.  Donc  la  demi-circonférence  du  cercle,  étendue  en 
ligne  droite,  égale  trois  fois  le  rajon , plus  une  partie  de  ce  rajon 
exprimée  par  la  fraction  que  nous  venons  de  donner.  Le  dernier 
chiffre  de  ces  décimales  n’est  pas  le  terme  précis  de  celle  valeur, 
puisqu’on  en  trouverait  de  nouveaux,  et  à l’infini , en  continuant 
l’opération  ; c’est  une  suite  de  la  nature  de  l’équation  (S) , dont 
le  second  membre  est  indéfini.  Ce  qui  prouve  ce  que  nous  avons 
déjà  dit  (179),  qu’on  ne  peut  avoir  jusqu’à  présent  que  par  une 
approximation  portée,  à la  vérité,  aussi  loin  qu’on  le  veut,  le  rap- 
port entre  le  diamètre  et  la  circonférence. 

245.  Pour  avoir  une  preuve  de  l’infaillibilité  de  la  série  (S) , 
et  par  conséquent  du  calcul  différentiel  et  intégral  qui  y a conduit 
faites  dans  cette  série  sin.  A = 1 , et  faisant  le  calcul  d’un  nombre 
de  termes  à volonté , vous  devez  avoir  pour  résultat  de  la  som- 
mation de  ces  termes,  la  valeur  de  l’arc  de  90%  (73)  , c'est-à-dire 
exactement  le  triple  de  la  valeur  ci-dessus  (345)  de  l'arc  de  3o\ 

346.  La  valeur  d’un  arc  étant  trouvée , if  est  facile  d’avoir  celle 
de  tous  les  autres  par  le  seul  secours  des  premières  opérations  de 
l’Arithmétique.  En  partant  du  nombre  donné  ci-dessus  (344)  pour 
la  valeur  de  l’arc  de  i8o*,  on  en  prendra  la  moitié  pour  l’arc  de  90% 
le  tiers  pour  celui  de  60*,  et  ainsi  de  suite.  C’est  ainsi  qu’on  a com- 
posé la  table  très-utile  (AA)  qu'on  trouvera  à la  fin  de  ce  Traité 
par  laquelle  on  prend  aisément  en  parties  du  rayon  la  valeur  d’un 
arc  quelconque  donné  en  degrés,  minutes,  secondes,  dixièmes, 
centièmes,  etc. 

34?-  Qu’on  veuille,  par  exemple,  avec  sept  décimales,  l’arc  de 
6*  aa'  17', 3;  on  prendra  successivement  dans  la  table  les  quan- 
tités suivantes,  avec  une  ou  deux  décimales  de  plus , pour  avoir 
la  somme  exacte  : 


4*  * 
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L’arc  de  6°  = 0,104719755 

ao'  ....5817764 

a'  581776 

10'  48481 

7*  33937 

5 1454 

Valeur  de  l’arc  de  6*  as'  17", 3....  o,  mao3a 

348.  .T’ai  dit  (a4a)  que  la  série  (S)  donne  la  valeur  d’uu  arc 

quelconque  , pourvu  qu’il  n'excède  pas  90*.  La  raison  de  cette 
limite  est  évidente,  puisqu’il  n’y  a point  de  sinus  qui  diffère  en 
grandeur  des  sinqs  contenus  dans  le  premier  quart  du  cercle  (6a), 
et  que  par  conséquent  on  ne  peut  introduire  dans  la  série  la  valeur 
du  sinus  d’un  arc  excédant  90* , que  cette  valeur  ne  soit  en  même 
temps  celle  du  sinus  d’un  arc  moiudre  que  de  90*.  Or  il  est  clair 
que  d’une  seule  valeur  des  sinus  égaux  d’arcs  inégaux  , on  ne  peut 
tirer,  au  moyen  de  la  série,  qu’une  seule  valeur  de  A , et  c’est 
celle  des  arcs  du  premier  quart  du  cercle. 

a49.  Mais  comme  la  série  est  infinie , et  que  par  conséquent  le 
plus  gl  and  des  exposans  de  sin.  A est  00  , le  nombre  des  racines  de 
la  série  (S)  doit  être  de  même  infini,  suivant  la  théorie  des  équa- 
tions. Or  elles  sont  toutes  égales;  car  autrement  on  aurait  des 
sinus  inégaux  d’arcs  iuégaux  du  premier  quart  de  cercle  , et  l’équa- 
tion ne  subsisterait  plus,  puisque  chaque  racine  substituée  dans  le 
second  membre  doit  donner  une  même  valeur  pour  le  premier 
membre  qui  est  ici  l’homogène  de  comparaison. 

a5o.  Il  est  donc  démontré  par  l’équation  (S)  que  le  cercle  est 
une  courbe  rentrante  sur  elle-même  par  des  révolutions  infinies.  ■ 
a5i.  En  effet  de  ce  principe  sortent  à l’instant  les  racines  égales 
et  en  nombre  infini,  que  renferme  l’équation,  et  qn’on  chercherait 
inutilement  sans  cela.  Nommant  la  demi-circonférence  , les  ra- 
cines sont  ( 54  , lai  ) , -sin.  A,  sin.  (ir — A),  sin.  ( air  + A ) , 
sin.  (3t  — A);  et  ainsi  jusqu’à  l’infini,  en  ajoutant  ir  dans  chaque 
nouveau  terme,  et  alternant  le  signe  de  A. 
a5a.  L’expression  de  l’arc  que  nous  avons  eue  par  le  moyen 
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du  sinus , se  trouve  aussi  par  le  moyen  île  la  tangente  et  par  la 
môme  méthode.  En  effet  (II.  40e),  $B  = $ tang.  B coa.*B  =: 

_^tang.JB^  __  ^ )ang  B ( 1 4-tang.VB)  ~ En  élevant  à la  puissance 

— 1 le  binôme  i-f-luog.’B,  multipliant  chaque  ternie  par  tang, B, 
et  intégrant  l'équation  ( opérations  sur  lesquelles  il  sera  bou  de 
s’exercer),  enfin  et)  substituant  A au  lieu  de  B,  ou  aura  l'équation 
suivante  que  je  nomme  (T)  : 

(T). . . . A = tang.  A — - § tang.3À  +■§  tang.sA'  — ) tang’ A -f-  etc. 
a53.  Mais  tang.45*  = i,  (39)5  donc 

l'arc  de  45*  =1  — j-hi  — 9~hh  — rr  + etc. 

Euler  a transformé  cette  série  en  deux  autres  beaucoup  plus 
convergentes  ; sans  quoi  elle  serait  infiniment  plus  laborieuse  que 
la  série  donnée  (343).  Mais  comme  ces  calculs  sont  déjà  faits,  noue 
ne  nous  en  occuperons  pas.  , 

a54-  On  appelle  convergente  toute  série  décroissante,  et  diver- 
gente toute  série  croissante.  Plus,  dans  la  première  espèce  de 
série,  la  diminution  d'un  terme  à l'autre  est  rapide,  moins  ou 
a de  termes  à calculer  pour  obtenir  une  valeur  très-approchée. 

a55.  Par  exemple , pour  avoir  l'arc  de  3o*  avec  six  décimales 
exactes,  il  a suffi  de  calculer  sept  termes  de  la  série  (343)',  tandis 
que  pour  évaluer  avec  six  décimales  exactes  l’arc  de  45’  par  la 
série  (T),  il  faudrait  la  moitié  de  la  vie  d’un  homme  , puisqu’il 
serait  nécessaire,  comme  il  est  aisé- de  le  reconnaître,  de  calculer 
5ooooo  termes  pour  arriver  à un  terme  dont  les  six  premières  déci- 
males seraient  o.  • 

356.  Tout  cosinus  étant  aussi  un  sinus  (3),  l’expression  de  l'arc, 
par  le  moyen  d'une  série  contenant  les  puissances  du  cosinus,  ne 
peut  différer  de  la  série  (S).  Par  une  raison  semblable.,  (1 1)  , la 
série  contenant  les  puissances  de  la  cotangente  se  réduit  à la 
série  (T)., 

357.  Jeaurat  ( Mém . présentés  à .l'Ac,  ; des  Sc.  de  Paris , 
Tom.  IV,  pag.  537)  donne  sans  démonstration  les  deux  séries 
suivantes  : 

A — 1 — 008.  A — 3 cos.’ A — -fi  cos. 'A  — etc. , et 
A = 1 — cot,  A -f-~  cot.’A  — | j cot.’A  + ete- 


e 

V 
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En  faisant  A = 90* , ces  deux  séries  donnent  A = 1 , (4g).  Mais 
l’arc  de  go*  = i,5j  , comme  on  peut  le  voir  dans  la  table  (AA)  : 
ces  deux  séries  ne  sont  donc  pas  justes. 

358.  Les  lignes  trigonoméfriques  non*  ont  donné  les  moyens 
d’exprimer  en  parties  du  rayon  la  valeur  des  arcs:  employons  main- 
tenant ces  mêmes  arcs  ainsi  exprimés , à tronver  réciproquement , 
en  parties  du  rayon  , la  valeur  des  lignes  trigonométriques  qui 
leur  appartiennent  respectivement.  Ou  y parvient  par  un  moyen 
aussi  ingénieux  que  simple,  et  qu’on  appelle  le  retour  des  séries . 
Étant  donnée , par  exemple,  la  série  (S)  , dans  laquelle  l’arc  A est 
exprimée  en  puissances  du  sinus,  on  demande  la  valeur  de  sin.  A 
exprimée  en  puissances  de  l’arc.  Nous  traiterons  cette  transfor- 
mation , d’une  utilité  infinie  dans  les  Mathématiques  , avec  autant 
de  clarté  qu’il  nous  sera  possible  , et  d’une  manière  très-générale, 
en  faveur  des  lecteurs  qui  n’en  seraient  pas  instruits. 

a5g.  Soit  donc  proposée  l’équation  générale  suivante,  que  nous 
appellerons  (P)  : 

(P)  . . . m = ajr  -f-  by 1 4-  cy3  -{-  dy*  -f-  etc.  Dans  cette  équation 
je  suppose  connue  la  valeur  de  m,  ainsi  que  celle  des  coefficient 
a,  b , c,  d,  etc.  -,  y est  l’inconnue  dont  on  demande  la  valeur. 

360.  Convertissons  la  série  en  la  suivante , que  nous  appellerons 

(Q)  . . . y s=  Am  -f-  Bm’  -f-  Cm3  -f-  Dm*  -f-  etc. 

361 . Il  est  évident  qu’on  peut  toujours  représenter  ainsi  la  valeur 
de  y,  puisque  A,  B,  C , D , etc.  sont  des  expressions  indétermi- 
nées , et  par  conséquent  susceptibles  chacune  d'une  valeur  quel- 
conque, telle  qu’il  est  convenable  pour  que  l’équation  soit  exacte. 
Il  s’agit  donc  de  fixer  quelle  doit  être  la  valeur  de  chacnne  de  ces 
indéterminées,  ponr  que  l’équation  ait  lieu.  Bien  de  plus  facile  et 
de  plus  ingénieux  à la  fois. 

363.  Puisque  y z=sAm-\-Bm'-\-  Cm3  -f-  etc. , qu’on  prenne  suc- 
cessivement la  i*re,  laa',la3*,la  4a,etc.  puissance  de  cette  équation; 
qu’on  écrive  ces  puissances  en  les  ordonnant  comme  à l’ordinaire, 
et  par  rapport  aux  diverses  puissances  de  m ; on  aura 
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y = Am  -+-  Bm’  4-  Cm 3 4-  Dm*  4-  Em>  4-  etc. 

y*  ■=■  A‘m * 4*  aABm*  4-  aACm*  ■+■  aADm 5 4-  etc. 

4-  2}*m4  4*  a B Cm*  4-  etc. 

y*  s= * A'm*  4“  $A‘Bm*  4"  3 A'Cm 5 4-  etc. 

4-  5 AB'm*  4-  etc. 

y*  = A*m*  4*  4A'Bmi  4-  etc. 

y5  s= Aimi  + etc. 

etc. 

263.  Qu’on  substitue  maintenant  ces  valeurs  de  y,  y' , etc.  dans 
l'équation  (P),  en  disposant  les  termes  daus  le  même  ordre,  et  en 
écrivant,  pour  abréger,  les  puissances  de  m,  seulement  en  tête  de 
chaque  colonne  verticale,  et  les  supposant  répétées  dans  les  termes 
inférieurs;. on  aura 

ay  = aAm  4-  aBm'  4-  aCm'-\-  aDm*  4-  0jEffi*4-etc. 

4 -£y*=3.. bA‘-\-iABb  -\-aACb  -\-*ADb  4-etc. 

4-  B‘b  4"  aBCb  4*  etc. 

4-  cy 5 cA * 4“  3 A'Bc  4-  5 A'Cc  4-  etc, 

4-  3 AB'c  4-  etc. 

4 -dy*~ dA*  4-  4A'Bd  4-  etc. 

4 -ey*= cA*  4-  etc. 

4-etc. 

on , en  faisant  passer  m dans  le  second  membre  de  l’équation , 
o = m ( a A — 1 ) 4-  n*‘  ( 4*  b A'  ) 4-  ( aC  4*  *ABb 

4-  cA*  ) 4-  etc. 

364  II  faut  donc  que  les  valeurs  de  A,  B,  C,  etc.  soient  telles 
que  le  second  membre  de  cette  équation,  à quelque  point  qu’on 
le  prolonge , se  réduise  à zéro  ; ce  qui  aura  lien  en  supposant  les 
valeurs  des  indéterminées  telles  que  chaque  terme  se  réduise  à zéro. 
Soit  donc  m ( a A — 1 ) = o ; on  aura  mAa  — m,  et  par  consé- 
quent A-=X.  De  même,  soit  m%  ( aB  4-  b A'  ) = o ; on  aura 
B — — et,  en  substituant  le  quarré  de  la  valeur  de  A que  nous 
venons  de  trouver,  B = — 4.  On  trouvera  de  la  même  manière 

o’ 
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- li*—  ac  Sabc— a‘d— 5b3  « i4bl—aiab‘c+Sa‘bd-f-^a,r,—a,r 

C=—-.,D  = 7 ,E=z 

et  ainsi  des  antres  indéterminées , tant  qu'on  voudra  continuer  !a 
série.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (Q)  , il  ne  restera 
aucune  inconnue  dans  le  second  membre,  et  on  aura  la  valeur 
cherchée  de  y , comme  il  suit  : 

+(2b'- a*)  £ + (- 5 6’  + 5abc  - a*d)  ÿ 
(\^b*  — •nj£*û-(-6u,W-f"3a*e*— - <jV)^  -f-  (—4*  bi  -f-  S^ab'a 

— a Sa'b'd  — a8a*6c*  -f.  -ja^be  -f-  7a  W — a4/")  ^ -f-(i3ai‘ 

— 35oj6*c  -f-  tao ct'b'd  -f*  — - 56 u'b'e  — ’jzd'bcd  -f« 

Sa*  b/ — iaa5cs  -f-  8a*ce-\-/ia*d' — a>ë)~â  +( — 429^:  + 1 387.16*0 

— 4g^a'b'd  — 990 -1-  i65a3A'e  -f“  49 Sa^b'cd  — 4 5a*b‘f 

-f-  lÔSa’bc1  — goa*bce  — ^Sa*bd'  -f-  9 asbg  — tfij*c*d  -f-  g-fcf 

+ gaïde  — aVj)  ^-5  -f.  ( 14306*  — 5oo 5ab’c  -f-  aooa a'tfd  -f* 

5oo5 a'b*c%  — 7 1 5a'b*e  — - iSGoa'b'cd  -f-  320 a*b*f — itfôoa’b'c3 

-f-  660 a*b'ce  -f-  33 oa*b‘d‘  — 55 a3  b' g + 660 a*bc'd  — 110 aibcf 

— 1 10 ar’bde  -f-  io.j'M  55a*c*  — 55 ascd'  — 55alc‘e  + ioa*cg 

-f- 10 a*df  -f-  5ii‘e' — a’i)  ^ -f-  etc. 

265.  Cette  série  a été  portée  jusqu'à  neuf  termes , pour  la  pre- 
mière fois,  que  je  sache,  par  l'infatigable  Philippe  Rubbiani  , 
lequel  s’est  assuré,  par  des  épreuves  en  nombres,  de  l'exac- 
titude de  son  travail.  Elle  peut- servir  de  formule  générale  pour 
retourner  une  série,  de  quelque  forme  qu’elle  soit.  Faisons -en 
l'application  au  cas  qui  nous  occupe.  Ea  comparant  l'équation  (S), 
(a4i),  à l'équation  générale  (P)  , j’observe  que  la  première  ne  con- 
tient pas  de  puissances  paires  •,  or  il  faut  que  l'équation  (P)  et  celle 
à résoudre  soient  semblables , et  c'est  ce  que  nous  obtiendrons  en 
égalant  à zéro  dans  l'équation  (P)  les  coefiiciens  des  puissances  qui 
manquent  dans  l'équation  (S).  Donc,  dans  ce  cas-ci,  6=0, 
d = o,  f=o,  etc.  Cela  posé,  voyons  ce  que  deviennent  les  va- 
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leurs  que  nous  avons  trouvées  pour  les  indéterminées  dan*  l’équa- 
tion (Q). 

a66.  Nous  avons  eu  , r.  A = ',  valeur  qni  subsiste. 

a*.  B — — mais  b = o j donc  B = o.  3*.  C = '^'~iac i mais 
o <r 

b = o \ don©  C a s — ■ ;jr=  — 

_ ....  y-,  SdV* — oV  3f*  — as 

En  poursuivant  ainsi , ou  aura  D = o,  E = — — = — — — , 

P = o , G = — etc.  Mais  eu  comparant  à l'équa- 
tion (P)  la  proposée  (S) , on  a a zs  i , c =;  , e ==  , # == 

3 5 

— — — . Eu  substituant  ces  valeurs,  on  aura  pour  celles  des  in- 
“•4-6-7  r 

déterminées  , A s»  i , C s=  , E = a g ^ g , G = — - 

a ^'on  Peut  évidemment  conclure  la  valeur  et  le 

signe  de  celles  qui  suivent. 

367.  Et  comme  , dans  le  cas  dont  il  s’agit,  m — l'arc  A , et 
y s=  le  sinus  de  A , l’équation  (Q)  devient 

(W). . . sin.  A — A ^71  + 3.3.4.5  a.3.4.5.6.7  **"  e c* 

Par  le  moyen  de  celle  série  qui  est  infinie,  on  pourra  donc 
calculer,  avec  autant  de  décimales  qu'on  lè  voudra,  le  sinus  d’un 
arc  quelconque,  en  prenant  la  valeur  de  cet  arc  dans  la  table  (AA). 

a68.  Si  au  lieu  de  A on  écrit  aA , la  série  devient  sin.  aA  = aA 
— ^ -f-  a — - etc.  ; et  c’est  un  exemple  de  la  manière  d’expri- 
mer par  cçs  sortes  de  séries  les  lignes  trigonomélriques  de  tout 
arc  multiple. 

a6g.  Il  est  facile  de  voir  que  si  on  voulait  le  sinus  d'un  arc  , 
exprimé  par  une  série  des  puissances  du  cosinus,  ou  de  la  cotan- 
gente, ou  de  la  tangente  de  cet  arc,  il  suffirait  de  réduire  en  séries, 
par  le  moyen  du  binôme  , les  expressions  (I.  3’,  4e»  5e).  On  com- 
prendra aisément,  parle  peu  que  nous  en  disons,  comment  on 
aurait  de  même  une  ligne  trigonomélrique  quelconque  exprimée 
en  puissances  de  chacune  des  autres.  Au  surplus,  00  trouvera  ces 
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séries  toutes  faites  dans  le  Mémoire  de  Jeaurat,  que  nous  avons 
cité  (257). 

270.  On  a vu  (249)  que  des  sinus  égaux,  et  en  nombre  infini,  d’arcs 
inégaux , sont  les  racines  de  l’équation  (S)  , et  que  la  valeur  de 
celte  équation,  donnée  par  chacune  de  ces  racines,  est  toujours 
un  seul  et  même  arc  qui  n'excède  pas  90*.  De  cette  équation  nous 
avons  tiré,  parla  méthode  duretoulr,  la  série  (W),  dont  les  racines  en 
nombre  infini  sont  au  contraire  toutes  inégales,  savoir  A,  (rr — A ), 
[ix A)  , (Zx — A),elc.,  racines  qui  sont  précisément  celles 
que  renfermaient  les  expressions  des  sinus  formant  les  racines  égales 
de  l'équation  originaire  (S)  ; quoiqu’il  soit  certain  qu’en  substi- 
tuant dans  la  série  (W),  prolongée  autant  qu’il  convient,  l’une  quel- 
conque de  ces  racines  inégales,  on  aura  toujours  une  même  valeur 
pour  sin.  A.  Et  comme  cette  valeur  appartient  de  même  à 
sin.  (x — A),  à sin.(anr-f-^4),  etc.  , d’Alembert  ( 'Opuscules , iom.  V, 
pag.  t8a)  en  déduit  ce  paradoxe,  que  (S)  représente  un  seul  arc, 
tandis  que  (W)  qui  en  sort  représente  une  infinité  desinus  d'arcs 
différens.  S’il  en  était  autrement , la  doctrine  des  équations  serait 
ébranlée;  et  tels  en  sont  les  effets,  que  même  par  des  voies  dé- 
tournées elle  met  à découvert  les  vérités  mathématiques. 

271.  fl  est  à observer  que  la  série  (W)  indique  le  signe  négatif 
pour  les  sinus  de  tous  les  arcs  (x-j-A),  (2* — A),  etc.  ; c’est-à-dire  de 
tous  les  arcs  qui  sont  ren  fermés,  pour  une  révolution  quelconque  (aSo), 
dans  la  seconde  demi-circonférence;  ce  qui  confirme  la  règle  sur 
les  signes  (66).  Et  comme  la  corde  est  égale  au  double  du  sinus  de 
la  moitié  de  l'arc  (3i),  ou  que  l'on  a cord.  A=asin.  J A,  on  doit  en 

. conclure  que  quand  le  sinus  est  négatif,  il  en  est  de  même  de  la 
corde  dont  ce  siuus  est  la  moitié.  Ainsi , quoiqu'il  n’y  ait  point 
de  cordes  qui  soient  diamétralement  opposées  entre  elles,  les  cordes 
des  arcs  (ajr-f- 2.^) , (4*  — 2 A),  etc.  sont  néanmoins' négatives. 

272.  On  aura  promptement  la  preuve  de  la  justesse  de  la  série 
(W;  en  cherchant  le  sinus  de  So* , sur  lequel  nous  ne  pouvons 
être  trompés,  puisque  nous  en  savons  exactement  la  valeur  ( 3i  ). 
Pour  abréger  singulièrement  le  travail , nous  indiquerons  la  mé- 
thode suivante.  Qu'on  exprime  ainsi  l’équation  (W)  ; 

(B) Sin.  A = A — B C — D E , etc. 
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On  aura , en  comparant  les  deux  équations  (B)  et  (W) , 

i?  = A‘x^3»  C = A*  X £5 , 

D = A’  x ëj  » E — A'  x 8~? 

On  voit  qu’il  suffit  de  calculer  une  seule  fois  A*,  seule  puis* 
sauce  de  A qui  soit  actuellement  dans  chaque  terme,  que  les 
diviseurs  sont  devenus  commodes  et  très-petits , et  que  la  loi  de 
leur  progression  est  évidente. 

ayS.  Supposons  à présent  qu’on  veuille  calculer  le  sinus  de  3o* 
avec  neuf  décimales.  On  prendra  dans  la  table  (AA)  l’arc  de  3o* 
avec  dix  décimales  pour  plus  de  sûreté,  et  on  en  formera  le  quarré 
comme  à l’ordinaire , ou  , pour  plus  de  promptitude , comme  on 
peut  le  voir  dans  le  calcul  ci-après,  en  employant  la  méthode  abrégée 
déjà  connue  pour  la  multiplication  des  fractions  décimales  ; ce  qui 
consiste  à prendre  les  facteurs  dans  le  multiplicateur  de  gauche  à 
droite,  et  à négliger,  de  droite  à gauche,  dans  le  multiplicande, 
un  chiffre  pour  le  premier  facteur , deux  pour  le  second , trois  pour 
le  troisième , etc. , en  tenant  compte  cependant  des  dixaines  que 
donnera  le  produit,  par  chaque  facteur,  du  dernier  chiffre  négligé. 
Pour  ne  pas  se  tromper,  on  peut  ponctuer  successivement  le  facteur 
et  le  chiffre  par  lequel  on  commence  la  multiplication,  comme 
on  remarquera  que  nous  l’avons  fait  pour  les  deux  premiers 
correspondans  dans  le  multiplicateur  et  dans  le  multiplicande. 


* 

7 
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Formation  du  quarré  de  l'arc  A. 

A = o,  53359877^6 
o,  £335987756 

o,  3617993878 
104719755 
16707963 
3617994 
471339 
41888 
3665 
367 

36 
5 

o,  3741556778 
o,  5483ii 3556 

0,  8334670334 

1 , 0966337113 
1 , 3707783890 
1 , 6449340668 
» » 9,9o897446 

3 , 1933454334 
3,  4674011003* 

374.  Ces  multiples  de  A*  ainsi  préparés  rendent  très-prompt  le 
calcul  de  la  série  (R).  Pour  en  faire  usage  dans  la  question  pré- 
sente • 1 A = o , 0873664636 , valeur  par  laquelle  il  faut  multi- 
plier celle  de  A*  pour  avoir  celle  de  B.  Mais  puisque  nous  venons 
de  multiplier  la  valeur  de  A*  par  chacun  des  neuf  caractères  de 
l’arithmétique , nous  avons  déjà  chacun  de  ses  produits  par  chacun 
des  chiffres  de  la  valeur  de  £ A ; il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  placer 
ces  produits  particuliers,  comme  il  suit,  dans  l’ordre  qui  leur 
convient,  en  pointant,  pour  éviter  toute  erreur , chacun  des  chiffres 
de  la  valeur  de  î A , à mesure  qu’on  écrit  les  produits  correspondans 
ci-dessous. 


A*  = 

’ 3 A’  = 

3A*  = 

D’où  l’on  tire , en  addi- 

4A- = 

tionnant  successivement  ( 

5A*  = 

la  valeur  de  A’  avec  elle- 

\6A*  = 

même  , 

7a-  = 

1 8A*  = 

I9A*  — 
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o,  08A*  = o,  02193245422 
o , 007  A*  = o , 00191908974 
o,  0002 A*  = 0,  00005483 1 14 

o , 00006 A*  = o,  ooooi644g^4 

etc.  i64495 

10966 

1645 

55 

16 

B = o , 0239345962 

Divisant  ensuite  B par  30,  on  aura  de  la  même  manière,  et 
par  une  simple  addition  , le  produit  du  quotient  par  A* , et  ce 
produit  sera  C—  o,  0003279532.  On  trouvera  de  même,  mais 
toujours  plus  promptement , la  valeur  de  D et  celle  de  E.  Voici 
les  fermes  ; nous  avons  séparé  les  termes  positifs  et  les  négatifs. 

A = o , 5335987756  — B = o,  0339245962 

C=  o,  ooo327g53a  — ZJ  = o;  0000021407 

Ez=  0,0000000082  -0,023926737 

-f-  o , 533926737  , somme  des  termes  positifs. 

— o , 023926737  , somme  des  termes  négatifs. 

Donc  sin.  3o*  =0,  Soooooooo,  valeur  exacte  (3i). 

375.  On  voit  combien  sont  précises  les  séries  que  nous  avons 
formées  par  le  mojen  du  calcul  différentiel  et  intégral  et  de  la 
méthode  du  retour  des  séries.  Si  on  prend  l’arc  de  3o*  avec  les 
127  décimales  qu’on  peut  avoir  en  divisant  par  6 la  valeur  de  180* 
donnée  (244),  et  qu’on  calcule  assez  de  termes  de  la  série  (R), 
pour  avoir  sin.  3o*  avec  137  décimales , on  trouvera  toujours  que 
la  somme  de  ces  termes  se 'réduit  à o,  5;  en  négligeant  seulement 
le  127e  chiffre  ou  le  suivant , qui  ne  peut  jamais  être  juste,  puisque 
la  série  est  infinie,  et  que  dès  lors  il  doit  toujours  lui  manquer 
une  quantité  que  les  termes  suivans  ne  pourraient  que  diminuer 
de  plus  en  plus,  quelque  loin  qu’on  poussât  le  calcul , sans  que 
cette  quantité,  en  approchant  sans  cesse  de  l’infiniment  petit,  pût 
y arriver  , nos  nombres  n’étant  pas  de  nature  à donner  une  exprès* 
sion  infiniment  petite  (19a , 194). 
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376.  Des  séries  (a4«,  267)  on  tire  les  deux  expressions  qui 
suivent , de  la  différence  entre  l'arc  et  son  sinus. 

A . « sin.  3A  3‘in.'A 

A — sin.  A — — = — 7y  + etc. 

a. 3 1 a. 4. 5 1 

. . . A5  As  . 

A — sin.  A = — = =-— y 4-  etc. 

a. 3 a. 3. 4. 5 1 

377.  D’où  il  suit  que,  lorsque  l’arc  est  infiniment  petit,  la 
différence  entre  l’arc  et  le  sinus  consiste  en  infiniment  petits  du 
troisième  ordre,  du  cinquième,  etc. 

378.  Si  dans  chacune  de  ces  équations  on  écrit  j A au  lieu 
de  A , et  qu’on  les  multiplie  l’une  et  l’autre  par  a , on  aura  les 
deux  équations  suivantes,  qui  donnent  une  double  expression  de 
la  différence  entre  l’arc  et  sa  corde  (3i). 

A-miA=^-  + -^-+  4 é y«  4- etc. 

A • . A A5  A5  A’ 

A — asm.  3 A = — = — ; 5 —7-» — 7 4 a -,  — etc. 

a. 3. a*  a. 3. 4-5. a’  1 a. 3. 4. 5.877. a‘ 

379.  En  prenant  les  arcs  dans  la  table  (AA),  on  pourra  donc 
calculer  facilement  les  cordes,  avec  autant  de  décimales  qu’on 
le  voudra  , par  le  moyen  de  la  dernière  série. 

a 80.  Les  équations  générales  (P)  et  (Q)  serviraient  à convertir 
la  série  (T)  des  puissances  de  la  tangente  (a53),  comme  on  a 
converti  celle  des  puissances  du  sinus.  Mais  pour  obtenir  de  plus 
simples  expressions  des  indéterminées,  et  pousser  la  série  jusqu’à 
la  neuvième  puissance , ce  qui  donnera  une  formule  commode  dans 
les  cas  semblables,  nous  ferons 

(P’) m — ay  4-  cy3  4-  ey*  4-  gy ’ 4-  iy 3 4-  etc. 

( Q ')•  • • • y — j4m  4-  Cm3  4-  Eml  4"  Gnf  4"  /ras  ~h  etc. 

D’où  l’on  tire,  par  la  méthode  développée  (262,  a65), 

ay  = aAm  «+•  aCm1  -f-  aEm 5 4-  flCmf  4"  alm9  4“  etc. 

I + cy*  = cAl  4-  3 cA*C  4-  3 cA*E  4-  3 cA%G  4-  etc. 

4-  3 cAO  4.  GcACE  4-  etc. 

4*  cC3  4*  etc. 

fil  { 4“  ey5  — • *A*  4"  BtAfC  4-  5 eA4E  4"  etc. 

4-  làêA*0  + etc. 

I + Py’  — g*  + 7 g^C  + etc. 

|+  iA>  + etc. 

. + etc. 
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On  cherchera,  corame  on  a fait  (264),  les  valeur»  exprimée* 
par  a,  c,  e , etc.  des  indéterminées  A , C , E,  etc.;  puis  on 
substituera  aux  lettres  a,  c,e , etc.  leurs  valeur»  numériques  qu'on 
tirera  de  l'équation  (T),  laquelle  comparée  à l’équation  (P'),  donne 
a—i,c  = — j , e=5,  etc. 


281 . Enfin , que  l’on  substitue  dans  l’équation  ( Q')  les  valeurs  de 
A , C,  E,  etc.,  ainsi  réduites  en  nombres,  et  qu'on  écrive  l’arc  A 
au  lieu  de  m,  et  tang.  A au  lieu  dey  ; on  trouvera 


(U)...  Tang. A = A 


A5  aA1  , SaA’ 

' "3"  375 3*. 5. 7 3*.  5.7.9 


etc. 


Nous  ferons  tout  à l'heure  la  recherche  d'une  loi  pour  continuer 
cette  série  sans  autre  calcul. 

282.  Il  est  évident  que  l’équation  (U)  n’a  qu'une  racine  réelle, 
et  que  c'est  un  arc  moindre  que  de  90*.  Toutes  les  autres  racines, 
en  nombre  infini  , sont  imaginaires  ; car  A = go"  donne 
tang.  A ==«  , (73);  si  A excédait  90“ , il  devrait  donner  pour 
tang.  A,  une  valeur  encore  plus  grande,  puisque  tous  les  termes 
de  la  série  sont  positifs  ; mais  celte  valeur  ne  peut  aller  au-delà 
de  l’infini.  Une  pareille  tangente  est  donc  imaginaire , ainsi  que 
les  valeurs  de  A,  dont  on  la  déduirait. 

280.  L'objet  de  la  série  (U)  est  par  conséquent  de  calculer  la 
tangente  d'un  arc  quelconque  , de  moins  de  90* , dont  on  prendra 
la  valeur  dans  la  table  (AA).  Avec  un  arc  plus  grand , la  série 
devient  divergente  (a54). 


284.  Observons  que  quand  l’arc  est  infiniment  petit,  la  diffé<- 
rence  entre  la  tangente  et  l’arc  ne  consiste  qu'en  des  infiniment 
petits  du  troisième  ordre , du  cinquième , etc. 

285.  Si  on  divise  selon  les  règles  de  l'Algèbre  la  série  (W),  (267), 
par  la  série  (U),  on  trouvera 


(Y). . .Cos.A=  1 — ~ 


A' A*  A1 

a. 3. 4 a 3. 4. 5. 6 a. 3. 4-5. S. 7. 8 


etc. 


La  loi  de  cette  série  est  manifeste.  Pour  s’en  servir  à calculer 
promptement  un  cosinus , on  suivra  la  méthode  employée  ( 272 
à 274  ). 

286.  Les  racines  de  l’équation  ( Y ) , toutes  réelles , sont 
A,  (2,r  — A),  (a;r  + A),  (4*  — A),  (4*  + A),  et  ainsi  de  suite 
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jusqu’à  l’infini.  La  valeur  de  chacun  de  ces  arcs  substituée  dans 
la  sério , doit  toujours  donner  la  même  valeur  pour  cos.  A,  comme 
on  l’a  vu  (270)  de  la  série  (W). 

287.  Ces  séries  étant  d'autant  plus  convergentes  que  l’arc  est  plus 
petit,  si  l’on  veut,  par  exemple,  le  sinus  d’un  arc  au-dessus  de 
45* , il  sera  mieux  de  le  chercher  en  calculant  le  cosinus  de  son 
complément  par  le  moyen  de  la  série  (Y).  De  même,  pour  avoir 
le  cosinus  d’un  arc  au-dessus  de  45’,  on  se  servira,  par  préférence, 
de  la  série  (W). 

388.  Si  dans  la  série  (Y)  on  met'  au  lieu  de  A l’un  quelconque 
des  arcs  (x  — A) , (ir  -f-  A)  , (5-rr  — A) , (3tt  -f-  A) , etc.  contenus 
dans  le  second  et  dans  le  troisième  quart  du  cercle,  la  valeur  qui 
en  résultera  pour  cos.  A sera  négative,  conformément  à la  règle  (66). 

289.  De  la  série  (Y)  on  tire  l’expression  suivante  du  sinus 
verse  (5)  : 

.-cos.A=£-J^+r5£irv  e,c” 

par  laquelle  on  voit  que  lorsque  A est  infiniment  petit , l'erreur 
que  l’on  commet  en  faisant  le  cosinus  égal  au  rayon , consiste  en 
infiniment  petits  du  second  ordre , du  quatrième , etc. 

290.  Si  l’arc  A est  négatif,  aucun  des  signes  de  la  série  (Y)  ne 
change  pour  cela , puisqu’elle  n’est  composée  que  de  puissances 
paires  de  A.  Au  contraire,  si  on  fait  A négatif  dans  les  équations 
(S),  (241)  , et  (U),  (281),  tous  les  signes  seront  changés.  Ces 
résultats  démontrent  mathématiquement  (78)  la  règle  donnée  (75). 

291.  La  recherche  des  fermes  consécutifs  de  la  série  (U),  par 
le  moyeu  des  indéterminées,  est  très-laborieuse,  et  le  devient  de 
plus  en  plus  à mesure  que  les  puissances  croissent.  On  peut  obtenir 
la  même  série  avec  bien  moins  de  peine,  en  divisant  l'équation  (W) 
par  l’équation  (Y),  parce  qu’on  apperqoit  sur-le-champ  la  loi  de 
chacune  des  séries  de  ces  équations  , et  qu’on  peut  dès  lors  les 
continuer  à volonté  : mais  cette  division  même  est  pénible.  Nous 
avons  donc  cru  devoir  profiter  de  la  méthode  qu'Euler  a donnée 
pour  réduire  à une  série  infinie  toutes  sortes  de  fonctions  fraction- 
naires, fiuies  ou  infinies. 

293.  On  nomme  fonction  d’une  quantité  variable,  par  exemple 
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de  l’arc  A,  dan*  le  cas  dont  il  s'agit,  toute  expression  analytique 
composée , en  quelque  manière  que  ce  soit , de  cette  variable  et 
de  quantités  constantes. 

393.  En  exprimant  par  des  lettres  les  coefficiens  de  l’arc  A dans 
les  trois  séries  , on  a 

rWV..A-SAa+cAWV+etc._.TTy  A + R V + r A>+  D A7,  etc., 
(Y) 1— jSA"4>A*—  JA^+etc.  v J 

ou , en  multipliant  l’équation  par  la  série  (Y) , et  en  ordonnant 
les  termes  par  rapport  aux  puissances  de  A,  comme  nous  l’avons 
fait  (a63,  380) 

A 5A3  -f-  cA5  — dA’  -f-  etc.  = A 4-  B A’  4-  C’A5  4-  ^A7  4-  etc. 

— • /3  — /3j5  — fl  C — etc. 

4-  y 4-  yB  4-  etc. 
— S — ete. 

Et  en  transposant  le  premier  membre, 

o = A 4-  Æ A3  4-  CA5  4-  DA1  4*  ÆA9  4-  etc. 

_ /3  — flB  — (ZC  — Ç>D  — etc. 

4-  > 4*  y&  4-  yC  4*  elc. 

— S — SB  — etc. 

4~  s 4“  etc. 

• -A4-5  — e 4-<f  — e 4-  etc. 

394.  Doûc  en  faisant , comme  à l’ordinaire,  que  chaque  colonne 
verticale  se  réduise  à zéro , on  aura 

B=  fl  — b 

C = — y + c + QB 

D = S — d (IC  — yB 
E = — s 4-  e 4-  flD  — yC  4-  SB. 

ag5.  En  observant  la  suite  des  termes  de  chaque  colonne  verti- 
cale, il  devient  facile  à présent  de  continuer  sans  calcul  ces  équations 
qui  renferment  les  valeurs  cherchées  des  coefficiens  successifs  de 
la  série  (y).  On  aura , par  exemple , 

F—  £ _/4-  &E  — yD-\-SC  — s B 
Gz=  — n-\-g+(lF  — yE  4"  £D  — ■ tC  4"  > 

etc. 
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29G.  En  substituant  les  nombres,  réduisant  toutes  les  fraction* 
au  plus  grand  dénominateur,  et  la  somme  des  fractions  à l’expres- 
sion la  plus  simple , on  trouvera 


i38a 


G=i 


>«44 


H: 


-3a95e9 


- '•5‘-7-9-*1  ' 3J.5*. 7.9.11.13*  “ 3j.5'.7>.3.ii'.i3.i5’  etc‘ 

397.  Soit  maintenant,  en  imitant  ce  que  nous  avons  fait  (27a), 
tang.  A = A -t-  ff  + sC'-f.  17  D'  ■+■  6a  E -f.  i38a  F -+• 
31844  G'  -f-  gag56g  JJ'  etcj  et  on  aura 

B = A*  J A F’  =3  A* 

C = A*  i B' 

D'  = A'-hC 


E = A’  i D' 


tî  E 

C = A'-frF 

H'  = A*i ijG' 
etc. 


On  calculera  les  valeurs  des  quantités  £',  C,  D',  etc.  de  la  ma- 
nière enseignée  (273,  274),  et  on  aura  la  tangente  par  un  calcul 
abrégé  autant  qu’il  est  possible.  Passons  à celui  de  la  cotangente. 

ag8.  Cot.  A En  substituant  à les  séries  ^ , telles 

qu’elles  sont  exprimées  (293),  on  aura 

cot  a -ÆA‘4->A>-M«-HA»-etc. 

A — b A1  + cA5  — dAT  -f-  t-A? — etc". 

Appliquons  actuellement  à cette  équation , de  même  que  nous 
l’avons  fait  tout-à-l’heure  pour  la  tangente,  la  méthode  que  nous 
avons  empruntée  d’Euler , et  égalons  cette  expression  fractionnaire 
de  la  cotangente  à une  série,  dans  chaque  terme  de  laquelle  le 
coefficient  de  l’arc  A sera  représenté  par  une  indéterminée  ; et 
nous  aurons 


= i + SA  + CA*  + DA>+  etc 


*» 


En  multipliant  l’équation  par  le  dénominateur  du  premier 
membre  , transposant  le  premier  membre  et  ordonnant , 011  aura 
1 + FA*  -f-  C’A*  + DA'  -f-  AA*  + FA”  + etc. 

— b — bB  — bC  — ID  — bE 


+ c -)-  cB  ■+■  cC 
o = \ — d — dB 

*t*  « 

, — i+Æ  — y + <f  — « 


+ CÜ 

— de 
•j-cB 

+ t 


— etc. 
-h  etc. 

— etc. 
■+■  etc. 

— etc. 

— etc. 
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PAR  LES  PUISSANCES  DES  ARCS. 

399.  En  faisant  chaque  colonne  égale  à zéro , on  aura 
B — b — fi 
C — — c y -h  bB 
/)—  d — f + bC  — cB 
Ez=z  — e+e+bD~cC-+-dB 


etc. 


Ces  équations  sont  faciles  k continuer  sans  calcul , de  même 
que  celles  que  j’ai  données  (294). 

3oo.  En  prenant  dans  les  séries  (W),  (Y)  , les  coefficiens  numé- 
riques correspondans  aux  lettres  b,  c,  etc.,  fi,  y,  etc.,  on  trou- 
vera les  valeurs  de  £,  C , D,  etc,  qui,  substituées  dans  la  série 


J-_f.  BA  + C'A*  etc.  = cot.  A suivant  la  supposition , donne- 
ront l’équation  suivante  : 


A’ 


(Z)....  cot.A  = ^ — ^ — ^3 


aA1 


A' 


aA* 


3J.  5.7 


3>.5-.7 

i38a  A“  4A” 3617  A1» 

3'.5J.7*.g.n.i^  3<. 5*. 7. 9.11.13  Z'.S'.y'  9‘.u.i3.i5  17 


S1. 5.7. 9. 11 

etc» 


Soi.  Supposant  ensuite  cot.  A = — B’  — C — a D"  — E 

— E — 691  G'  — H'  — 1'  — etc.,  on  aura 

^Axj  F = k"£E 

G'  = A'fjtîE 

D‘  = A 'i?C  H’=  A*  tjt  F x A* 

I 


E = A' \D'  I'  — A*  AVfo  U' 

etc. 


J’ai  tiré  de  F plutôt  que  de  G'  la  valeur  de  //',  pour  l’avoir 
sous  une  expression  plus  simple.  La  quantité  F x A’  est  trouvée 
précédemment  par  le  calcul  qui  a donné  la  valeur  de  6'. 

3oa.  Il  est  facile  de  voir  que  la  série  (Z)  est  bien  plus  conver- 
gente et  plus  commode  k calculer  que  la  série  (U),  (281,  297), 
On  verra  (g3g)  qu’en  général  si  on  cherche  la  tangente  d'un  aro 
de  plus  de  5a°,  il  est  mieux  de  calculer  la  colangente  de  son  coai-, 
plément  (n)  par  le  moyen  de  la  série  (7.). 


8 


*♦  -» 


3o3.  O N ne  peut  avoir  que  d’une  manière  très-approchée  lit 
valeur  des  lignes  liignnnmélriqnes,  si  cc  n'est  cependant  de  quel- 
ques-unes qui  sont  égales  an  rayon  , à sa  moitié , etc  Ce  défaut 
n’est  pas  une  suite  particulière  de  la  méthode  des  séries  infinies 
données  dans  le  chapitre  précédent.  Les  méthodes  géométriques 
qu'employaient  les  Anciens  ne  donnaient  pour  la  valeur  des  lignes 
trigononiétriques  que  des  expressions  qui  contenaient  des  racines 
sourdes  ou  incommensurables  •,  et  l’on  sait  qu’il  n’est  pas  possible 
d'avoir  ces  racines  exactement , quelque  loin  qu’on  pousse  l’extrac- 
tion. L’erreur  diminuera  seulement  d’autant  plus,  qu’on  emploiera 
plus  de  décimales  pour  exprimer  la  racine  cherchée. 

3o4-  Considérons  les  arcs  d’un  nombre  entier  de  degrés.  On 
sait  qu’on  ne  peut  assigner  exactement  , même  sous  forme  in- 
commensurable , les  expressions  de  leurs  sinus  , si  ce  n’est  pour 
l’arc  de  3°  et  ses  multiples.  Nous  donnons  ici  ces  expressions, 
les  seules  qu’on  obtienne  exactes,  et  nous  les  donnons  , autant  que 
nous  l’avons  pu , simples  et  propres  à en  dévoiler  la  correspon- 
dance réciproque.  Nous  indiquerons  ensuite  comment  on  y parvient». 

Sin.  6*  = — I (V5  + »)  + V/(5-/5). 


: J vf;? 

•fe.  . . 

Sin.  9°  = 

^.0/5+,)-  5 

V/(5—  »/5). 

Sin.  i2’  — 

- V <>  jfc 

1/(5 +1/5). 

/ • * V 4* 

• . 

Sin.  i5’  = 

; ±*ç-  .9 

1 «H  * . * «T  - 

‘ Æ' 

MÉTHODES  POUR  CALCULER  LES  LIGNES  TlUGONOMÉTRIQL’ES.  5g 
Sin.  i8-=  i (/5— 0- 

Sia.  „•  =-^5  + 0 + ^ ~ t/5). 

Sin.a4*=  Tp  (t/5  + i)  — ^ ^(5  — Z5)* 

Sin.  a7*  = — ^(^5— 0+  \ VCÏ+Ÿ5)- 

Sia.  3o°  = 

Sin.  33-  = *%±L  (/5  - i)  + ^ /(5  + /5). 

Sin.  36’  jpi  V'C5  — /5)« 

Sin.  V = ^ - i2pi  /(5  - t/5). 

Sin. 4»°  = — à Ct/5— >)+  4^;  |/(5+p5). 

Sin.  45*  = ~- 

Sin.  48*=  x C/S  — 0+  ^ ^(5  4-/5)* 

Sin.  5.-  = Æp  ( t/5  + ■)  + ^ /C5  - 1/5). 

Sin.  54"=  J (l/5+i).' 

Si».  5,-  =-gï(t/5  - .)  + ^ )/(5  + t/5). 


Sin.  6o*  = 

V3 

a 

~ 

Sin.  63"  = 

1 

ÎFâ 

C*/5 

— 

«)4* 

1 

? 

4/(5  + 

/5). 

Sin.  66’  = 

î 

s 

(V/5 

+ 

0 + 

1/3 
4/ » 

4/(5  — 

/5). 

Sin.  6g*  = • 

1/3  -f  i 
8ya 

' (|/5 

+ 

0 + 

V/3- 

8 

1/(5- 

/5). 

Sin.  7a*  = 

... 

1 

3^a 

l/(5  + 

V/5). 

Sin.  j5‘  = 

T 

a y/ a 

(vis 

»)• 

Digitized  by  Google 


ôo 


CHAP.  VI.  MÉTHODES  POUR  CALCULER 

Sin.  78*  = I (V5-,)-f-  fil  v/(5  + t/5). 

Sin.  8i* ±=  — (v5  + «)+  J |/(5-  ^5). 

Sin.  84»=  Ç (V5+0+  475  ✓<5-»/S). 

Sin.  87-  ^ (v/5  -1)  + |/(5  + »/5). 

Sin.  90*  = 1. 


3o5  Pour  comprendre  ce»  expressions,  il  faut  commencer  par 
les  pins  simples.  La  valeur  de  sin.  90“  est  arbitraire  (38).  Nous 
avons  déjà  trouvé  ( 3t , 80,  79),  celles  de  sin.  5o“ , de  sin.  45“ , et  de 
sin.  6o“=cos.  5o*.  Ou  en  déduit  (II.  2".),  sin.  i5“  = sin.  (45* — 3o°) 

= sin.  45*  cos.  3o°  — cos.  45“  sin.  3o“  =77-  X — — -7-  X - = -7— 
^ y a 3 ya  3 ay 3 

(l/  3 — 1).  Ensuite  la  formule  (1. 1 5 ) donne  sin.  =sin.  (Go’-f- 15“) 


= sin.  i5“  -f-  sin.  45“  = ■ ■ 

* ay  3 


a,  3 y a ay'a  a ya~^~  aya 


1/5+  1. 

av/a 


306.  Cherchons  maintenant  l’expression  de  sin.  18’,  ou  du  detni- 
Fij.  3i.côté  du  décagone  inscrit.  - Soit  AE  ce  côté-,  l’angle  C sera  donc 

de  5G“.  Du  point  A comme  centre , et  de  l’intervalle  AE,  je  coupe 
CE  en  F,  et  je  mène  la  ligne  AF.  J’ai  AE  = AF  , et  AFE  = 
AEF  = 73“.  Donc  FAE  = C = ~ CAE  =±  CAF.  Donc  aussi  CF 
= AF  = AE.  Mais  les  triangles  isoscèles  CAE,  FAE  ont  l’angle E 
commun,  et  sont  par  conséquent  semblables;  donc  CE  : AF.  :: 
AE  : FE  ::  AE  : CE  — CF  ::  AE  : CE  — AE.  Soit  AE  ==  x , et 
le  rayon  CE  = i ; alors  le  premier  rapport  et  le  dernier  donnent 
1 : x ::  x,  : 1 ~x",  d’pù  x‘  = 1 — X , étpjation  de  laquelle  résulte 
ï = — j + V v Donc  j x ou  sin.  18*  = — J + ; v 5. 

307.  On  a ensuite  sin.  72*  = cos.  18*=  y (\  — sin.*i8");  puis, 
sin.  54“  = sin,  (72*  — 18*)  = sin.  72“  cos.  18“  — cos.  73”  siu.  18“  = 
cos*.  18“  — sin.*  18“  =i  1 — 2sin'.*i8“.  Et  enfin,  sin. 36“  = cos. 54* 
= y (1  — siu,*  54*).  . 

308.  De  ces  expressions  ainsi  tronvées,  on  tire  toutes  les  autres, 
au  moyen  ou  des  formules  (II.  i‘,  a»),  ou  de  la  formule  (I.  15“), 
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qu’on  doit  préférer  autant  qu'il  se  peut,  en  opérant,  comme  on  l'a 
tu  (3o5). 

5o,j.  De  la  table  (5o/()  j'obtiens  aussi , au  moyen  de  la  formule 
(I.  3ir),  les  expressions  ci-après  de  quelques  tangentes. 

Tang.  i5”  = a — v/3  -,  tang.  18’  = j/ (i  — ^5)  ; 

Tang.  3o”  = ^3;  tang.  36°  = — a/5)  ; 

TaDg.  54”  = (i  + ^5)  ; tang.  60”  = f/3  ; 

Tang.  72 ” = t/(5  -+-  3/5)  ; tang.  75”  = 2 -f-  t/3. 

5 10.  Pour  arriver  à des  expressions  aussi  simples,  l'artifice  con- 
siste à faire  disparaître  le  dénominateur.  En  voici  un  exemple. 

Tang.  .5"  =^ra  (t/3  — 1)  : ^ (t/5  + 1)  = £§=7.  Or  on  sait 

que  le  produit  de  la  différence  de  deux  quantités  multipliée  par 
leur  somme  est  égal  à la  différence  entre  les  quarrés  de  ces  mêmes 
quantités.  Par  exemple,  (a  — b)  (a  + é)  = a* — b'.  Donc,  pour 
faire  disparaître  le  radical  du  dénominateur,  je  n’ai  qu’à  consi- 
dérer (t/3-+-i)  comme  la  somme  de  deux  quantités,  et  la  mul- 
pliant  par  la  différence  (t/3  — 1),  j’aurai  pour  produit  la  diffé- 
rence des  quarrés,  ou  (3  — 1)  = 3.  Donc  (18,  17)  , tang  i5“  = 
(t/3  — i)‘  : 2 = (4  — aV  5)  12  = 2 — t/3. 

3u.  Pour  parvenir  au  but,  il  est  quelquefois  à propos  d’élever 
au  quarré.  Par  exemple,  tang.  i8”=i(t/5 — 1)  : /(5-+-  l/5)= 

(t/5 — 1)  : t/ap^-f-  f/5).  Donc  tang.”  18”  = (5  — at/5-f-  1)  : 
(10 + 3/5)  = (3  — t/5)  :(5+/5)  = (3  — t/5)  (5—  /5) 

t (5+  t/5)  (5  — 1/5)  = (5-2 1/5)  :'5  = i - ^§. 

3ia.  Les  expressions  finies  (3o4,  309)  peuvent  être  utiles  dans 
la  théorie  des  polygones  et  dans  les  problèmes  mécaniques.  Quant 
au  but  de  ce  chapitre , les  expressions  modernes  sont  préférables. 

3i3.  Les  lignes  trigonométriques  ont  été  calculées  par  les  uns 
avec  dix,  par  d'autres  avec  quinze  chiffres.  Il  faut  douze  décimales, 
en  supposant  B = 1 , pour  avoir  avec  précision  les  secondes  et  les 
dixièmes  de  seconde , lorsqu’il  s’agit  ou  des  siuus  des  angles  qui 
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diffèrent  très-peu  de  90’,  ou  de*  cosinus  des  angles  de  quelques 
secondes  seulement.  Cependant  les  tables  les  plus  communes  sont 
réduites  à sept  décimales,  parce  qu’elles  sont  d’un  usage  plus  com- 
mode et  d’une  exactitude  suffisante  dans  la  plupart  des  cas.  Elles 
contiennent  les  sinus  , tangentes  et  sécantes,  de  minute  en  minute» 
depuis  o”  jusqu’à  90“,  et  par  conséquent  les  cosinus,  les  cotan- 
gentes et  les  cosécantes  (7,  it).  Ces  tables  servent  aussi  pour  les 
arcs  de  plus  de  90%  (54 , 6a).  O11  ne  peut  qu’admirer  la  patience 
de  ceux  qui  les  ont  construites  par  des  moyens  extrêmement  pé- 
nibles , sans  le  secours  du  calcul  différentiel  et  de  tant  de  formules 
qu'on  a trouvées  depuis. 

3i4.  Je  suppose,  i*  que  dans  de  certains  calculs  qui  exigent  de 
la  précision,  on  desire,  comme  il  arrive  quelquefois,  l’expression 
d’une  ligne  trigonométrique  avec  plus  de  chiffres  que  n’en  donnent 
les  tables-,  les  moyens  les  plus  expéditifs  serout  alors  ceux  qui  sont 
indiqués  dans  le  chapitre  précédent  : a*,  qu'on  veuille  calculer  de 
nouvelles  tables  avec  plus  de  décimales  qu'on  ne  l’a  encore  fait; 
pour  y parvenir , voici  la  méthode  que  je  préfère  comme  très- 
rapide. 

Je  fais  B = i*  dans  la  formule  (II.  i5e),  d’où  je  tire  alors 
lin.  (A  -f-  j”)  = 3 sin.  A cos.  i*  — sin.  (A  — i°).  Mais  (I.  aac)  , 
a sin.  A cos.  i*  = 3 sin.  A — 48iD>*  3°’  sin.  A.  Donc 
sin.  (A  -f-  i”)=sin.  A -f-  sin.  A — sin.  (A — i”)  — 4 sin.* 5o' sin.  A. 

5i5.  Dans  cette  formule,  donnée  par  M.  Delambre  , observez 
que  les  deux  termes  du  milieu  sont  la  différence  première  entre 
sin.  (A  — 1*)  et  sin.  A.  Or  quand  vous  voulez  calculer  sin.  (A-f-  t°), 
il  est  bien  entendu  que  vous  avez  déjà  calculé  les  deux  sinus  pré- 
cédons, en  ajoutant  au  premier  leur  différence  que  par  conséquent 
vous  connaissez.  Do  cette  différence  retranchez  la  valeur  de 
4 sin.*  3o'sin.  A (valeur  qui  constitue  la  différence  seconde  ou  la 
différence  entre  les  différences  premières)  , et  ajoutez  le  reste  à 
sin.  A.  C’est  en  quoi  consiste  toute  l'opération  pour  avoir  la  valeur 
de  sin.  (A-f-  i“);  et  on  voit  qu’elle  se  réduit  au  calcul  de  48*n‘-  5o' 
sin.  A,  que  nous  ramènerons  à une  simple  addition  tres-abrégée. 

5t6.  Voici  donc  la  marche  pour  construire  en  peu  d’heures  une 
table  de  siuus,  de  degré  en  degré.  Calculez  d’abord  les  sinus  des 
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arcs  de  3o'  et  de  i° , par  les  moyens  préparés  et  déjà  appliqués 
(372  à 374)  » mais  avec  3 ou  4 décimales  de  plus  que  vous  ne  vons 
l’êies  proposé  , afin  que  le  dernier  chiffre  des  sinus  de  la  table  soit 
anssi  exact  qu’il  est  possible.  Doublez  le  sinu6  de  3o'  j formez  le 
quarré  de  cette  quantité  ainsi  doublée  , et  les  multiples  de  ce 
quarré,  comme  il  a été  indiqué  (273).  Ces  préparations  faites, 
les  multiplications  de  4sin.*  3o'  par  les  valeurs  successives  de  sin.  A 
n’exigerout  que  peu  de  momens  (274). 

317.  Soit  donc  A=  i*.  La  formule  (3i4)  vous  donne  d’abord 
sin.  2°  = sin.  i° -f- sin.  i* — 4sin.*  3o'  sin.  i*.  Calculez  le  dernier 
terme  par  la  méthode  (274),  et  retranchez-le  de  sin.  1°.  Le  resta 
ajouté  à sin.  1°  sera  la  valeur  de  sin.  3*.  Ce  reste  est  par  conséquent 
aussi  la  différence  entre  sin. 3*  et  sin.  «•,  ou  la  différence  première 
qui  sert  à former  le  sinus  tle  3%  puisqu’on  a sin.  5°  = sin.  2°  -f- 
sin.  2“  — sin.  i* — 4 sin.*  Soé  sin.  3”. 

318.  Continuez  ainsi , de  degré  en  degré,  jusqu’à  3o°  ; puis  vous 
avancerez  plus  encore,  en  recourant  aux  formules  (I.  io',  1 5‘)  , 
dans  lesquelles  vous  substituerez  de  nouveau  i°,  a”.,..  20",  au 
lieu  de  A. 

3ig.  Les  mômes  règles  serviront  à construire  les  sinus  de  minute 
en  minute,  en  écrivant  partout  (3i4à3i8J  minute  au  lieu  de 
degré,  et  5o'  au  lieu  de  3o'.  Mais  l'égalité  successive  de*  diffé- 
rences, ou  premières,  ou  secondes,  ou  etc.  suffira  souvent  sans  autres 
calculs. 

3ao.  Le  calcul  des  tangentes  ne  présente  pas  autant  de  faci- 
lité que  celui  des  sinus.  En  examinant  les  formules  connues 
jusqu’à  présent,  il  nous  semble  qu’il  n'y  en  a aucune  qui  soit 
aussi  propre  à abréger  le  travail , que  la  formule  nouvelle  que 
nous  avons  donnée  (I.  43  ).  Lorsque  les  tangentes  sont  une  fois 
calculées  jusqu  à 45°,  on  aura  alors  les  autres  par  de  simples  addi- 
tions , au  moyen  de  cette  formule  transformée  comme  il  suit , 
tang.C45°4-7A)=:  »tang.  A-f  tang.(45“  — • 

Quant  au  calcul  des  tangentes  jusqu'à  45°,  on  y procédera  par 
la  voie  qui  me  semble  la  tnoius  laborieuse  de  celles  dont  on  a fait 
usage  jusqu’ici,  c’est-à-dire  au  moyen  de  la  division  du  sinus  par 
le  cosinus  (I.  3iQ.  11  faut  alors  se  servir  des  sinus  et  des  cosinus 
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comme  on  les  aura  déjà  calculés,  c’est-à-dire  avec  deux  oti  trois 
chiffres  de  plus  que  ce  qu’on  en  veut  mettre  dans  la  table,  et  emplojer 
la  méthode  abrégée  dont  nous  donnerons  un  exemple  (33 1). 

5ai.  Les  tangentes  calculées,  on  aura  les  sécantes  (4*)  par  de 
simples  additions,  au  mojen  de  l’une  ou  l’autre  des  formules 

(I.  9%  ioc),  en  se  rappelant  que  coséc.  = r^-,  (37).  On  aura  par 

, . , . cot.  i A 4-  tang.  i A , , . , , . 

conséquent  cosee.  A = - — = cot.  A -f-  tang.  i A. 

3aa.  Après  avoir  vu  comment  on  peut  ou  construire  des  tables 
on  calculer  immédiatement  une  ligue,  trigonométrique  , il  est  à 
propos  de  dire  quelques  mots  de  l'opération  inverse.  Je  supposa 
que  par  le  résultat  d’un  calcul  on  ait  une  ligne  trigonométrique 
exprimée  avec  plus  de  décimales  que  les  tables  11’en  donnent,  et 
qu’il  importe  de  savoir  la  mesure  exacte  de  l'arc  auquel  celte  ligne 
correspond.  A l’exception  des  cas  énoncés  (3i3),  les  tables  ordi- 
dinaires  à 7 décimales  suffisent  pour  faire  connaître  un  arc  arec 
toute  la  justesse  dont  on  peut  avoir  besoin  dans  la  pratique.  Si 
donc  on  a une  expression  avec  un  plus  grand  nombre  de  décimales, 
on  négligera  celles  qui  suivent  la  septième,  et  on  aura  par  les 
tables  l'angle  cherché.  Mais  s’il  s'agit  de  l’expression  du  sinus  d’un 
arc  de  près  de  90°,  ou  du  cosinus  d’un  angle  très-petit,  il  faut  avoir 
recours  à la  série  (S),  (a40-  Ou  substituera  dans  cette  série  l’expres- 
sion donnée,  au  lieu  de  sin  A , et  on  calculera  autant  de  termes 
qu'il  sera  nécessaire  pour  avoir  avec  précision  la  valeur  de  l'arc  A, 
ou  de  (90°  — A),  dans  le  cas  où  l'expres9ion  serait  celle  d’un 
cosinus. 

5a3.  Pour  abréger  le  calcul , soit  sin.  A = a 5 en  supposant  , 
de  la  même  manière  qu’on  a déjà  vue  plus  d’une  fois, 

A = a-f--g-4--j--f-  —,  etc. , on  aura 

£ = a‘  ± a D = a*  | <7 

C — a.'  \ B etc. 

5a4>  La  loi  de  la  série  ci-dessus  et  celle  des  coefficiens  numé- 
riques dans  les  valeurs  de  B , C,  D,  etc.  sont  manifestes.  On 
traitera  a‘  comme  nous  avons  fait  pour  A’,  (375)  j et  quand  on  aura 
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trouvé  la  valeur  de  A,  on  cherchera  dans  la  table  (AA)  k combien 
de  degrés,  de  minutes,  de  secondes,  etc.  elle  correspond. 

On  s'épargnera  de  pareilles  Fatigues  en  bien  des  cas,  si  l'on  est 
pourvu  des  tables  trigonomélriques  de  Gardincr. 

3a5.  Nous  supposons  en  général  le  lecteur  muni  de  tables  de 
trigonométrie;  elles  sont  absolument  nécessaires  pour  l’élude  et 
pour  la  pratique  de  cette  science.  Gela  présupposé , nous  conseillons 
de  s'exercer  à vérifier  les  séries , avec  peu  de  termes  pour  y em- 
ployer peu  de  temps , ainsi  que  les  formules  contenues  dans  ce 
chapitre  et  dans  le  précédent.  lin  tête  des  tables  on  trouve  ordi- 
nairement des  instructions  sur  leur  usage.  Nous  y ajouterons  deux 
observations  indispensables. 

3a6.  En  premier  lieu  , les  lignes  trigonomélriques  des  tables 
ordinaires  semblent  rppportées  à un  rayon  de  100000  parties.  Dans 
le  fait  on  peut  en  divers  cas  omettre  les  deux  derniers  chiffres 
séparés,  sous  la  forme  de  décimales,  par  le  point  ou  par  la  virgule  : 
(nous  préférons  la  virgule,  pareeque  le  point  est  souvent  le  signe 
de  la  multiplication).  Mais  quelle  qu’ait  été  la  raison  de  construire 
ainsi  les  tables,  il  n'en  résultera  aucun  embarras , si  on  se  rappelle 
la  règle  (38).  La  série  (267)  dérivée  de  formules  dans  lesquelle* 
ou  a supposé  R = 1 , donne,  par  exemple , sin.  8*  = 0,159173^ 
Soit  R'  = 100000;  on  aura  (89),  sin.' 8*  = R'  sin.  8*  = 13917,31; 
c'est  ce  qu'on  trouve  dans  les  tables  pour  cette  valeur. 

337.  Dans  la  pratique,  il  est  plus  utile  de  prendre  les  nombres 
des  tables  tels  qu’ils  doivent  être  dans  la  supposition  où  R = 1 ; ce 
qui  est  facile  en  avançant  la  virgule  de  cinq  chiffres  à gauche; 
et  c’est  ce  que  nous  ferons  toujours,  parce  qu’on  se  dispense  ainsi 
de  tenir  compte  du  rayon  dans  les  calculs  ; ce  qui  ne  se  pourrait 
sans  des  erreurs  très-graves , si  on  employait  les  lignes  Irigono- 
métriques  sous  la  forme  donnée  par  les  tables. 

5a8.  Nom  observons  en  second  lieu  , que  lorsque  les  différence» 
des  lignes  trigonomélriques,  de  minute  en  minute,  marchent  éga- 
lement ou  à peu-près , on  peut  se  servir  de  la  règle  de  trois  pour 
trouver  les  parties  proportionnelles  correspondantes  aux  secondes^ 
aux  dixièmes  de  seconde , etc.  Mais  si  les  différence*  sont  nota- 
blement inégales , comme  il  arrive  pour  les  tangentes  de  73*  à 
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90%  cctfe  règle  ne  s’applique  plus  avec  justesse.  Un  exemple  fera 
comprendre  ce  que  nous  disons. 

S29.  Qu’on  demande  la  tangente  de  85*  7'  a5*. 

Les  table'»  donnent 

tane  / 85“  8' = 11  » 

b'\  85’  7'  = 11,  7045003 

Différence o,  0402783 

Si  telle  est  la  différence  de  la  tangente  pour  1'  ou  60’  de  diffé- 
rence dans  l’arc , quelle  sera  la  différence  de  la  tangente  pour  a5'’ 
de  différence  dans  l’arc  ? Par  la  règle  ordinaire,  on  a 

60'  : a5*  ::  0,0402783  : x = ~’,X  °^oa7^  = 0,0167826  ; et  en 

ajoutant 11,7048003,  valeur 

de  tang.  85’  7',  on  aura 11,721282g  pour  ta 

valeur  de  tang.  85°  7'  a5'. 

33o.  Cette  opération  suppose  visiblement  que  les  variations  des 
arcs , lorsqu’elles  ne  sont  que  d’une  minute , sont  proportion- 
nelles à celles  des  lignes  trigonométriques -,  ce  qui  en  effet  a tou- 
jours lieu  pour  les  sinus  , dans  les  tables  qui  n’ont  que  sept  dé- 
cimales seulement.  Mais  il  n’en  est  pas  ainsi  des  tangentes.  Dans- 
le  cas  présent , 

tang.  85’  7'  — — tang.  85’  6'  = o,  o4ooo5o 
tang.  85’  9'  — tang.  85’  8'  = o,  o4o5545. 


En  comparant  ces  différences  avec  la  différence  intermédiaire 
trouvée  ci-dessus,  0,0402783,  (32g),  on  voit  qu’elles  procèdent 
avec  une  inégalité  assez  considérable;  et  puisqu’on  la  néglige  dans 
la  proportion , le  résultat  ne  peut  être  exact. 


53 1.  Il  faut  dans  ce  cas  avoir  recours  à la  formule  rigoureuse 
( II.  33'  ) , qui  , pour  a5'  de  variation  dans  l’arc  , donna 
âtang.  83°7  =^;ncof85V-gI. 
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DIS  S TABLES. 
Or  les  fables  donnent  cos.  85*  7'  = . 
moyen  de  la  règle  de  trois  , oo  a 
■cos.  85*  7'  a5*  = 


Produits 


Donc  cos.  85*  7'  x cos.  85*  7'  a5*  = 

-Sin.  a 5'  = 0,0001  ai ao34a  , dividende. 
488400a 
543198 
35654 
6709 
196 
5t 
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0,0851371  •,  et  par  le 
o,o85oo63 

0,00681017  f 

4a563 
5i 
5 

0,00733634 , diviseuri 

0,01674937 , quotient ; 


33a.  Dans  cette  division  faite  conformément  à la  formule,  il  faut 
observer  que  pour  avoir  avec  exactitude  le  dernier  chiffre  du 
quotient,  nous  avons  commencé  du  troisième  chiffre  effectif  du 
quotient  après  la  virgule , et  non  du  second  , à négliger  dans  la 
multiplication  les  unités  du  produit  de  ce  chiffre  par  le  dernier  du 
diviseur.  De  même  pour  le  quatrième  chiffre  effectif  du  quotient, 
nous  avons  omis  son  produit  par  le  dernier  du  diviseur  , et  les 
imités  de  son  produit  par  l’avant-dernier  ; pour  le  cinquième  du 
quotient,  le  produit  par  les  deux  derniers  du  diviseur,  et  les  unités 
du  produit  par  l’antépénultième;  et  ainsi  de  suite,  en  ponctuant 
successivement  les  chiffres  du  diviseur,  à mesure  que  la  multi- 
plication commence  par  chacun  d’eux.  C’est  la  méthode  connue 
pour  abréger  la  division  des  décimales;  elle  est  analogue  à celle 
qu’on  a déjà  vue  (373),  et  qni  abrège  leur  multiplication.  Pour 
avoir  le  quotient  exact  avec  sept  décimales  effectives,  nous  avons 
pris  le  dividende  avec  deux  décimales  de  plus  que  n’en  a le  di- 
viseur, sans  compter  les  zéros  qui  commencent  ces  deux  nombres. 
Nous  avons  tiré  de  la  table  (AA}  la  valeur  de  ce  dividende  ou  de 
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3in.  a5*  ; car  on  peut  prendre  l’arc  au  lieu  du  sinus , et  s’il  n’excède 
pas  une  minute  , avoir  encore  an  moins  dix  décimales  exactes  , 
comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître  en  calculant  sin.  l' par  le  moyen 
de  la  série  (W) , (267). 

553  Après  ces  remarques  nécessaires  à l’intelligence  de  l’opé- 
ration, examinnns-en  le  résultat. 


On  a donc  (33i),  $ tang.  85°  7'=  0,0167493 
En  ajoutant tang.  853  7' = 1 1,7045003,  la  formule  rigou- 
reuse donne  tang.  85“  7 ' ?5’  = 11,7213496.  On  a trouvé  (039) 

par  la  règle  de  trois 11,7212829.  Donc  l’erreur  de 

la  règle  de  trois  est o,oooo333. 


334.  Il  faut  en  conclure  que  lorsqu'on  veut  avec  exactitude  les 
tangentes  de  73*  à 90*,  on  doit  chercher  les  parties  proportion- 
nelles pour  les  secondes  par  le  moyen  de  la  formule  différentielle 
(II.  33‘).  On  emploiera  l'autre  (II.  34°)  pour  les  cotangentes  de  o“ 
à 17’. 

535.  Il  est  clair  que  si  la  tangente  est  donnée  , et  que  l’on 
cherche  l’arc  auquel  elle  correspond , alors  la  formule  (II.  SS*')  à 
calculer  pour  avoir  les  secondes,  les  dixièmes,  etc.,  doit  s’expri- 
mer ainsi  : sin.  $B  ou  $B=  $ tang.  B cos.  B cos.(B  ■+•  $B). 
Faisons-en  l’application  au  même  exemple.  Je  suppose  qu’on  de- 
mande l’arc  auquel  correspond  la  tangente  11,7242496.  Je  cherche 
dans  les  tables  la  tangente  la  plus  approchée , que  je  trouve  être 
tang.  85"  7'  = 1 1,7045003  = tang. B.  Je  prends  la  différence  entre 
ces  deux  tangentes,  et  je  la  désigne  ainsi  : $ tang.  B = 0,0167493, 
Je  la  multiplie  par  cos. B = cos.  85“  7'.  Ce  produit,  que  j’appelleP, 
doit  être  multiplié  par  cos.  (B-f-  $B).  Mais  comme  $B  m’est  in- 
connue, je  l’omets  pour  le  moment,  ce  qui  revient  au  même  que 
d’employer  la  formule  (II.  4<>'')  au  lieu  de  la  formule  (II.  33e),  et 
je  n'emploie  que  cos.  B.  En  faisant  le  calcul , je  trouve  $ B = i* 
X cos.  B = 0,000121375.  Je  cherche  dans  la  table  (AA)  l’arc  dont 
la  valeur  est  le  plus  immédiatement  au  dessous  de  cette  valeur  de 
je  trouve  que  c’est  l'arc  de  20',  et  qu’il  reste  0,000024412. 
Je  trouve  de  même  que  ce  reste  répond  à un  arc  de  5’,  et  qu’il 
reste  encore  0,000000171,  Pour  avoir  la  valeur  de  ce  second  reste 
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en  décimales  de  secondes , je  prends  dans  la  même  labié  l'arc  d’uuc 
seconde  = 0,000004848 , et  je  dis 

0,000004848  : i"  ::  0,000000171  : a*  = o*,o35. 

Donc  $ B = a5*,  o35.  Donc  l'erreur  qui  résulte  de  ce  qu’on  a 
employé  cos.  B au  lieu  de  cos.  (B -J-  $B)  11e  va  pas  à quatre  cen- 
tièmes de  seconde.  Au  surplus  , si  on  voulait  une  exactitude  rigou- 
reuse; après  avoir  trouvé  $B  = a5 * à très-peu-près , on  recom- 
mencerait la  dernière  multiplication,  en  y employant  cos.  (B+a5*), 
au  lieu  de  cos.  B,  et  on  aurait  $B  = P X.  cos.  85°  7'  a5*  = 
o,oooiaiao2  = a5*  exactement. 

356.  En  général  on  peut , sans  erreur  sensible  , employer  la 
formule  (II.  4°')»  au  Beu  de  f°rnll|le  (H*  33"),  dans  cette 
opération  ; mais  non  dans  la  précédente , du  moins  si  l'on  veut 
la  tangente  avec  précision  ( sans  quoi  il  vaudrait  autant  Faire 
usage  de  la  règle  de  trois);  car  en  employant  pour  celle  opération 
la  formule  (II.  40e),  on  trouverait  tang.  85“  7'  a5'  = 11,7213358, 
valeur  plus  petite  de  o,ooooa58,  que  la  valeur  exacte. 

337.  Les  tables  dont  nous  avons  parlé  dans  ce  chapitre,  so 
nomment  Tables  trigonométriques  en  nombres  naturels ; ce  qui 
les  distingue  de  celles  auxquelles  nous  allons  passer. 

CHAPITRE  VII. 

Des  Tables  trigonométriques  en  logarithmes. 

338.  Ok  ne  peut  assez  dire  combien  nous  sommes  redevables  au 
Baron  de  Neper , Écossais , inventeur  des  logarithmes  dont  l’utilité 
dans  les  Mathématiques  est  au  dessus  de  toute  expression.  C’est  & 
l’Algèbre  à développer  la  théorie  sur  laquelle  ils  sont  fondés,  et  les 
services  importans  et  multipliés  qu’on  en  retire.  Cependant  nous 
insérerons  ici  une  partie  des  règles  qui  les  concernent,  pour  nous 
mettre  en  étal  de  traiter  complètement  de  la  construction  des  tables 
trigonométriques  eu  logarithmes. 


yo  CHAP.  VU.  DES  LOGARITHMES 

55g,  Si  l'on  nomme  c la  caractéristique  d’un  logarithme , on 
sait  que  c -+- 1 exprime  la  quantité  des  chiffres  du  nombre  entier 
correspondant  à ce  logarithme.  Par  exemple  o.3oro3o  est  le  lo- 
garithme de  a,  et  a,3oio3o  est  le  logarithme  de  200;  or  dans  le  pre- 
mier cas , c = o;  donc  le  nombre  entier  doit  avoir  un  seul  chiffre., 
et  en  effet  ce  nombre  est  a.  Dans  le  second  cas , c — a ; donc  le 
nombre  correspondant,  aoo  , doit  avoir  et  a en  effet  trois  chiffres. 
D’après  cette  règle,  il  Faut  que  la  caractéristique  des  logarithmes 
des  fractions  décimales  soit  moindre  que  zéro  , c’est-à-dire  né- 
gative. Nous  traiterons  seulement  des  logarithmes  des  fractions 
décimales,  parce  que  toutes  les  autres  fractions  peuvent  se  réduire 
à celles-là. 

340  Les  logarithmes  des  fractions  décimales  peuvent  s’exprimer  de 
trois  manières  différentes.  Soit  par  exemple  la  fraction  0.75 
Selon  la  théorie  des  logarithmes,  on  aura  log.  -,-/ô  = log.  75— - 
log.  100  = 1,87506 — 2,00000,  en  n'emplojant  , pour  abréger, 
que  cinq  décimales  ; et  en  effectuant  la  soustraction  , log.  = 

• — o,  1 a Mais  cette  méthode,  quoiqu’exacte  , est  absolument 

proscrite,  à cause  des  inconvéniens  des  logarithmes  négatifs.  Le 
principal  est  qu’on  ne  peut  avoir  par  les  tables  le  nombre  corres- 
pondant à un  pareil  logarithme,  qu’en  regardant  ce  nombre  comme 
le  dénominateur  d’une  fraction  ajant  l’unité  pour  numérateur. 
D’où  il  suit  que  le  nombre  correspondant  à chaque  différent  loga- 
rithme négatif  a un  dénominateur  différent,  et  qu’on  a ainsi  des 
fractions  qui  ne  jouissent  pas  de  l’avantage  qu’ont  les  fractions 
décimales,  d’être  immédiatement  comparables  entre  elles. 

34i.  I.a  seconde  manière,  adoptée  par  quelques  Auteurs,  con- 
siste à effectuer  la  soustraction  sur  les  seules  caractéristiques.  Par 
exemple  , log.  — 1,87506  — 3,00000  = — 1 -f-  0,87506  ; ce 
qu’ils  écrivent  encore  comme  il  suit:  1,87506.  Cette  manière  est 
.expéditive  •,  mais  elle  n’est  pas  la  plus  usitée , parce  qu’elle  nécessite 
aussi  l’emploi  du  signe  négatif,  et  qu’il  faut  de  l’attention  pour  ne 
pas  se  tromper  dans  les  deux  opérations  contraires,  l’addition  des 
décimales  et  la  soustraction  des  caractéristiques.  Voici  un  exemple 
de  celte  manière;  ayant  trouvé  le  log.  de  ^ , je  suppose  qu’on 
cherche  par  les  logarithmes  le  produit  de  12  par  ; 
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- - log.  12  = 1,07918 

log.  r»o  ==  1,87506 

Somme  ou  log.  (ux^)=  log.  9 = 0,95424 
Et  tel  est  en  effet  le  log.  île  9 dans  les  tables. 

Nous  croyons  devoir  avertir  que  quelques  Auteurs  omettent 
dans  les  tables  la  virgule  entre  la  caractéristique  et  les  décimales. 

54a.  Venons  à la  troisième  manière,  qui  semble  plus  générale* 
ment  suivie.  Comme  il  ne  peut  arriver  dans  aucun  calcul  qu’on  se 
trompe  de  dix  mille  millions,  on  ne  court  aucun  risque  de  supposer 
la  caractéristique  plus  forte  d’une  dixaine  d'unités,  toutes  les  fois 
que  cela  sera  nécessaire,  pour  l'avoir  toujours  positive.  Ainsi  dans 
l'exemple  proposé,  si  on  fait  log.  ■&==■  11,87506  — a, 00000,  on 
aura  log.  0,76  = 9.87506  : mais  suivant  la  règle  générale  (539)  , 
g,875o6  = log.  7500000000;  donc  pour  que  ces  caractéristiques  ainsi 
confondues  induisissent  en  erreur,  il  faudrait  se  tromper  au  point 
d'employer  7500  millions  au  lieu  de  ou  des  f d’une  unité)  ce 
qui  est  impossible. 

343.  Si  l’on  observe  que  9,87506=  10  — o,  12494  > on  en  conclura 
x*.  qu'il  est  facile  de  convertir  en  logarithme  positif  tout  logarithme 
négatif,  (34o);  a°.  que  la  caractéristique  du  log.  d'une  fraction 
décimale  est  toujours  moindre  que  10. 

344-  En  ajoutant  10  à la  caractéristique  , on  a donc  log.  0,75  =a 
9,87506.  Par  la  même  raison  , log.  0,075  = log.  r^=8,875o6; 
log.  0,0075  = log.  75^  = 7,87506;  et  ainsi  de  suite.  D’où  résulte 
cette  règle  : le  logai  iihme  d'une  fraction  décimale  a pour  carac- 
téristique te  complément  à 9 du  nombre  des  zéros  qui  se  trouvent 
de  suite  après  la  virgule  dans  la  fraction  donnée. 

345.  De  celle  règle  il  suit  que  quand  on  aura  le  logarithme  d’une' 
fraction  décimale,  pour  connaître  cette  fraction  , on  cherchera1 
dans  le*  tables  à quel  nombre,  répond  le  logarithme  donné,  sans 
tenir  compte  de  la  caractéristique ;'pui$  on  mettra , avant  le  nombre 
trouve,  un  zéro  suivi  do  la  virgule  et  d’autant  de  zéros  qu'il  man-- 
quait  d’unités  à la  caractéristique  pour  qu’elle  fdt  égale  à 9.  Tout1 
cela  sera  facile  à entendre , pour  peu  qu’on  réfléchisse  aux  exemple* 
qui  précèdent  et  à cenx  qui  suivent. 
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546.  Nous  avons  dit  que  le  log.  d'une  fraction  décimale  a tou- 
jours une  caractéristique  moindre  que  10;  de  là  il  suit  que  dans 
l'addition  des  logarithmes  des  fractions  décimales , on  ne  doit 
pas  tenir  compte  des  dijcaines  de  la  caractéristique  de  la  somme. 
On  les  supprimera  donc  ; et  il  en  résultera  que  si  le  log.  d’une  somme 
doit  être  celui  d’un  nombre  entier,  la  caractéristique  se  trouvera 
exacte  et  sans  augmentation;  et  que  si  ce  logarithme  doit  être  celui 
d'une  fraction  , la  caractéristique  sera  conforme  à la  règle  (344). 

347.  Par  exemple  , si  l’on  cherche  par  les  logarithmes  le  produit 
de  34  X 0,75,  ou  aura  log.  24=  i,38oat 

log.  0,75  = 9,87506 

somme  11,25527 

En  négligeant  les  dixaines  de  la  somme , nous  aurons  seulement 
1,35527,  et  l’erreur  qui  résulte  de  la  règle  (344)  sera  détruite, 
puisque  ce  nombre  est  le  logarithme  exact  de  18  = 34  X 0,75. 

Mais  si  l'on  cherche  le  produit  de  0,75  X 0,4,  on  aura 
log.  0,75  = 9,87506 

log.  0,4  = g, 60306 

0 ? 

somme  19,47712 

Par  là  suppression  des  dixaines,  la  somme  se  réduit  à 9,47713’, 
et  il  est  alors  aisé  de  voir,  d’après  la  règle  donnée  (344),  que  1* 
caractéristique  indique  une  fraction  décimale,  et  que  le  logarithme 
trouvé  est  celui  de  o,5  = 0,75  X 0,4. 

348.  Qu’on  observe  donc,  comme  une  règle  générale,  de  sup- 
primer toujours  les  dixaines  de  la  caractéristique.  Ainsi  , par 
exemple , s'il  s'agit  d'élever  une  fraction  décimale  à une  puissance 
donnée;  puisque  le  carré  de  0,4  est  0,16,  on  aura  2 log.  0,4  = 
19,20412 , et  on  écrira  seulement  9,20412.  De  même,  si  l’on  veut 
par  les  logarithmes  le  cube  de  0,4  qui  est  0,064 , on  aura  3 log.  0,4 
= 28,80618,  et  on  écrira  8,80618.  On  voit  que  nous  avons  négligé 
dans  la  caractéristique  une  dixaine  pour  la  seconde  puissance , et 
deux  pour  la  troisième  ; on  en  supprimerait  trois  pour  la  quatrième , 
et  ainsi  de  suite. 

349.  Concluons  de  là  que  pour  l’extraction  des  racines,  qui 
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est  l’opération  inverse,  il  faut  suppléer  ces  divainet  négligées; 
sans  quoi  le  calcul  ne  pourrait  être  exact.  On  écrira  donc,  ou 
on  sous-entendra  m — i de  dixaines  avant  la  caractéristique , en 
appelant  m l’exposant  du  radical.  Ainsi  on  supp'éern  une  dixaine 
pour  la  racine  quarrée,  deux  pour  la  racine  cubique  , et  ainsi  de 
suite.  Par  exemple , pour  avoir  par  le  moyen  des  logarithmes  la 
racine  cubique  de  0,064,  dont  le  logarithme,  suivant  I*  r^g**(544) 
est  8,80618;  avant  de  diviser  ce  logarithme  par  3 , suppléer  deux 
dixaines  à la  caractéristique,  en  écrivant  38,80618;  le  quotient 

3 

de  la  division , 9,60106,  sera  le  logarithme  de  0,4  = V 0,064. 

55o.  Je  me  suis  un  peu  étendu  sur  les  logarithmes  des  fractions 
décimales,  à cause  de  l’usage  continuel  qu'on  en  fait  dans  la  Tri- 
gonométrie. Les  tangentes,  jusqu'à  45*,  et  fous  les  sinus  ne  sont 
que  des  fractions  décimales  , lorsqu'on  suppose  R =±=  1.  Les  carac- 
téristiques de  leurs  logarithmes  sont  aussi , dans  les  tables,  con- 
formes à la  règle  que  nous  avons  donnée  (344).  Quant  aux  tan- 
gentes des  arcs  plus  grands  que  de  45*,  quelques  tables  emploient 
pour  caractéristiques  10 , 1 1 , etc.  Dans  ces  tables,  les  lignes  trigo- 
nométriquessont  considérées,  non  comme  parties  de  R = 1 , mais 
comme  parties  de  R = 10000000000.  Lorsque  je  prends  les  loga- 
rithmes dans  ces  tables , je  néglige  constamment  la  dixaine,  m’en 
tenant  à la  seule  supposition  que  R 3=  1 , comme  à la  plus 
commode. 

35i.  Les  fables  trigonoméfriques  en  logarithmes  ont  été  calcu- 
lées par  Briggs  avec  quinze  chiffres  pour  chaque  centième  de  degré, 
( Trigonometria  Britannica , Goudae,  i633  ) ; et  par  Adrien  Ulacq, 
avec  onze  chiffres,  de  dix  en  dix  secondes,  ( Trigonometria  arti- 
jicialis , Goudæ , i633).  Ces  tables,  devenues  aujourd'hui  très- 
rares,  ont  été  réduites  à huit  chiffres  par  Gardiner,  dont  l’édition 
donnée  à Londres  en  174s,  a été  réimprimée  en  plusieurs  endroits. 
Elles  contiennent  aussi  les  logarithmes  des  nombres  jusqu’à  100000  j 
et  par  le  moyen  des  parties  proportionnelles  qui  y sont  insérées 
elles  les  donnent  aisément  jusqu'à  un  million.  Ce  sont  les  tables 
les  plus  généralement  adoptées.  En  1795 , Firmin  Didot  les  a 
publiées  à Paris  par  la  méthode  stéréotype , au  moyen  de  laquelle 
seront  corrigées  toutes  les  erreurs  qui  pourront  se  découvrir, 
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35a.  Je  suppose  actuellement,  comme  je  l'ai  fait  pour  les  lignes 
trigonométriques  en  nombres  naturels,  qu’on  ait  besoin,  dans 
certains  cas , de  leurs  logarithmes  arec  plus  de  chiffres  que  n'eu 
ont  ceux  des  tables  que  l’on  possède;  ou  bien  que  l’on  veuille  cons- 
truire de  nouvelles  tables  plus  étendues  que  celles  qu’on  a faites 
jusqu’à  présent  : voyons  quels  sont  alors  les  moyens  les  plus  expé- 
ditifs pour  résoudre  ces  questions.  Les  facilités  qui  en  résulteront, 
seront  utiles  pour  abréger  en  général  le  calcul  du  logarithme  d'un 
nombre  quelconque. 

355.  Problème.  Un  nombre  étant  donné,  trouver  son 
logarithme. 

Dans  la  théorie  des  logarithmes,  l'équation  fondamentale  est 
b " — n , n représentant  un  nombre  quelconque,  X son  logarithme, 
b la  base  du  système.  De  là  naissent  les  trois  conséquences  qui 
suivent. 

354.  Chaque  valeur  différente  de  la  base  constitue  un  système  dif- 
férent de  logarithmes.  Il  est  inutile  d'observer  qu’en  changeant  b, 
il  faut  aussi  changerX  dont  dépend  l'égalité  avec  un  même  nombre  n. 
Il  est  de  même  évident  que  l’équation  n'atteindrait  pas  le  but  qu’on 
se  propose,  si  011  faisait  b =.  1. 

355.  Le  logarithme  de  l'unité  est  toujours  zéro.  Car  on  n’a 
1,  que  lorsque  X = o. 

356.  Le  logarithme  de  la  base  est  toujours  l'unité.  En  effet 
si  bK  — b , il  faut  que  X = 1. 

357.  Passant  maintenant  à la  solution  du  problème , j’observe 

que  la  question  exige  que  le  logarithme  soit  fonction  (292)  du 
nombre.  Et  puisque  celte  fonction  doit  s’anéantir  lorsque  n=  1» 
je  Tais  n — 1 , et  le  logarithme  fonction  de  a:;  et  j’ai  recours 

à la  méthode  des  indéterminées  (261). 

358.  Soit  donc  log.  ( 1 + x)  — Mx  -f-  Nx'  -f-  P.r*  -f-  Qx4  + etc. 
Puisque  log.  ( 1 -f-  a-)*  = log.  ( 1 -f-  a.r  -f-.r*)  = 2 log.  ( t -f-  .r)  , 
il  s'ensuit  qu'en  écrivant,  dans  la  série,  (ai  -f-  .t*)  au  lieu  de  x , 
cette  série  ainsi  transformée  sera  égale  au  double  d'elle -même.. 
Mettez  en  équation  ces  deux  valeurs  nouvelles , transportez  les 
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fermes  d'un  seul  côté  , et  ordonnez  conformément  aux  puissances 
de  x,  (a65);  vous  aurez 

o = aAfx  -f-  Mx * 4-  ^\x3  + IVx4  4*  elc. 

+ 4 N +8 P 4-1  iP  4- etc. 

4*  16Ç  4“  etc. 

— a M — a N —a  P — aQ  — etc. 

35g.  Égalant  actuellement  à zéro  la  somme  des  cocfficiens  dans 
chaque  colonne  verticale,  selon  les  principes  exposés  (364 ),  on 
trouve  a M — j.V  = o ; puis  Af4“4'^“3^==0j  d’°ù  00  déduit 
fi  — — | M.  En  substituant  cette  valeur  dans  la  troisième  colonne, 
onîP  = j M.  La  quatrième  colonne  donne  Q = — j M.  La 
cinquième , si  on  continue  l’opération , donnera  R = J M,  et  ainsi 
de  suite.  Ces  valeurs  de  N,  P , Q , etc.  substituées  dans  la  première 
équation  (558),  produisent  celle  qui  suit,  pour  la  solution  du 
problème. 

(A) log.  (1  -)-  x)  = M(x  — i x*  4-  i x5  — J x4  4-  etc.) 

On  verra  (5ia)  comment  on  peut  tirer  de  cette  équation  la  va- 
leur de  log.  x. 

3Go.  Pour  confirmer  ce  que  nous  avons  dit  (554)  sur  1®  nombre 
infini  des  systèmes  de  logarithmes,  il  était  nécessaire  que  la  valeur 
de  l’une  des  indéterminées  restât  arbitraire,  et  qu’elle  eût  avec 
la  valeur  de  la  base  une  relation  immédiate  que  nous  rechercherons 
tout  à l’heure  (371).  On  nomme  module  cette  indéterminée  M. 

S61.  Le  système  dans  lequel  on  suppose  M—  1 est  celui  auquel 
Neper  s’est  attaché.  Les  logarithmes  calculés  dans  celte  suppo- 
tion , se  nomment  logarithmes  naturels , ou  encore  logarithmes 
hyperboliques , parce  que  les  aires  hyperboliques  asymptotiques, 
représentées  en  général  par  les  logarithmes  dans  un  système  qnel- 
quclconque , appartiennent  dans  ce  cas  à la  plu»  remarquable  et 
à la  plus  simple  des  hyperboles,  c’est-à-dire  à l’hyberbolc  équi- 
latère  de  puissance  égale  à l’unité. 

36a.  On  ne  voit  pas  d’abord  comment  l’équation  (A)  peut  donner 
le  log.  d'un  nombre  quelconque  -,  car  la  série  est,  à la  vérité, 
convergente  si  on  fait  x < 1 ou  x = 1 *,  mais  si  l’on  augmente 
cette  valeur , bientôt  la  série  devient  divergente.  Pour  remédier 
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à cet  inconvénient,  ayons  recours  aux  transformations.  Nous  ver- 
rons bientôt  (3g8)  un  autre  moyen  de  la  rendre  convergente  dans 
tous  les  cas, 

363.  Fn  faisant  x négatif,  l’équation  (A)  devient 

(B). . . . log.  (1  — x)  = A/( — x — ji'  — ji1  — } x 4 — etc.) 

364-  Si  on  a x < 1 , cette  série  prouve  ce  qui  a déjà  été  dit 
(33g,  34o),  savoir,  que  le  logarithme  d'une  fraction  est  négatif 
de  sa  nature. 


365.  Si  x = 1 , cette  série  donne  log.  o = — to  . C’est  ce  qui 
résulte  aussi  de  l'équation  fondamentale  (353J;  car  on  ne  peut 

avoir  Z>A  = o,qne  lorsque  A = — 00.  On  a alors  b~"  = ~ = o j 


ce  que  donne  aussi  l’équation  trigonométrique 
lorsque  A = 90',  (73). 


sin.  A 

lang  A 


= cos.  A > 


3;  6.  Enfin  supposons  x>  1.  Dans  ce  cas  , quelle  que  soit  la 
valeur  de  x,  la  somme  de  la  série  est  encore  — co  . Il  semblerait 
donc  que  le  logarithme  de  tout  nombre  négatif  est  égal  à l’infini 
négatif.  Mais  la  nature  de  ces  logarithmes  a excité  de  longues 
discussions  entre  les  plus  habiles  Mathématiciens;  et  il  est  encore 
permis  de  douter  de  l'utilité  de  celte  question.  Nou9  nous  con- 
tenterons de  rappeler  nos  lecteurs  à l’équation  fondamentale  l> 
qui  de  fait  ne  donne  aucun  système  de  logarithmes  des  nombres 
négatifs.  Car  n ne  peut  jamais  être  négatif  à moins  que  b ne  le 
soit.  Et  si  l'on  adoptait  pour  la  base  une  valeur  négative,  (ce 
qui  ne  serait  au  surplus  qu'une  bizarrerie  sans  but),  il  en  résulte- 
rait pour  n des  valeurs  alternativement  positives  et  négatives, 
selon  que  A serait  un  nombre  pair  ou  impair. 

367.  Actuellement  si  l'on  soustrait  de  l’équation  (A)  l'équation 
(B),  et  qu'on  réfléchisse  que,  selon  les  règles  ordinaires  du  calcul 

des  logarithmes,  log.  (1  +x)  — log.  ( 1 — x)  = log.  ‘ , on. 


aura 

(C). . . . log.  = aM  (x  + $ x5  + | xs  + £ x'  etc.  ) 
368.  C^u’on  veuille  donc,  par  exemple,  le  log.  hyperbolique  de  a> 
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en  résolvant  l’équation  T = a , on  trouvera  * = | , et  par 
conséquent,  puisque  M = i , (36i), 


log.  a = a ( i 33,  + 5-^5  + ÿTÿ  + etc.) 


Il  est  aisé  de  reconnaître  qne  cette  série  est , sans  comparaison  , 
plus  convergente  que  si  on  faisait  x = 1 dans  l’équation  (A). 

36q.  Si  on  appelle  I le  logarithme  hyperbolique  d’un  nombre 
quelconque,  T le  logarithme  du  même  nombre  dans  ,-un  autre 
système  , et  S la  somme  de  l’une  quelconque  des  trois  séries  (A), 
(B)  , a (Ç) ; on  aura  I=S  , et  T = MS  = MI.  Donc  en  mul- 
tipliant le  logarithme  hyperbolique  d'un  nombre  par  le  module 
d'un  autre  système , on  aura  le  logarithme  du  même  nombre 
pour  ce  système. 

370.  On  a aussi  !■=.—■,  donc  , en  divisant  un  logarithme 

d'un  système  quelconque  par  le  module  de  ce  système , on  aura 
le  logarithme  hyperbolique  correspondant. 

Zq\.  Faisons  à présent  b-,  d’où  résulte  x = * ~ Avec 

ces  valeurs  l’équation  (C) , divisée  par  M,  devient  (356) , 


ï(rri),+  li(U^)  + etc 


•)’ 


et  fait  connaitre  comment  la  valeur  du  module  dépend  de  celle 
de  la  base  (36o).  Une  seule  des  deux  valeurs  peut  être  un  nombre 
entier. 

373.  La  différentiation  des  logarithmes  pour  tontes  sortes  de 
différences  finies,  se  trouve  facilement  par  le  moyen  des  formules 
précédentes.  Si  un  nombre  quelconque  n reçoit  un  accroissement 
$>n , on  demande  quelle  est  l’augmentation  correspondante  du 
log.  de  n : cette  valeur  sera  donnée  par  l’équation  log.  n -f-  $ log.  n 
= log.  (n  -f-  $ n) , de  laquelle  on  tire  $ log.  n = log.  (n  $ n)  — 

log- »=  log.  = log.  (.+£;> 

373.  Si  on  réduit  cette  dernière  expression  en  série  par  le 
moyen  de  la  formule  (A)  , eu  faisant  * = , on  aura 


7* 
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Et  c'est  la  formule  différentielle  que  l’on  donne  ordinairement , et 
dont  on  prend  seulement  le  premier  terme  ^ pour  les  différences 


infiniment  petites,  (ig4)> 

374.  Si  n diminue  au  lieu  de  croître,  on  donnera  à le  signe 
négatif.  Alors  la  série  (D)  sera  entièrement  négative;  d'où  il  suit 
évidemment  que  si  le  nombre  devient  plus  petit,  le  logarithme 
diminue  aussi. 


375.  Mais  nous  allons  donner  une  formule  nouvelle , beaucoup 
plus  convergente,  et  qui  pourra  avec  avantage  remplacer  toutes 
les  précédentes. 

Faisons  1 x = HshAH-  d«0ù  poa  tire  x — — En  substi- 
tuant  ces  valeurs  dans  l'équation  (Ç),  et  mettant  $ log.  « au  lieu 
de  log.  " ^ " , (372),  on  aura 


•"  (=&-.+ 1 (4%;)’+  » 64âû'+  ) 


576.  Cette  série  est,  sans  comparaison,  plus  convergente  que 
la  série  (D),  pour  calculer  la  différence  d'un  logarithme  connu 
à un  autre  plus  grand  , ou  plus  petit.  Dans  ce  deruier  cas , il 
suffit  de  donner  à le  signe  négatif. 

577.  Si  on  part  de  la  supposition  que  log.  n = log.  1 , cette 
même  série  (F)  servira  pour  calculer  le  logarithme  de  tout  nombre 
positif,  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

378.  Faisons  un  premier  usage  de  cette  formule.  Ayant  trouvé 
(367)  une  série  expéditive  pour  calculer  (368)  le  logaritme  hyper- 
bolique de  3 , (la  formule  (F)  donnerait  la  même  série  eu  faisant 
n = 1 et  $ n — 1 ) , on  a aussi  le  log.  de  4 . puisque  log.  4 = 
log.  2*  = a log.  2.  Ayant  le  log.  de  4 , on  calculera  en  peu  de 
minutes,  par  la  formule  (F),  le- log.  de  5,  qui  a coûté  plusieurs 
jours  du  travail  le  plus  fastidieux  aux  premiers  constructeurs  des 
logarithmes  , parce  qu’ils  ne  connaissaient  aucune  des  formules 
précédentes.  Dans  ce  cas>ci,  n = 4 » 1 » et  par  conséquent 

l'équation  (F)  devient 


Digitized  by  Google 


DES  NOMBRES.  7g 

» log. 4 = a (î  + 51?  + 5T5+  cfc0 

Quatre  termes  de  cette  série  suffisent  pour  obtenir  la  quantité 
qu’il  faut  ajouter  au  log.  de  4 pour  avoir  le  log.  hyperbolique  de  5 
arec  sept  décimales  exactes.  Ce  log.  de  5 ajouté  à celui  de  a douue 
log.  io  = a,3oa585 

37g.  Si  au  lieu  du  log.  de  4 > on  eût  employé  le  logarith.  de  6 pour 
arriver  à log.  5,  alors  la  formule  (F)  eût  donné — jn  — — — ; 

d’où  il  résulte  que  pour  une  même  valeur  de  $n , la  série  est 
plus  convergente  , quand  ou  peut  descendre  d’un  logarithme  plus 
grand  à un  plus  petit. 

580.  Le  second  membre  de  l’équation  (D)  renferme  la  dilîérenco 
première  (5i5)  d’un  logarithme  à un  autre  plus  grand  ; et  avec  fous 
ses  termes  négatifs  (374).  celle  d'un  logarithme  à un  autre  plus  petit. 

Mais  une  somme  de  termes,  tous  de  même  signe,  est  une  quantité 
supérieure  à la  somme  des  mêmes  termes  ayant  des  signes  qui 
alternent.  Donc  pour  un  accroissement  donné  du  nombre  , le 
logarithme  moindre  croit  plus  que  le  plus  grand. 

581.  Si  donc  on  a trois  nombres  en  progression  arithmétique,  la 
différence  seconde  (5r5_)  de  leurs  logarithmes  doit  être  négative. 

38a.  Celte  différence  consiste  dans  le  double  des  termes  du  degré 
pair  dans  la  série  (O).  En  effet  les  différences  se  prennent  en  re- 
tranchant la  quantité  supérieure,  ou  première  en  ordre,  de  l’in- 
férieure ou  subséquente  , c’est-à-dire  ici  le  logarithme  moindre 
du  plus  grand  ; ensorte  que  la  différence  prise  entre  termes  tous 
négatifs,  doit  être  affectée  de  signes  tous  positifs;  et  cette  différence, 
qui  est  la  plus  grande  (58o)  sc  retranche  ensuite  de  l’autre  plus 
petite  qui  a ses  signes  alternatifs;  ce  qui  rend  la  différence  secoude 

négative , et  fait  disparaître  les  termes  impairs.  Écrive*  les  diffé-  ' 

rences  premières  entre  trois  logarithmes  successifs,  puis  la  différence 
entre  ces  différences,  et  vous  concevrez  la  chose  facilement. 

383.  Étant  donc  donné  le  logarithme  de  («—$»)  et  celui  de 
on  trouve  celui  de  (n-f-  ^n)  en  retranchant  la  différence  seconde,  ' 

c'est-à-dire  etc., de  la  différence 

tonnue  entre  log.  («  — j^ri)  et  log.  n,  et  ajoutant  le  reste  à log.  n. 


Digitized  by  Google 


fi  H A F.  VII.  DKS  LOGARITHMES 


8o 

384.  Quoiqu’en  employant  cetle  série  dans  l’exemple  (378),  il 
faille  en  calculer  quatre  termes,  c’est-à-dire  autant  de  termes  qu’en 
se  servant  de  la  mienne;  cependant  cette  méthode  due  à mon  il.usire 
ami  Dclambre,  peut  avoir  ses  avantages  pour  la  construction  d'une 
table  des  logarithmes  des  nombres.  Mais  ma  formule  (F)  est  très- 
générale  ; elle  convient  également  pour  les  nombres  entiers,  rompus 
ou  mixtes;  elle  n’exige  pas  qu’il  règne  entre  eux  aucune  progression; 
elle  11 ’a  besoin,  pour  tonte  donnée,  que  d’un  seul  logarithme, 
qui  peut  même  être  zéro  ou  celui  de  l'unité. 

385.  Nous  sommes  actuellement  en  état  de  déterminer  sans  peine 
le  module  des  logarithmes  tabulaires  ou  vulgaires  , c'est-à-dire 
ceux  des  tables  ordinaires.  Comme  , dans  ce  sy-tème  , log.  10=1, 
si  dans  l'équation  7'=  MI , (56g),  on  fait  T = 1 , / sera  le  lo- 
garithme hyperbolique  de  10,  (378);  et,  avec  38  décimales, 

I = 3,3025850939940456840179914547  = jj>  équation  qui  donne 
jlf=  0,434394481905251827651 128918g.  En  multipliant  par  ce 
nombre  un  logarithme  hyperbolique,  on  obtient  le  logarithme 
vulgaire  correspondant  (56g);  et  si  l’on  multiplie  par  le  nombre 

précédent , c'est-à-dire  par  — , un  logarithme  vulgaire , le  produit 
est  le  logarithme  hyperbolique  correspondant,  (3 70 ). 

386.  Le  nombre  10  est  la  base  du  système  ordinaire  on  du  sys- 
tème de  Briggs,  qui  le  premier  calcula  les  tables  ordinaires.  Ce 
système  parait  être  le  plus  commode  qu’on  puisse  adopter,  parce 
qu’au  moyen  d’un  changement  facile  dans  la  seule  caractéristique, 
le  log.  d’un  nombre  sert  constamment  au  même  nombre,  quoique 
multiplié  ou  divisé  par  une  puissance  quelconque  de  10.  Par 
exemple,  nous  savons  (339)  (lne  Ie  log*  8e  a est  aussi  celui  de  20, 
de  2000 , de  0,03  , etc. , pourvu  seulement  qu'on  augmente  ou 
qu'on  diminue  convenablement  la  caractéristique.  Les  logarithmes 
hyperboliques  n’ont  pas  un  pareil  avantage, 

387.  Étant  donné  un  logarithme  , trouver  le  nombre  auquel 
il  correspond.  Ce  problème  se  résout  facilement  en  divisant  par  AI 
l’équation  (A),  et  la  convertissant  ensuite  par  la  méthode  du  retour 
des  séries,  (3 60),  Soit  donc  (1  -f-jt)  le  nombre  cherché,  et  faisons. 
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pour  abréger , — y ; l'équation  (A)  convertie  donnera 

x — y H-'x  + + a^3~4  -f>  etc. , et  par  conséquent  le  nombre 

cherché  (i  -f-x)  = i -j-y  + -h  etc. 


388.  Donc  en  général,  pour  un  nombre  quelconque  n,  on  aura 


38g.  Si  dan»  cette  série  on  suppose  log.  n — i et  A/=  i , la 
valeur  de  n sera  (356  , 36o)  la  base  des  log.  hyperboliques.  Ou  a 

donc  b = i +7  + 7^;  •+■  TTO *+■  7^X4 "**  et0'  » ou  » en  réJui~ 
»ant,  « = 3,71838182845904533536028.  Ce  nombre  est  d'un  grand 
usage  dans  le  calcul  intégral,  où  on  l’indique  ordinairement  par 
la  lettre  e. 

890.  En  comparant  la  formule  (D)  avec  la  formule  générale  (P),'- 
(a59),  on  a * n z=  m ; $n  = y,  ~^=b>  et  ainsi 

de  suite.  Avec  ces  valeurs  de  a,  b,  c , etc.,  on  trouvera  celles  do 
A,  B,  C,  etc.  dans  la  formule  (Q),  (a6o)j  et  la  série  (D) 
convertie  deviendra 


(K). ..  a. =»(***!+ ! (i^y+ à (*%*)’+  «c.) 

3gi.  Cette  série  fait  connaître  l'augmentation  d’un  nombre 
relativement  à celle  de  son  logarithme.  Si  !a  diminution  de  ce 
dernier  était  donnée  , on  en  rom-lnrait  île  même  celle  du  nomhre, 
en  donnant  le  signe  négatif  à ^ log.  n , (374)  •,  les  termes  impairs 
Seraient  alors  négatifs. 


5ga.  La  construction  des  formules  terminée,  il  sera  utile  de 
préparer,  comme  je  l'ai  enseigné  (273),  les  facteurs  M et 

dont  on  a un  besoin  continuel  pour  passer  des  log.  hyperboliques 
aux  log.  vulgaires , et  vice  versâ. 

En  prenant  les  valeurs  (385),  on  a donc 


K 


» 
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AI  = 

0,43439 

44819 

o3a5i 

8a765 

11389. 

a AI  = 

0,86858 

89608 

o65o3 

6553o 

22578 

3,1/  = 

1,30288 

34457 

09755 

48395 

33868 

4 M = 

1,75717 

79376 

i3oo7 

3io6o 

45i5y 

5 AI  = 

3,»7*47 

24095 

16259 

i38a5 

56446 

6.1/  = 

a,6o576 

68914 

ig5io 

96590 

67735 

7,1/  = 

3,04006 

i3733 

32762 

79355 

79024 

83/  = 

5,47435 

5855a 

26014 

63130 

go3i4 

93/  = 

3,90865 

o337i 

39266 

44886 

oi6o5. 

De  même 

• 

1 

Ji  ~ 

a,3oa58 

50939 

94<>45 

6840 1 

799*5 

a 

M — 

4,6o5i7 

01 85g 

8809 1 

568o3 

59839 

3 

357  = 

6,90775 

53789 

8ai37 

o5ao5 

39744 

II 

"*PS 

9,31034 

o37ig 

7618a 

70607 

19658 

â:|<n 

II 

11,51393 

54649 

70228 

4aoo8 

99573- 

e 

M 

i3,8i55i 

o5579 

64274 

10410 

79487 

II 

16,1 1809 

565og 

583 1 g 

78813 

5940a 

8 

M — 

18,42068 

07439 

5a365 

47214 

3g3i6 

8 

Ji  — 

30,72326 

583G9 

46411 

i56i6 

19331. 

5g4-  Au  mojen  de  ces  préparations , la  conversion  des  log. 
tabulaires  en  log.  hyperboliques  , et  réciproquement , se  réduit 
à de  simples  additions.  Si  on  cherche,,  par  exemple,  le  log.  hyper- 
bolique de  10,09;  qu’on  prenne  le  log.  vulgaire  correspondant 
(avec  huit  décimales  , s’il  se  peut  , pour  avoir  la  septième  plu» 
exacte);  ce  log.  est  1,00389117  : en  disposant  en  leur  lieu  les 

produits  de  ~ par  chacun  des  chiffres  qui  composent  ce  loga- 
rithme, on  aura 

% , 
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a,3oa585oQ 
€90776 

184207 

30735 
a3o 
a5 
16 

Somme  a,3u  5448  = log.  10,09 

5g5.  Celle  opération  est  si  abrégée , que  quelquefois  même 
on  pourrait  la  préférer  pour  la  formation  des  logarithmes  des 
nombres  composés.  Au  surplus  Lambert  ( Supplémenta  Tabul. 
Log.  et  Trigon.  Berlin  , 1770)  a donné  une  table  des  nombres 
premiers,  et  une  autre  table  non  moins  utile  , qui  contient  le 
plus  petit  facteur  de  chacun  des  nombres  composés  jusqu’à  100000. 
Or  connaissant  les  facteurs  d’un  nombre,  on  sait  qu’eu  sommant 
leurs  logarithmes,  on  a le  logarithme  de  ce  nombre. 

5gG.  Observons  ici,  en  nous  servant  du  même  exemple,  combien 
est  convergente  la  formule  (F) , {^5).  Il  sufiit  de  calculer  seule- 
ment le  premier  terme  de  la  série  pour  avoir  exactement , avec  7 
et  même  8 décimales,  la  quantité  qu’il  faut  ajouter  à a,3io553a, 
logarithme  de  10,08 , pour  former  le  log.  de  10,09.  Dan9  ce  cas 
n = 10/38 , et  $ « = o,ot  ; et  le  premier  terme  de  la  série  donne 

log.  n = a x = 0,00099.6 
log.  10,08  ce  a,3io553a 

Somme  ou  log.  10,09  — a,3ii544® 

597.  Nous  répéterons  encore  une  fois  que  dans  tous  les  calculs 
d’approximation  , quand  on  veut  se  servir  d’une  quantité  trouvée 
pour  en  calculer  une  autre,  de  celle-ci  passer  à une  troisième, 
et  ainsi  de  suite,  il  Faut  faire  les  calculs  avec  une,  deux  , trois,  etc. 
décimales,  suivant  les  cas,  de  plus  que  l’on  ne  desire  d’en  avoir 
qui  soient  exactes;  autrement  l'erreur  des  décimales  négligées. 
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pourrait  s’accumuler  et  s’étendre  sur  les  dernières  décimale*  con- 
servées. 

598.  Le  log.  de  10  étant  connu  (578)  , plus  de  difficulté  sur 
la  divergence  (36a)  de  la  série  (A)  , puisqu’il  devient  facile  de 
la  rendre  convergente  , même  pour  les  nombres  les  plus  grands. 
Qu'on  demande,  par  exemple,  le  log.  hyperbolique  de  12389.  11  est 
clair  que  12389  = 1,2389  x 10000  = 1,238g  X 104.  Doue 
log.  1238g  = 4 log.  10  -f-  log.  i,238g.  En  faisant  x = o,258g  , la 
série  (A)  sera  convergente  , et  donuera  un  logarithme  qui,  ajouté 
à 4 log.  10,  produira  celui  qu'on  cherchait. 

5gg.  Si  au  lieu  de  1238g,  le  nombre  donné  était  o,ia38g,  on 
aurait  log.o,i238g  = log.  1 * =!og.  1,238g — log.  10.  De  même 

à 0,001 238g  on  substituerait  — -,  il  en  serait  ainsi  de  tous  les 

cas  semblables.  Nous  prévenons  seulement  qu'ici  le  log.  le  plus 
grand  étant  négatif,  il  faut  soustraire  le  plus  petit  du  plus  grand, 
et  écrire  le  reste  avec  le  signe  négatif,  selon  la  règle  ordinaire. 
Car  par  les  raisons  indiquées  (386),  on  ne  peut  appliquer  aux 
log.  hyperboliques  des  fractions  l’expédient  adopté  (344)  pour  les 
log.  vulgaires. 

400.  Mais  la  série  (F),  en  traitant  de  même  le  nombre  donné,' 
est  dans  tous  les  cas  bien  préférable  i la  série  (A),  pour  calculer 
le  logarithme  d’un  nombre  quelconque.  En  effet , en  réduisant  le 
nombre  1238g  à la  forme  i,a58g,  et  faisant  rrs=t,  on  aura 
$,n  ==  0,2589.  Avec  ces  valeurs,  on  n'aura  à calculer  que  trois 
termes  de  la  série  (F)  pour  former  avec  sept  décimales  exactes 
le  log.  cherché  , tandis  qu’il  faudrait  calculer  au  moins  huit  terme» 
de  la  série  (A)  pour  arriver  au  même  but. 

401.  Plus  le  premier  chiffre  du  nombre  donné  est  supérieur  à 
l’unité,  moins  la  série  (F),  sous  la  forme  (378)  , est  convergente 
daus  le  calcul  du  logarithme  de  ce  nombre.  Qn’on  demande, 
par  exemple,  le  logarithme  île  34ia  J’écris  3,412  x 1000,  et 

faisant  B=t,  j’ai  Cette  frac-' 

tion  est  plus  grande  que  o. 5.  Voyons  à l’obtenir  moindre,  en  donnant 
dans  la  série  le  signe  négatif  à J,n , (376),  Elle  sert  alors  pour 
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descendre  à un  logarithme  plus,  petit-,  et  pour  cet  effet,  ayant 
toujours  n = i , nous  devons  faire  34ia  =0,5412  X 10000.  Delà, 
puisque  de  log.  1=0,  nous  devons  passer  à log.  o,34ia,  nous  avons 

a»  = - °’6588-  Par  c°n*étloent  = — ^5*75  » fraction 

moindre  que  o,5,  comme  nous  le  desirions.  Donc  o,5  est  la  limite 
des  valeurs  , pour  se  déterminer  entre  les  deux  formes 

an  rt  • 

sous  lesquelles  on  peut  employer  la  série  (F). 

4oa.  Quand  d’un  logarithme  effectif  on  veut  passer  à un  autre, 
ea  se  servant  de  cette  série,  comme  on  l’a  fait  (5^8,  3g6),  on 
la  trouvera  d’autant  plus  convergente  que  le  nombre  n , dont  on 
connaît  le  logarithme  , sera  plus  grand,  et  que  $ n sera  plus  petit. 

403.  Le  célèbre  Lagrange  (Théorie  des  Fonctions,  a4)  a proposé 
de  nouveau  les  anciennes  formules  employées  par  Briggs  pour  le 
calcul  des  logarithmes  , formules  qui  exigent  des  extractions  réité- 
rées de  racines.  Je  me  plais  à croire  que  ma  formule  différentielle 
finie  (F),  bien  plus  facile  et  plus  expéditive,  quelles  que  soient 
d’ailleurs  les  abréviations  imaginées  par  le  premier,  atteint  le  but 
de  ce  grand  Géomètre,  de  substituer  le  calcul  fini  au  calcul  infi- 
nitésimal. 

404.  Mais  il  est  temps  d'appliquer  à quelques-uns  (35a)  des  objets 
principaux  de  ce  Traité,  les  formules  générales  données  ci-dessus. 

Proposons-nous  ce  problème:  L’arc  étant  donné , trouver  le 
logarithme  du  sinus , du  cosinus  et  de  la  tangente  de  cet  arc. 

405.  Puisque  (S7S>  â >og-  ^.A  = = 

&A  coi.  A = B>A  (^  — 7 — 3^  — 3T^  — etc.),  (3oo), 

j’aurai,  en  intégrant  (307,  ato),  et  introduisant  le  module  M, 
sans  quoi  l'on  n’aurait  que  le  logarithme  hyperbolique, 

log.  sin.  A = log.  A — M ( ^ -f-  -f-  ÿr~f,7,a  + 

A>  A' 63 1 A" 

fPÏ5*.7.8  3*. 5’. 7. 9. 11  5*. 51 .6.7*. g*.  11 . i3 

%A'* 36 17^'* -v 

. à". 5*. 7*. 9*.  11 . i3  ”■  3*.53.7*-9*.ii.i3. 15.16.17  6 C'/ 
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406.  On  a de  même  $ log.  cos.  A = ^ cm.  A *"V  i 

^ tn  6 cos  w cos.W 

= — $ tang.  A — — $ A Ça  + ~ -j- -j-  etc .)  , (381  ). 
Donc,  en  intégrant,  (206), 


, A*_ 

.9  ■+■  3.4 
. 691  A" 

5‘-7  9*  è’.G^.gV 

939669  yl16 

8-5‘.7*9‘.h. 


log.  cos.  A = - Jif  (~  + ^ + 5^  + 

logaa  y#'< 


1 S-5^*7V9,.ii.i3 


f 6 \ 

TT3~n;  + e,c-)' 


logarithme  négatif,  qu’on  rend  positif',  tel  qu’il  est  dans  les  tables  ,' 
de  la  manière  indiquée  (343 J. 


407.  Enfin,  comme  log.  tang.  A = log.  sin.  A — log.  cos,  A , 
il  suffit  de  prendre  la  différence  entre  les  deux  séries  que  nous 
venons  de  trouver  ; et  en  réduisant , uous  aurons 


log.  tang.  A = log.  A + M (£  + Z±  + + 

y y/ A1  , \46A'‘  , _ i4i4477-1'*  i 

3.4. 3*. 7.9  ' 3. 5*. 9*.  11  3'.5‘. 7’. g’.  1 1 ■ i5  T 

33764^'* 16931 177  A'6 , . \ 

5*. 5*. 7*. 9*. 11. i3  3.3‘.5'.7-9*.i i . i3.i 5. 17  '/ 


408.  A la  rigueur , celle  de  ces  trois  séries  qui  est  relative  au 
cosiuus  est  la  seule  qui  réponde  exactement  à l’énoncé  du  problème, 
puisque  les  deux  autres  exigent  qu’avec  l’arc  on  connaisse  encore 
son  logarithme.  Mais  ce  logarithme  se  calcule  promptement  par 
les  moyens  que  j’ai  enseignés  (400,  4°')  > et  ceux  que  j'ajouterai 
(4«5,  4t8). 

409.  Ces  trois  séries  que  j’ai  publiées  pour  la  première  fois 
en  1794»  ( Società  Italiana , Tom,  vu),  sont  les  plus  faciles  à 
former,  et  les  plus  commodes  que  je  connaisse,  pour  calculer  immé- 
diatement le  logarithme  d’une  ligne  trigonomélrique  quelconque. 
Mais  s’il  s'agissait  de  construire  des  tables  (a5a),  il  me  semble 
que  la  voie  la  plus  courte  serait  de  calculer  les  sinus  en  nombres 
naturels,  par  les  moyens  rapides  exposés  (3i6)  , puis  d'en  tirer  les 
logarithmes  par  la  méthode  expéditive  que  j'ai  indiquée  (4<>o,  4°0* 

410.  De  quelque  manière  qu’on  s’y  prenne,  le  travail,  au-delà 
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île  45°,  Se  réduit  à de  simples  soustractions.  Si,  frisant  usage  de  la 
formule  (4oG) , vous  avez  formé  les  logarithmes  des  cosinus  de  o* 
3 45“,  vous  obtiendrez  les  logarithmes  des  sinus  correspondans , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  cosinus  de  90’  à 45%  au  moyen 
de  l’équation  (1.6e),  qui  donne  celle-ci,  log.  sin.xf=log.  sin  .iA 
— log.  a — log.  cos.  A ; pourvu  que  vous  vous  serviez  de  cette 
dernière  en  descendant  de  45“  à 0“ , pour  les  valeurs  de  A,  parce 
qu’ülors  log.  sin.  a A sera  toujours  l’un  des  logarithmes  déjà  trouvés. 

4n.  Si  au  contraire  vous  avez  commencé  par  calculer  les  loga- 
rithmes des  sinus  de  o’  à 45’,  conformément  à la  méthode  (409); 
alors,  pour  obtenir  les  logarithmes  des  cosinus  correspondans,  vous 
emploierez  la  dernière  équation  ci-dessus,  en  la  changeant  ainsi, 
log.  cos.  A = log.  sin.  a A — log.  a — log  sin.  A.  Mais  en  se 
servant  de  celte  formule,  il  faut  assigner  à A,  d’abord  toutes 
les  valeurs  de  o’  à aa’,  puis  celles  de  34’  à 44’»  ensuite  celles 
de  a3’  à 38’ , et  enfin  celles  de  3i*,  3a’ , 33’  et  39’.  Pour  3o“,  et 
même  aussi  pour  45’  et  Go’ , il  est  mieux  de  se  servir  des  for- 
mules (3o4). 

4ia.  Après  avoir  formé  les  logarithmes  des  sinus  ou  cosinus  de 
tout  le  quart  de  cercle,  on  aura  promptement  ceux  des  tangentes, 
au  moyen  de  la  formule  (I.  31*)  qui  donne  log.  tang.  A =; 
log.  sin.  A — log.  cos.  A. 

4i3.  J'ai  donné  des  méthodes  pour  former  les  logarithmes  avec 
un  nombre  illimité  de  décimales  ; mais  comme  il  semble  difficile 
que  vingt  décimales  ne  suffisent  pas  dans  les  cas  les  plus  extraor- 
dinaires , j’ai  mi»  à la  fin  de  cet  Ouvrage  la  table  (BB)  qui 
sera  d’un  grand  secours , comme  nous  le  verrons  bientôt.  Je  l’ai 
tirée  de  Gardiner , en  me  bornant  aux.  logarithmes  des  nombres 
premiers.  (Par  le  mot  logarithmes , nous  entendrons  toujours  à 
l'avenir  les  logariihmes  vulgaires,  (385),  ou  des  tables).  J’y  ai 
ajouté  les  fadeurs  de  ceux  des  nombres  composés  intermédiaires,, 
qui  ne  sont  divisibles  ni  par  a , ni  par  3 , ni  par  5 , parce  que 
ceux  qui  le  sont  se  distinguent  à la  première  inspection.  Il  sera 
facile,  par  le  moyen  de  cette  table,  de  former  au  besoin  les  loga-- 
rillimes  des  nombres  composés  : le  vingtième  chiffre  seulement 
pourra  se  irouver  inexact,  la  somme  des  décimalesaa-delù  n étant 
pas  donnée. 
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414.  Pour  éprouver  l’utilité  de  cette  table,  cherchons  la  racine 
cinquième  de  161900,  approchée  jusqu'à  douze  décimales.  Négli- 
geant les  deux  zéros  qui  n'influent  que  sur  la  caractéristique , nous 
chercherons  d'abord  le  logarithme  de  1619,  mais,  pour  plus  da 
sûreté,  avec  quatorze  décimales:  le  plu*  approché  que  donne  la 
table  est  celui  de  16a  ou  de  iCao.  Je  fais  n = i6ao,  et  j'ai 
$ n = — 1.  Donc  par  la  formule  (375), 


an+  &n 


I 


— o,  000  3o8  737  364  5g 


o,  000  000  000  009  8i 


Somme  — o,  000  5o8  374  4°* 


Le  double  de  cette  somme  multiplié  par  M,  comme  à l’ordinaire; 
donne 

— ^ Jog.  i6ao  = — 0,00036816578935 
log.  »6ao  as  log.  a +4  log.  3 -f-  log.  10  = 3,2095 i5oi454a63 

Différence  ou  log.  1619=  3,30934684875338 

Ajoutant  a à la  caractéristique , parce  que  le  log.  cherché  est  celui 
de  161900,  et  divisant  le  log.  par  5,  on  aura 

log.  t/161900  = 1,  041  84g  36g  ?5o  68. 

En  cherchant  dans  les  tables  ordinaires  à quel  nombre  correspond 
ce  log.  considéré  dans  ses  premières  décimales , on  trouve  que  le 
log.  le  plus  approché  est  celui  de  11,01  qu’on  a ensuite  avec  14 
décimales  par  la  table  (BB) , comme  on  va  le  voir. 

log.  1/161900  = 1,  04 1 849  36g  750  68 
log.  11, 01  es  log.  3,67  + log.  3=i,  04 1 787  3i8  971  75 

Différence  o,  000  063  o5o  778  g5 


En  appelant  # log.  n cette  différence  (qui  serait  négative , si  le 
logarithme  reconnu  le  plus  voisin  était  plus  grand  que  le  loga- 
rithme donné  ),  et  faisant  n—  11,0 1 , la  formule  (390)  donnera  la 
quantité  qu’il  faut  ajouter  à 1 1,01  pour  avoir  la  racine  cherchée.  La 

multiplication  de  la  valeur  de  $ log.  n par  celle  de  jj  se  fera 
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par  addition  , au  moyen  de  la  préparai  ion  (3g5)  -,  et  on  aura 

^1?/ ~~  = °'  000  *42  ®77  >98  57 

5 C ^ A/~~~)  = 0>  000  000  010  ao®  $4 

S ( ^"3/  ")  = °*  000  000  000  000  49 

Somme  o,  000  14s  887  4®G  00 

Eu  multipliant  cette  somme  par  n ou  par  11,01  , on  aura 
$11,01  = $n  = o,  001  573  190  340 
» = 11,  01 

Et  la  somme  ou  ^161900  = 11,  ou  573  190  340 

Ces  calculs  sont  courts  , si  on  limite,  comme  nous  l’avons  fait, 
chaque  opération  à 14  décimales.  Je  crois  même  qu'avec  les  moyens 
abrégés  que  j'ai  donnés  , cette  méthode  est  plus  expéditive  que 
celle  de  Halley , dont  les  formules,  qui  d'ailleurs  ne  peuvent  donner 
qu'un  nombre  limité  de  décimales  exacte* , ont  été  généralisées 
par  l’Abbé  Marie. 

4i5.  Après  avoir  vu  l’usage  qu’on  peut  faire  de  nos  formules, 
ainsi  que  de  la  table  (BB) , pour  l’extraction  des  racines , on  pourra 
facilement  en  faire  l’application  à la  recherche  des  logarithmes  des 
lignes  trigonométriques , ou  d'un  nombre  quelconque.  Qu’on  de- 
mande, par  exemple  , avec  vingt  décimales,  le  logarithme  de  l’arc 
de  i*,  dont  nous  aurons  besoin  par  la  suite.  Je  prends , avec  vingt- 
deux  chiffres,  la  valeur  de  cet  arc  dans  la  table  (AA);  puis  j'observe 
qu’en  séparant  les  quatre  premiers  chiffres  à gauche,  et  les  consi- 
dérant , pour  plus  de  commodité,  comme  un  nombre  entier,  je 
puis  en  avoir  le  logarithme  par  la  table  (BB),  puisque  log.  4848  = 
log.  3 -f-  4 log.  2 -I-  log.  101.  Soit  donc  4848  = n , et  appelons  $ n 
les  dix-huit  chiffres  qui  suivent;  nous  aurons,  en  négligeant  dans 
le  dénominateur  les  décimales  inutiles  (33a)  pour  la  division, 

___  o,  81  » 09 5 q55  8qq 

fan  """  3696,  i3t>  811  095  359  9 
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En  ra'culant  seulement  ce  terme  et  le  second , de  la  série  (F) , et 
multipliant  par  a M , on  aura 

$ lcg./i  = o,  ooooi  aa556  653 10  73710. 

Ajoutant  à cette  quantité  log.  3 , puis  41og.  a et  log.  soi, 
on  trouvera,  en  prenant  4 pour  caractéristique  (344) » attendu  que 
dans  la  valeur  de  l’arc  de  i#,  la  virgule  est  suivie  de  cinq  zéros, 
log.  i*  = 4,  68557  48668  33540  51953. 

Sans  le  secours  de  la  table  (BB),  ce  logarithme  aurait  exigé 
le  calcul  de  vingt  termes  de  la  formule  (F),  emplojée  comme  on 
l’a  vu  (401). 

Pour  avoir  , avec  exactitude  , même  le  dernier  chiffre  de  ce 
logarithme,  j’ai  pris  5,  et  non  4»  pour  le  vingtième  chiffre  de 
4 log.  a,  en  tenant  compte  des  décimales  ultérieures  de  log. a,  (4.3). 

4.6.  A log.  1*  ajoutez  le  logarithme  de  60,  que  vous  formerez 
au  moyen  de  la  table  (BB)  , et  vous  aurez 

log.  1'  = 6,4637a  6117a  07184  i5ao4. 

4.7.  Ajoutez  encore  à ce  logarithme  celui  de  60,  et  vous  auree 

log.  i*  = 8,  34187  75675  90827  08485. 

4.8.  Au  mojen  de  ces  trois  logarithmes,  on  obtient  sans  nulle 
peine  celui  d’un  arc  quelconque  de  la  table  (AA).  Si  l’on  veut, 
par  exemple,  le  logarithme  de  l’arc  de  40’,  à log.  4°  tiré  de  la 
table  (BB)  on  ajoutera  log.  1°,  et  on  aura  le  logarithme  cherché. 
Si  l’arc  était,  par  exemple  , de  40*  10'  = 34.0',  il  ne  s’agirait 
que  de  sommer  les  logarithmes  de  a4.o  et  de  1'.  Et  si  l’arc  s’éten- 
dait jusqu'à  des  secondes  et  même  des  décimales,  s'il  était,  par 
exemple,  4©“  10'  9',  8=  .44609',  8;  on  ajouterait  de  même  log.  ir 
au  logarithme  du  nombre  i446©9>8,  (400).  On  voit  à quel  point 
est  devenu  facile  le  calcul  de  log.  A , dans  les  séries  (4©5,  4°7)» 

4.9.  Comme  les  tables  de  logarithmes  sont  toujours  précédées 
des  instructions  nécessaires  pour  leur  usage,  pour  trouver  les  parties 
proportionnelles , etc. , nous  nons  dispenserons  d’en  parler. 

Les  logarithmes  à sept  décimales  des  tables  ordinaires  ne  suf- 
fisent pas  pour  donner  avec  exactitude  les  secondes  et  les  dixièmes 
de  seconde  pour  les  cosinus , depuis  0°  jusqu’à  iS*  environ.  Lors- 
qu’on désirera  une  pareille  précision  , on  pourra  l’obtenir  pour  les 
cosinus  entre  5*  et  i5°,  en  faisant  les  calculs  en  nombres  naturels. 
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ft  se  servant  îles  tablés  de  cette  espèce.  Si  le  cosinus  donné  répond 
à un  arc  moindre  que  de  5”,  ou  qn’ôn  veuille  faire  usage  des  loga- 
rithmes, il  faudra  les  former  et  les  employer  avec  autant  de  déci- 
males qu'on  le  croira  nécessaire-,  et  alors,  pour  trouver  à quel  arc 
correspond  le  logarithme  d’un  cosinus,  on  calculera  d’abord,  par 
l’une  des  formules  ( 388 , 3çjo  ) , le  nombre  auquel  répond  le 
logarithme  donné;  puis,  par  les  méthodes  enseignées  (3aa),  l’arc 
auquel  répond  ce  nombre  lui-même.  Au  surplus  nous  chercherons 
des  expédions  pour  éviter  ces  cosinus  autant  qu’il  sera  possible , 
dans  l'usage  des  formules  pour  la  résolution  des  triangles. 

4ao.  Le  calcul  par  logarithmes , très-expéditif  de  sa  nature  , le 
devient  encore  davantage  par  l’usage  du  Complément  arithmé- 
tique t opération  qui  transforme  la  soustraction  en  addition , ainsi 
qu’il  suit.  Que  l’on  ait  à retrancher  579  de  895  ; il  est  clair  que 
8g5  — 579  = 8g5  “H  1000  — 579  — 1000  — 895  -f-  — 

jooo  = 3 16.  Je  puis  donc,  au  lieu  de  retrancher  579  de  8y5 , 
ajouter  4?i  à ce  dernier  nombre , (ce  qui  me  donnera  pour  somme 
i3i6  ),  pourvu  que  dans  ia  somme  je  supprime  une  unité  du  même 
ordre  que  celle  dont  cette  somme  s'est  accrue  par  l'opération.  Dans 
notre  exemple  cet  ordre  est  celui  des  unités  de  mille;  il  faut  donc 
supprimer  une  unité  de  mille  dans  la  somme  i3i6,  et  nous  auront 
516  = 895  — 579.  Actuellement,  si  l’on  compare  4a  1 à 579,  on 
trouve  que  4 et  3 sont  la  différence  ou  le  complément  de  5 et 
de  7 à 9,  et  que  1 est  le  complément  de  9 à 10.  Donc  pour  opérer 
par  le  complément  arithmétique,  il faut , au  lieu  du  nombre 
qu'on  doit  soustraire , écrire  le  complément  à g de  chacun  de  ses 
chiffres , excepté  le  dernier  à droite,  dont  on  écrira  le  complément 
à 10  ; faire  ensuite  l'addition , et  supprimer  dans  la  somme  une 
unité  dit  même  ordre  que  celle  dont  cette  somme  a été  augmentée 
par  cette  opération.  Cette  suppression  ne  cause  aucun  embarras 
dans  les  calculs  par  logarithmes,  parce  qu’elle  tombe  toujours  sur 
les  dixaines  de  la  caractéristique , qu’on  omet  déjà  par  la  règle 
donnée  (346).  Par  le  dernier  chiffre , on  entend  le  dernier  effectif; 
car  les  xéros  qui  seraient  à la  fin  du  nombre  à soustraire,  s'écri- 
raient tels  qu’ils  sont;  mais  on  écrira  9 au  lieu  de  chacun  de  ceux 
qui  se  trouveront  entre  les  chiffres  effectifs.  Au  premier  aspect,  tout 
cela  parait  devoir  embarrasser  le  calcul  plutôt  que  le  faciliter;, 


92  C11AP.  VII.  APn.ICATI05  DF.S  LOGAfilTIIMrS 

mais  la  pratique  fera  reconnaître  l’avantage  de  l'emploi  dn  com- 
plément arithmétique.  Nous  en  ferons  un  usage  continuel  dans  nos 
exemples.  Pour  le  moment  il  suffit  de  dire  que  quand  on  en  a 
l’habitude,  il  ne  coûte  pas  plus  d’écrire,  au  lieu  d’un  logarithme, 
son  complément  arithmétique,  que  de  copier  ce  logarithme  tel  qu’il 
se  trouve  dans  la  table.  D'ailleurs  si  on  examine  la  conversion  du 
log.  négatif  en  logarithme  positif  (543),  on  verra  qu’elle  se  réduit 
à prendre  le  complément  du  logarithme  négatif.  La  cotangente 
a donc  pour  logarithme  le  complément  arithmétique  de  celui  de 
la  tangente  , et  vice  versd ; puisque  (I.  3ar),  log.  tang.  A = log.  r 
— log.  cot.  A — — log.  cot.  A , (555).  Ou  en  doit  dire  autant  du 
cosinus  et  de  la  sécante  (3<3) , et  du  sinus  et  de  la  cosécante  (37). 

4ai.  Si  les  logarithmes  sont  utiles  pour  les  multiplications,  les 
divisions,  les  élévations  aux  puissances,  et  les  extractions  des  ra- 
cines, ils  semblent  incapables,  par  leur  nature,  de  se  prêter  au 
calcul,  quand  il  s’agit  des  additions  et  des  soustractions.  Il  est 
sans  doute  à propos  de  recherejier  les  expédiens  les  plus  commodes 
pour  surmonter  eette  difficulté. 

422.  Soit  à calculer  une  équation  de  cette  forme  , x = ab-{-  ccf , 
dans  laquelle  ab  et  ai  représentent  deux  termes  composés  chacun 
de  facteurs  et  de  diviseurs  monomes,  quels  que  soient  leur  nombre 
et  leur  nature.  Le  moyen  le  plus  court  pour  trouver  la  valeur  de  x, 
en  calculant  l’équation  par  logarithmes , est  en  général  de  chercher 
le  nombre  correspondant  à log.  ab  = log.  a -(-  log.  b , et  de  la 
même  manière  le  nombre  correspondant  à log.  cd  ; ensuite  de 
prendre  la  somme  de  ces  deux  nombres. 

4a3.  Mais  si,  par  exemple,  x est  une  ligne  trigonoraétrique  j 
pour  trouver  à quel  arc  elle  répond  , il  est  plus  avantageux  de  se 
servir  des  tables  trigonométriques  en  logarithmes  que  des  tables  en 
nombres  naturels.  Car  daus  les  premières,  à cause  de  leur  usage 
bien  plus  fréquent , on  a inséré  les  différences  entre  les  logarithmes 
contigus , et  par  ces  différences  on  trouve  promptement  les  se- 
condes, dixièmes  de  seconde,  etc.;  avantage  que  n’ont  pas  ordinaire- 
ment les  tables  trigonométriques  en  nombres  naturels. 

424.  Par  la  même  raison,  si  ab , ou  si  ab  et  cd  étaient  des  lignes 
trigonométriques,  il  serait  à desirer  de  n’avoir  pas  à les  chercher 
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dam  ces  dernières  tables,  et  de  pouvoir  résoudre  l’équation  par 
les  logarithmes. 

4î5.  Nous  donnerons  donc  deux  moyens  pour  trouver  le  log. 
de  l'inconnue , eu  résolvant  l'équation  proposée. 

J'écris  l’équation  comme  il  suit  : x zss  ait  je  prends 

le  nombre  correspondant  à log.  j’y  ajoute  l’unité,  et  j’ai  ainsi 
le  nombre  -f-  , dont  je  prends  le  log. , auquel  j’ajoute  celui 

de  ab  déjà  trouvé  en  calculant  log.  — ; la  somme  est  log.  x. 

426.  Le  second  moyen  n’est  pas  moins  général,  et  il  a l’avan- 
tage particulier  de  dispenser  de  l’usage  de  la  table  des  logarithmes 
des  nombres,  lorsque  toutes  les  quantités  contenues  dans  l’équa- 
tion sont  des  lignes  Irigonométriques.  Je  prends  dans  l’équation 

réduite  (4a5)  le  binôme  1 -f-  et  je  le  compare  avec  le  second 


membre  de  l’équation  = 1 -f-  tang.'A , (I.  19').  Si  donc  je 


suppose = tang.'A , supposition  qu’on  ne  peut  contester,  puis- 


qu’une taDgente  peut  avoir  (49, 61) , toutes  les  valeurs  imaginables  ; 
j’aurai  1 -f-  ~ = et  par  conséquent  x as  L’équation 


tang.'A  = ^ me  donne  tang.  A = l/  ~ ; 


son  moyen  l'arc  A,  je  prends  dans  la  table  , à côté  de  log.  tang.  A, 
le  logarithme  de  cos.  A,-  et  je  l'emploie  dans  l’autre  équation 

x = ^T\‘  Donc,  en  séparant  en  deux  parties  l’équation  donnée, 

on  peut  en  faire  le  calcul  par  logarithmes  avec  bien  plus  de  facilité 
qu’en  employant  les  méthodes  données  jusqu’à  présent  par  Lacaille 
et  autres  auteurs  qui , en  pareil  cas,  emploient  la  formule  (II.  içf). 

Cette  transformation  m’a  été  particulièrement  utile  dans  ma  so- 
lution du  problème  dont  l'objet  est  de  déterminer  le  moment  du 
plus  grand  éclat  de  Vénus;  solution  imprimée. d’une  manière  très- 
fautive  dans  l'Encyclopédie  méthodique  , à Paris  , et  ensuite  avec 
quelques  fautes  encore  dans  l’ Astronomie  de  Lalande,  art.  1198. 
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437.  Au  lieu  de  l’équation  (I.  19e),  on  peut  prendre  indiffé- 
remment celle-ci  , = 1 4-  cot.”  A , ( !..  4«  ).  En  faisant 

cot.  A = I /‘Â , on  aura  x = 

y ab.  sio.'A 


428.  Donnons  un  exemple  de  ces  sortes  de  transformations. 
Etant  donnés  les  log.  des  sinus  et  des  cosinus , et  par  conséquent 
(4>a)  «les  tangentes  des  deux  arcs  de  i”  et  de  a*;  cherchons  le  log. 
de  sin.  3°  par  cette  formule,  sin.  3°  = sin.  a* cos.  i*  -f-  cos.  a”  sin.  i”, 
(II.  i®).  En  la  comparant  à la  formule  générale  (422),  on  a 
sin.  3*  = x,  sia.  a°  cos.  1*  = ab , sin.  i”  cos.  a"  = cd.  Donc  (425), 


sin.  3“  = sin.  a°cos.  i*fi  -f-T— -- cn’'' a°)  = sin. a*  cos. i” ( x 

\ «m. a"  co».  1 V \ ' tang. 9*/ 

Par  conséquent  en  faisant,  comme  ci-dessus  (426),  tang.  A = 


on  aura  sin.  3*  = 


sin.  a”  cos.  I 
cos. ‘A 


Calculons  par  loga- 


rithmes les  deux  dernières  équations  : 


log.  tang.  1*  = 8,3419215 
(I.  3ae),  log.  cot.  3’  = 1,4569163 

Somme  9,6988377 

La  moitié  de  cette  somme  (34g),  ou  log.  tang.  A = 9,8494188. 
Ce  log.  répond,  dans  les  tables,  à tang.  35*  i5'5y".  Il  faudrait 
actuellement  soustraire  deux  fois  le  log.  du  cosinus  de  cet  angle, 
de  la  somme  de  log.  sin.  3*  et  de  log.  cos.  i\  J’évite  ces  sous- 
tractions en  écrivant  deux  fois,  au  lieu  de  log.  cos.  35”  i5'  37*, 
son  complément  arithmétique,  et  je  n’ai  qu’une  seule  addition  à 
faire. 

log.  cos.  i”  = 9,9999338 
log.  sin.  a’  = 8,5428193 
compl-  log.  cos.  35"  x5'  37'  = 0,0880336 

0,0880336 


Somme  ou  log.  sin.  3*  = 8,7188002 
Et  tel  est  en  effet , dans  les  tables,  le  logarithme  de  ce  sinus. 

43g.  Il  est  bon  d’observer  que  dans  ces  sortes  de  calculs  il 
n’est  pas  nécessaire  de  chercher  l’angle  A lui-même.  Par  exemple 
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dans  ce  cas-ci , il  suffit  de  connaître  le  log.  de  la  tangente  de  cet 
angle  pour  déterminer  immédiatement  celui  de  son  cosinus , seule 
quantité  dont  on  ait  besoin.  Lin  effet  , que  l'on  prenne  la  différence 
de  log.  tang.  À,  c’est-à-dire,  dans  notre  exemple,  de  9.8494188, 
au  logarithme  le  plus  voisin  dans  les  tables  : ce  logarithme  est , dans 
celles  de  Gardiner,  9,84943a3  = log.  tang.  35°  »5'  40*;  et  sa 
différence  à celui  de  tang.  A est  0,00001 35.  Que  l’on  prenne  aussi, 
dans  ces  tables,  la  différence  de  447  > ou  0,0000447,  1®*  deux 

logarithmes  les  plus  proches,  en  plus  et  en  moins,  de  log.  tang.  A. 
Enfin,  qu’après  avoir  pris  encore  la  différence  149  entre  les  deux 
logarithmes  correspondans  des  cosinus,  on  fasse  la  proportion 
447  : «35  ::  >49  : x,  et  la  valeur  de  x sera  celle  qu’on  doit 
ajouter  dans  ce  cas  à log.  cos.  35°  i5'  4°'  qui  te  trouve  dans  la 
table,  pour  avoir  le  logarithme  cherché  de  cos.  A. 


43o.  Si  l’éqnation  à calculer  avait  cette  forme,  xx=.ab — cd-, 
en  écrivant  x=cd  — 1),  le  premier  mojen  indiqué  (4a5) 

t’y  appliquerait  avec  une  égale  facilité,  en  retranchant  l’unité 
au  lieu  de  l’ajouter. 


4S1.  Quant  à la  a®  méthode,  on  comparera  le  binôme  ~ — s 
au  second  membre  de  l’équation  (I.  33e),  tang.*  A = — ». 


En  procédant  comme  on  a fait  (426),  on  aura  cos 
et  x = cd  tang.’A. 


45a.  Si  on  a < 1 , comme  on  ne  peut  avoir  — î — <r  i , 

ca  * cos.*  A 9 

parce  qu’alors  tang.  A serait  imaginaire , on  ne  doit  plus  se  servir 
de  la  formule  (I.  33e)  pour  en  tirer  la  quantité  de  comparaison) 

mais  alors  on  écrira  x = — cd  ^ ; et  prenant  l’équation 

(I.  3e),  sin.*A  sa  1 — cos/A,  on  fera  co».  A = ^ , et  on 

aura  x — — cd  sin.'A. 

433.  On  peut  prendre  également  l’équation  (I.  18e),  cos.*A=  » 
—sin.'A-,  et  faisant  sin.  A = K// ^ , on  aura  x = — cd  cos.* A* 


gG  Ciur.  VU.  APPLICATION  DES  LOGARITHMES 

434.  Soit  niainlenaat  l'équation  générale  y = «&  rfc  ce/ ri:  ç/. 
(Dans  cette  équation  et  clans  les  équations  générales  qui  suivent, 
le  signe  double  embrasse  tous  les  cas,  et  la  règle  donnée  (30)  n’a 
point  ici  son  application).  Je  fais  ab  de.  cd  = x ; je  cherche 
log.  x par  les  moyens  que  je  viens  de  donner  (4a5  à 433)-, 
ensuite  par  les  mêmes  voies  je  résous  par  logarithmes  l'équation 

J ' = *=*=  ef 

De  cette  manière  on  pourra  calculer  un  polynôme  quelconque 
par  logarithmes. 

455.  Soit  enfin  l’équation  très-générale  j£‘. 

Réduisez  par  les  règles  précédentes  le  numérateur  à un  seul  loga- 
rithme; faites  la  même  opération  poux  le  dénominateur,  et  l'équa- 
tion sera  résolue  par  logarithmes. 

436.  Et  si  ie  second  membre  est  ou  en  partie  ou  en  entier  affecté 

de  signes  radicaux;  si  on  a,  par  exemple , z = ^ ab  ~ c<t  ± rf 

ÿ(dB±CD)±.EF±t  te. 

alors  log.  y Çab  dfc  cd  ± ef  dr  etc.  ) = ^ log.  ( a b ± cd  =b 

ef  ± etc.)  , et  on  a de  même  log.  ÿ(AB  =fc  CD)  = ^ X 

lpg.  {AB  rfc  CD).  11  ne  reste  donc  qu'à  suivre  les  règles  données 
pour  trouver  le  logarithme  d’un  binôme  ou  d'un  polynôme , sauf 
la  division  convenable  par  l’exposant  du  radical. 

Mais  comme  les  racines  quarrées  sont  celles  qui  s’offrent  le  plus 
souvent  dans  les  diverses  opérations,  nous  alloua  donner  des  formules 
particulières  qui  nous  seront  très-utiles. 

437.  Avant  d’y  passer,  je  dois  faire  une  observation  que  fait 
naître  lu  formule  (435),  et  qui  s’applique  à toutes  les  autres.  Quand 
les  deux  termes  d’une  fraction  renferment  des  quantités  identiques 
ou  qui  ont  de  l’aflinité , il  y a toujours  moyen  d’en  varier  avan- 

. _.  . a cos.  B 

tageusement  1 expression.  Si,  par  exemple,  on  a z = ~_usin  jj* 

alors  011  peut  supposer  (433)  cos.  A = t/<*  sin.  B , et  l’on  aura 

« = » expression  qui  devient  plus  simple  et  plus  expéditive 
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font  le  calcul , ai  on  substitue  la  valeur  de  a tirée  de  l'équation 
précédente.  Car  alors  onaz  = cot.  B cot.*A, 


438.  Soit  maintenant  x==  V(p'-hq')\  on  aura  (26),  x — px 
(1  -f-  En  comparant  ce  dernier  radical  avec  tang.'A), 


(I.  19e),  on  aura  tang.  A = J , et  x = Par  la  simplicité  de 
ces  équations,  on  voit  que  la  proposée,  x = \/(p'  -f-  q%)  , est 
une  de  celles  auxquelles  cette  espèce  de  transformation  s’appliqua 
arec  le  plus  d’avantage. 

439.  On  trouverait  la  même  chose  en  suivant  la  règle  générale 
(435).  Alors  log.  x = ± log.  ( p • + q')  = i log.  p ' (1  4. 2!)  = ]0g.p 

+ Ï log-  (*  ■+■  p.-);  et>  (4a6)>  p — tang.'A,  ou  | = tang.A; 

De  même  1 + p = (~ü)  i donc  i log.  (»+£)  = log.  ^ 

Et  par  conséquent  log.  x = log.  p + log.  — L_,  on  x = — E_ 

0 co».  A co«.  A 

440.  En  comparant  + avec  /(i  -f-cot.*A)  , (I.  4'), 

on  a aussi  cot  .A  = - , et  x = — . 

.p  sin.  A 

44» • Si  l’équation  était  de  cette  forme,  x=  | /(p'  -\-rst‘); 
elle  se  réduirait  à la  précédente  x = y/(p‘~ q‘) , en  mettant 

rr<*  au  lieu  de  q'-,  et  on  aurait  tang,  A = - t /rs  et  x = p 

0 P co».  A * 

ou  cot.  A = - 1 /rs  et  x = — £_ . 

P »m.  A 

443.  Soit  à présent  * = y/{  p1  — q'  ).  Les  log.  s’appliquent 
aisément  à ce  cas,  parce  qu'alors  x=  y/(p — q ) (p  + q).  Mais 
si  p ou  q , ou  l’un  et  l’autre , sont  des  lignes  trigonométriques  (4a3), 
ou  que  1 on  ait  seulement  les  logarithmes  de  p et  de  q , sans  avoir 
leur  valeur  en  nombres  naturels,  il  faut  alors  recourir  à l'une  des 

deux  formules  (I.  3«,  48e);  et  faisant  x:=pj/(i  — on 

aura  p — C0Sl  A et  x = p sin.  A,  ou  2 ==sin.  A et  x = p cos.  A. 

44^*  Enfin  toute  expression  comparable  à l’une  quelconque  des 

i3 


CHAP.  VU.  APPLICATION  DES  LOGARITHMES  , efC. 
formules  trigonométriques,  pourra  se  résoudre  et  se  calculer  par- 
le moyen  des  tables  trigonométriques.  Soit,  par  exemple,  x = m x 


.+i 


Je  fais  (17),  x=m  x ? ; et  comparant  cette  fraction  avec 


1 a 


le  second  membre  de  la  formule  (II.  8e) ,* j’ai  ^ = tang.  B,  et 
x = m tang.  (45°  + B). 

444*  Lorsque  a et  i sont  des  nombres  , on  fait  l’addition  et 
la  soustraction*,  puis  on  calcule  immédiatement  par  les  logarithmes 

l’équation  x — m x ~~j*  La  réduction  à cette  forme  , quand 

elle  est  possible,  est  donc  quelquefois  préférable  aux  méthode» 
précédentes.  Soit,  par  exemple, 

n «in.  A 

tang.  X — — r , 

0 1 -f-  n co».  A 

équation  dans  laquelle  x est  inconnue  j et  soit  demandé  de  con- 
vertir cette  équation  en  celle-ci , 


tang.  ( t A — x)  . 


1 -+•  n 


X tang.  4 A , 


qui  est  plus  commode  pour  l’usage  des  logarithmes,  en  supposant 
que  n soit  un  nombre. 

Or  fl  8e  a50  - """  A = a-tang.i  A / , »-u<lA\ 

' ' ’ i-pncos. A t-f-tang*JA  \ ^ 1 -f- tang.*  J A/ 

_ — an  tang.  4 A — _ fang.  x f)onc  ( 1 4.  n ) tang.  .1 

1 + n-f  (1 — n)  tang.*|  A 6 x ' * 0 

(1  — n)tang.*  4 A tang.  x — an  tang.  4 A = tang.  4 A(i  4-n — 1 — «)  ; 
et  en  transposant , tang.  4 A ( 1 — «)(i  + tang.  4 A tang.  x ) = 

( * -f-  n ) ( tang.  i A — tang.  x ).  Donc  tang.  4 A X 7^  = 
= tang.  ( . A - x),  (IL  6*). 

» ■+■  tang.  \ A tang.  * b v « •"  x J 


Si  l'équation  à convertir  était  tang.  x = g ^ , on  ferait 


b . . 

— sin.  A 


tang.  x 


i -f — co».  A. 


— , puis  - = n* 
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Nous  voilà  en  état  d'entreprendre  la  résolution  des  triangles  dans 
tous  les  cas.  Les  commenqans  qui  seraient  pressés  d'y  arriver  et 
d’en  connaître  toutes  les  applications,  pourront  réserver  à un  autre 
temps  la  lecture  des  deux  chapitres  qui  suivent,  et  qui  renferment 
un  grand  nombre  d’opérations  analytiques,  curieuses,  à la  vé  rité 
mais  non  nécessaires  pour  l’intelligence  des  autres  parties  de  cet 
Ouvrage.  Ces  deux  chapitres  d’ailleurs  , qui  supposent  plus  d’étude 
et  de  progrès,  sont  écrits  plus  succinctement  que  les  autres,  pour 
ne  pas  trop  augmenter  le  volume  4e  ce  Traité. 


CHAPITRE  VIII. 


Formules  trigonomctriques , compliquées  d imaginaires. 


445.  Il* n nous  arrêtant  aux  logarithmes  hyperboliques,  nous 
avons  (388),  n =1  •+-  log.'n  4-  1 log.*/i  + ^3  log.’n  4-  etc.,  et 
par  conséquent  W = 1 -f-  log.  ' n*  4-  3 log.*  n*  4-  etc.  = 1 
4- y log.'n  4-  -pi  log.*n  4-  - 3 log.’n  4-  etc.  Soit  n — e=  la 

base  des  logarithmes  hyperboliques,  (58g);  alors  log. nss  1 } on 
aura  donc 


er  = 1 H 1 

1 1 ».a 


*-Tn+rm  + etc: 


Et  si  x est  négatif. 


_ , IT  . .T* 

€ — * = I - f- 


1.3  1.3.0  ' 1 .3.3.4 

446.  Soit  actuellement  x = À {/—  1 j on  aura 


' etc. 


10O  CBAP.  VIII.  FORMULES  TRIGOKOMÉTRIQUES 

- , + ±y-'  _ AL  _ AV-,  ^ _A< 

AV— « 


r + 7x34  * 


i .2.3.45 
A 1/ — 1 

C-A  V— 1 — j 1 


elc. 


A*  AV— 1 A4 

1 i.a  1 .2.3  "■  i.a.3.4  ’ 

AV-  1 

r,  ■ .■  v — elc. 

1 .a.3.4-3 

447-  Maintenant  prenez  la  somme,  et  divisez  par  a;  vous  aurez 

eAv'-,+  ((-A^->  a*  . A4  A*  . 

— = 1 » . , + etc.  = cos.  A ,. 

a 2 a. 3. 4 a. 3. 4. 5. 6 

(aS5).  En  divisant  de  même  par  a , mais  faisant  la  soustractioa 
au  lieu  de  l’addition,  vous  aurez 


AV— 1 — av— 


- = 1 ( A — £3  ■+■ 


A» 


AT 


.3.4-5  a.  3>4  5. 6. 7 

+ efc.^  = sin.  A v/ — 1 , (267). 


448-  Ces  deux  équations  ajoutées  l’une  à l’autre,  et  soustraites 
l’une  de  l’autre,  quant  aux  premiers  et  derniers  membres,  donnent 
cav— > = cos.  A + sin.  A \/ — 1 
e~ av-i  = cos.  A — sin.  A v/ — 1. 

44g.  Divisez  la  première  de  ces  deux  nouvelles  équations  par 
la  seconde , vous  aurez 

en».  A + sin.  A y/ — 1 1 4 tang.  A y/—  1 

e ~~  cos.  A — sin.  Av/— 4 * — tang.  A\/—  i‘ 

45o.  La  solution  de  l’équation  entre  la  première  et  la  dernière 
de  ces  trois  valeurs  égales , donnera  pour  l’expression  imaginaire 
de  tang. A, 

*A  y/ — 1 ^ 

tang.  A = y—  X ^Av-~i~' 


De  cette  valeur , et  des  premier  et  dernier  membres  des  équa- 
tions (447)»  il  e»t  facile  (177)  de  tirer  de  même  les  valeurs  ima- 
ginaires des  autres  lignes  trigocométriques. 

45 1 . D’Alembert  a démontré  ( Dissert . sur  les  Vents) , que  toute 
expression  imaginaire  peut  se  réduire  à la  forme  P-]-Q  V — i>. 
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quantité  qui  devient  réelle,  lorsque  Q = o,  et  encore  par  l’addi- 
tion ou  par  le  produit  de  la  quantité  P — Q y/ — i.  "Voyons 
quelle  sera  l’ntilité  des  formules  ci-dessus,  en  opérant,  par  ces 
sortes  de  réductions,  dans  des  exemples  remarquables  d’exposans 
et  de  logarithmes,  les  uns  et  les  autres  imaginaires. 

45a.  Soit  proposé  de  transformer  l’expression  (u-f-ij/— i)'4-**''-! 
en  celle-ci , cos.  A -f-  sin.  A y/ — 1. 11  faut  trouver,  par  le  moyen 
des  données  a,  b,  g,  h,  la  grandeur  de  l’arc  A,  et  du  rayon 
dont  on  le  décrirait  (38). 


453.  Soit  donc  (n -h  b y/ — 1 )*+»✓-<  = cos.  A -f-  sin.  A*/ — t. 
En  employant  y/  — 1 avec  le  signe  négatif,  qui  convient  éga- 
lement à cette  quantité,  on  aura  (a  — by' — 1 = cos.  A 

— sin.  A y — r. 


454.  Multipliez  ces  deux  équations  l’une  par  l’antre,  et  transposez; 

vous  aurez  cos.*A  -j-  sin.’A  = (u  -f - b y — 1 )*  (a  -f-  by/ — 1 * 

(a  — b y/ — l'y  (a — by/ — 1)-^- > = («•+ b*y 
Soit  £ = tang.  x ; alors  (449) , 

455.  Donc  cos.*A  -f-  sin.’A  = (a*  -f- b')1  x e~ *1'  = R*,  (4a). 
Donc  ici  le  rayon  de  l’arc  A se  détermine  par  l’équation 

R = /(«•+£*)»  X e-*x. 

456.  De  plus,  si  l’on  divise  l’une  par  l’autre  les  deux  équations 
(453) , on  aura  («+ _ ^±;i?:AV~'  = **/-. 

(449)-  ^onc  = (gj^Z-iy  (»+*✓-  !)*<=■- 

(a— b ou,  (454), 


e'Av’-'  = * (a*  + 5*),^_'. 

457.  F.t  puisque  log.  e z=z  x , on  aura , en  employant  les  loga- 
rithmes , a A y — 1 = îgxy/ — 1 + h y' — 1 log.  («*+  b’)  ; et 
enfin,  en  divisant  par  2 y' — 1 , 

&-  = gx  + !*h  log.  (o*  + i‘)=fi  + log.  t/(a*  4-  bty , 


valeur  cherchée  , dans  laquelle  x se  détermine  par  a et  b , et  ai 
pour  rayon  l’unité , ($54).  . 
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458.  Si  l’on  exprime  par  le»  logarithme»  les  équations  (44o)> 
qu’on  divise  par  ai/  — i , on  trouve  A = — j — log.  SI*  1 

1 r r > ay — , 6 COS. A — sin.A  — i 

= —7 — log.  1 + ^ formules  très  utiles  dans  le  calcul 

2 y — 1 ° 1 — tang.  A V — 1 

intégral , pour  réduire  à des  arcs  de  cercle  les  logarithmes  ima- 
ginaires. 

4 5g.  Maintenant,  puisque  a-\-b  y1 — t est  l'expression  générale 
de  toute  grandeur  imaginaire  (/pi),  cherchons  la  réduction  du 
logarithme  de  ce  binôme  à la  même  forme  P -f~  Q y' — i. 

On  a alors,  dans  la  formule  (454)  comparée  à ce  binôme  , 
g = i , h = o ; donc  R = y/a'  -j-  b‘ , (455)  ; et  faisant  toujours 
~ = tang.  x , (454}  , un  trouve  (58) , cos.  A = cos.  x y' (a'  i*) , 

et  sin.  A = sin.  x a‘  -j-  b' ).  Donc  (453  ) a -f-  b y'  — 1 
— t/(<»*  + ô*)  (cos.  x -+-  sin.  x v/—  1)  = y (a*  -f-  b *)  e’*'— * , (448). 
D’où  résulte 

log.  (a  -f-  b v/—  1)  = i log.  («*-+-  b')  + x y/—  1 , 
et  par  conséquent 

\ log.  (a*  + b')  — P , et  x — Q. 

460.  Cette  forme  simple  se  retrouve  implicitement  dans  les 
logarithmes  (458).  En  effet,  écrivons  a A au  lieu  de  A dans  la 
première  formule  (44®)»  puis  expriraons-la  par  les  logarithmes; 
nous  aurons 

a Ky' — 1 = log.  (cos.  a A -f-  sin.  aA  y ' — t)  , 
équation  dont  le  premier  membre  est  le  même  que  dans  les  équa- 
tions (458),  si  on  multiplie  celles-ci  par  ay/ — 1.  Donc  aussi  les 
autres  membres  de  ces  équations  seront  égaux  au  second  membre 
de  celle  que  nous  venons  de  trouver. 

Ici  P = o = log.  1 , et  Q = a A. 

461.  V oyons  ce  qui  arrive  dans  les  équations  (448),  quand  on 
substitue  une  autre  base  à la  base  e des  logarithmes  hyperboliques. 

Soit,  (45a),  b = o , g=o  ; on  a de  suite  n‘ 1 = cos.  A 
sin.  A y — 1.  Mais  alors  x = 0 , (454)  5 R = * > (455)  , et 
A = ; h log.  a*  = h log.  a , (457).  Donc 

«*^t;  = cos.  (/<  log.  a)  sin.  (A  log.  a)  y/— ■ 1 , 
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«pression  dans  laquelle  log.  a est  un  logarithme  hyperbolique , 
puisqu'il  est  tiré  de  la  formule  (457). 

463.  Si  dans  le  dernier  membre  (458),  on  développe  l’expres- 

,ion  ,0S-  V — iaüg!  a v/^T  » au  m°yen  de  la  formule  (367) , toute 
la  série  qui  en  résultera  aura  aj/ — 1 pour  facteur.  Mais  on  a vu 
que  cette  même  expression  a aussi  a y/ — 1 pour  diviseur.  Il  suit  de 
là  que  les  imaginaires  s’évanouissent , et  il  reste  précisément  l'équa- 
tion (a5a).  Cet  exemple  fait  voir  comment  les  formules  imaginaires 
conduisent  à des  formules  réelles  : ce  dont  nous  allons  donner 
encore  une  preuve  remarquable. 

463.  En  écrivant  nA  au  lieu  de  A dans  les  équations  (448) , 
«n  aura , (ao) , 

g±  nA  y/—  1 — COSi  n\  s[n-  „A  \/ I. 

Mais  si  l'on  élève  à la  puissance  n chacun  des  membres  de  ce* 
mêmes  équations  (448) » on  obtient 

e-"A/— ' = (cos.  A =fc  sin.  A y/ — 1 )*. 

Doue,  (et  c’est  un  théorème  important  et  curieux), 

cos.  «A  dt  sin.  nAy/ — 1 = (cos.  A dfc  sin.  Ay/ — i)’. 

464.  De  même , en  mettant  nA  au  lieu  de  A , dans  les  équa- 
tions (447)  > on  a 

, cos.  nA  = (ei,Av— 1 -f.  *»—»**'—>)  : 2 

sin.  nA  = («"-'✓—■  — e~"Av'— *)  : ay/ 1. 

Maintenant  si  l’on  élève  à la  puissance  n les  équations  (448)  * 
leur  somme  et  leur  différence  donneront  enA'/~ 1 -f-  e — nA v1— ' — 

(cos.  A -f-  sin.  A y/—  i)’  4-  (cos.  A — sin.  A y/—  i)"j  e-AV-i 

g « a _ (cos.  A -f-  sin.  A y/—  «)'  — (cos.A  — sin. A y/ — 1 ) V 

465.  Qu  on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  ci-dessus  j 
on  aura 

COS.  nA  = * 4-  sin.  A y/ — i)*  -f.  (cos.  A — «in.  A y/ — 1)" 

a 

sin.  rtA  = ^C05’^  *4*  8*n-  ^ 0"  — (cob.  A — sin.  A y/ — i)* 

Dcveloppez , par  le  moyen  de  la  formule  de  Newton,  les  binômes 
<!e  ces  importantes  formules,  et  vous  verrez  disparaître  tous  les- 
radicaux  imaginaires. 


y'  •' 


104 


CHAPITRE  IX. 

É quations  et  Séries  trigonométriques , relatives  aux  arcs 

multiples. 

466.  Tout  arc  multiple  est  représenté  par  l’expression  hA,  dans 
laquelle  n exprime  un  nombre  quelconque  entier  ou  rompu  , po- 
sitif ou  négatif,  rationnel  ou  irrationnel , à moins  qu’il  u’ait  été 
déterminé  par  quelque  condition  ou  supposition.  Les  formules 
(463,  464»  466J  appartiennent  par  conséquent  aux  arcs  multiples. 
Mais  comme  elles  sont  embarrassées  d’imagiuaires,  nous  les  avons 
laissées  dans  le  chapitre  précédent , pour  ne  rechercher  dans  celui- 
ci  que  des  expressions  réelles.  Nous  en  développerons  un  grand 
nombre , quoique  nous  en  omettions  beaucoup , comme  moins 
utiles  et  plus  compliquées. 

467.  Trouver  la' formule  générale  du  sinus  de  l’arc  multiple , 
exprimé  par  les  puissances  du  sinus  de  l’arc  simple. 

Mettons  n A au  lieu  de  A dans  l’équation  (267) , nous  aurons 

Sin.  nA  = «A  *+■  - a,3.4.5,6,ÿ  + elc* 

Mais  l’équation  (a40  donne 


* n’A5  , 

; n A jf  + ■ 

fl.  3 1 î 


n7X7 

a. 3. 4-5-6. 7 


A.  . «n.'A  , awn.-n  . 3.5  «in.7  A . , 

= sm.  A -f-  XT  +T4T  +X4X-7“  + e‘C' 


As==  sin. 3 A + + ^3)  *in-’A  + e,c- 

As  = sin.‘A  -f-  —£-3—  •+-  e,c. 

A’  = sin. 'A  -f-  etc. 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  série  ci- dessus  j nous  trou-: 
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. njin.'A  . 3n»in.sA  , 3.5n»in.’A 

n À = n sio.  A ■+•  ■—  g— 

n'A.J  n*sin.3A 

~TJ  = 

A» 

i.3^.5 

n’A' 

a. 3. 4-5. 6. 7 


a. 4-5 

n1  sin. 5 A 

■-T4~‘ 


io5 
4-  etc. 


, b5  sin.  SA  .t 

+ Ï3T5'+' 


a.4-6-7 

3r  n3  sio.’ A 
a 3 .4'. 5-6 etC< 

tS^  + c‘c- 


n’sin.’A 


— etc. 


a. 3.4.5. 6.7 

Or  les  coefficiens  de  chaque  diverse  puissance  de  sin.  A se 
. . b— n3  n(n*— l)_  3»_ 

réduisent  aux  expressions  suivantes  : = - — • v* 

_ ül  _p. 

5.4^ 


~a7I  » i.4-5 
3.5n 


<\n  — IOB*-t-n> b (b*—  1)  (n*  — 9)  . 

a. 3.4. 5 a. 3. 4. 5 a.3-4-5  * a. 4-6. 7 

j7Bj  _ 5ns  n’  aa5n  — aSqn3  4-  35n5  — n’  

j.3.4.515  -*■  a. 3. 4-5.6  a. 3. 4. 5. 6.7  a.3.4.5.6.7 

_ n (n‘—  1)  (n*—  tp  (b*  — a5)  ponc  on  a ^ p0Ur  )a  formule  générale 
a. 3. 4*5. o .7 
clierchée , 

(a). . . sin.  «A  = » *in.  A — sinM-f-"^  *iû’,A 

- n{n'~>%7iïy—  ^'A  + ete- 


Formule  dont  la  loi  est  évidente. 

« 

468.  Cette  série  est  visiblement  finie , et  d'un  nombre  de  terme* 
exprimé  par  , quand  n est  un  nombre  entier , rationnel  et 

impair  ; elle  est  infinie  dans  tout  autre  cas.  Cependant  si  n est 
entier,  rationnel  et  pair,  la  somme  des  termes  se  réduit  à une 

expression  composée  d'un  nombre  jj  de  termes  multipliés  par  cos.A, 
ou  par  t/(i  — sin.'AJ.  Ce  qui  se  trouve  et  se  démontre  comme 
il  suit. 


469.  Soit  S le  second  membre  de  l'éqnation  (*);  on  aura 
sin.  nA  = =s  'Ç  ^ Zl'.n-A)-  Mais  par  le  binôme  de  Newton, 

on  a 1/(1  — sin.'A)  = i — ^ sin.'A  — sin.*  A — - ^ g sin.'  A 

— etc.  Divisez  S par  cette  série , et  vous  trouverez 
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"C"’  — .{) 


2.3 


sin.  5 A -f- 


(£)•  ■ . »in.  nA  = t/(i  — sin.*À)  Çn  sin.  A ■ 

ÏXP Mn’  A rkt.ï.B.y -sin.'A+etc.), 

série  qui  finit  évidemment  après  ^ de  termes,  quand  n est  pair. 

470.  Trouver  la  formule  générale  du  cosinus  de  Tare  multiple  f 
exprimé  en  puissances  du  sinus  de  l'arc  simple. 

L'équation  (a85)  donne 


cos.  n A = 1 — — A‘H — A* 
X 1 2.3-4 


; A*  + 


5 A* — etc. 


2.3.4. 5. S '1"ÏÏXT5T78j 

Substituez  les  valeurs  de  A*,  A*,  etc.,  en  les  formant  d’après 
l'équation  (341)  ; puis  réduisez  , et  vous  aurez 

(>)...  cos.»A=  1 -^in.*A+^»i„M-n^^f)sin.‘A 

_j_  n*(n* — 4)  (n* — 16)  (n* — 3fi)  . . . 

H O.4.5. 6.7. 8 *,n-  A ~ e,c- 

471.  On  voit  que  le  nombre  des  termes  de  cette  série  est  — V 

» a r 

quand  n est  rationnel  et  pair ; elle  est  infinie  dans  tout  autre  cas. 
Mais  on  la  rend  finie,  quand  n est  rationnel  et  impair,  et  alors 

elle  est  exprimée  par  de  termes  multipliés  par  cos.  A , ou 

par  4/(1  — sin.*A).  Tl  ne  s'agit  pour  cela  que  de  la  diviser  par 
ce  binôme  développé,  comme  on  l'a  fait  (469);  ce  qui  donne 


(/)...cos.  n A=  |/(i  — sin.*A)(i  — sin  ».  A sin.4  A 


q)  (n-_ ,5) 
3 . 3.4.5  0 


siu.'A 


+ etc.). 


473.  Quelle  que  soit  la  valeur  d en,  les  séries  (a)  et  (0)  sont 
égales  entre  elles.  L’une  des  deux  au  moins,  ou  toutes  deux  sont 
infinies.  Il  eu  est  de  même  des  séries  (7)  et  (J ) comparées  entre 
elles. 


473.  Trouver  la  formule  générale  du  sinus  de  l'arc  multiple ,. 
exprimé  par  les  puissances  du  cosinus  de  Tare  simple. 

Au  lieu  de  A dans  l’équation  (T),  qu’on  substitue  90“  — A; 
on  aura,  dans  le  cas  seulement  de  n rationnel  et  impair , 
eos. n (90* •—  A)  ==fc  sin.  «A,  («a»).  D’où 
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IO7 


| 

* - — cos.’A  -f- 

C..A+ «,c). 

Le  signe  positif  a lieu  quand  n = ^ m 1 , le  négatif,  quand 
n — ^m — 1,  m étant  un  nombre  entier  rationnel,  à partir  de  zéro. 

474-  Mettons  de  même  go’  — A,  au  lieu  de  A , dans  l'équa- 
tion ((8);  nous  aurons,  mais  seulement  pour  n rationnel  et  pair, 

(?) sin.nA  =s  db  ^/(i  — cos.*A)  (n  cos.  A — — cos.’A 

, n(n*  — 4)  ('** — t6)  «.  . \ 

+ "a .3. 4.^ col-5A  - Btc0  ; 


avec  le  signe  positif  quand  n — Ipn  -f-  a , négatif  quand  « = \rn. 

475.  Les  équations  (s),  (?)  ne  subsistent  que  pour  les  valeurs 
de  n que  nous  avons  assignées  pour  chacune  de  ces  équations. 
Toute  autre  valeur  donnerait  un  résultat  faux  , comme  il  est  aisé 
de  s’en  convaincre  par  la  méthode  (m).  Les  mêmes  limites  ont 
lieu  pour  les  deux  équations  qui  suivent,  (a),  (3-). 

476.  Trouver  la  formule  générale  du  cosinus  de  l'arc  multiple  » 
exprimé  en  puissances  du  cosinus  de  Tare  simple. 

Introduisons  , dans  l’équation  (a)  , 90°  — • A au  lieu  de  A ; nous 
obtiendrons,  mais  seulement  pour  n rationnel  et  impair , 


CO- 


COS 


••  n A = zjz  ( b cos.  A — ” ^ ^ 0 cos.  3 A -f^ 

n (n* — i)(n"—  q)  , 4 \ 

— 0.4  5 — cos-  A — etc-)  ; 

avec  le  signe  positif  quand  n = /pn  + 1 , et  le  négatif  quand 
n = 4m  — 1 . 


477.  Substituons  de  même  90°  — A,  au  lieu  de  A,  dans  liqua- 
tion (y))  nous  aurons,  mais  seulement  pour  n rationnel  et  puir9 


cos. 


»A=±(,  -Ïcos.-A  + Î^^  cos. *A  - 
\ a T * a. 3. 4 

n*  (n‘—4)  (n‘— |g)  , \ 

a.3.4.5  6 CO*'  A etc-)- 

I-e  Signe  positif  a lieu  lorsque  n — 4 m , et  le  signe  négatif,  quand 
n = 4m  — a. 

47&.  J ai  publié  pour  la  première  fois  , dans  le  tome  vu  des 
Mémoires  de  la  Société  Italienne,  les  huit  formules  précédentes  , 
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trouvées  par  des  méthodes  purement  trigononiélriqites  , et  qui 
.«'avaient  été  démontrées  à priori  par  personne  que  je  sache , si 
ce  n’est  la  Formule  (a)  par  Euler  {Cale.  Intdgr.  187).  Pour  la 
formule  (y),  il  s’est  servi  {ibid.  181)  des  formules  (464)  , après  les 
avoir  conclues  par  analogie.  {Anal,  inf,  s35.  ) 

47g.  On  exprime  encore  les  sinus  et  cosinus  de  l’arc  multiple 
par  les  puissances  indéterminées,  n,  {n  — a),  {n  — 4)  > etc.  drs 
sinus  ou  cosinus  de  l’arc  simple , comme  on  peut  le  voir  dans 
les  séries  (A),  (O*  (•*)*  (O  de  mon  Mémoire  cité  (478). 
J’omets  ici  ces  séries,  parce  qu’elles  ne  sont  pas  générales  pour 
une  valeur  quelconque  d en,  et  ne  servent  que  pour  les  nombres 
pairs  ou  impairs;  parce  que  d’ailleurs  elles  ont  ce  défaut,  que 
lorsque  l’un  des  termes  se  réduit  à zéro  , les  termes  suivans  ne 
s’anéantissent  pas;  enfin,  parce  qu'elles  ne  sont  absolument  néces- 
saires dans  aucun  cas. 

480.  En  substituant  successivement  à n les  nombres  naturels 
o,  1 , a,  etc.,  on  déduit  des  formules  (a),  (/3),  la  table  suivante. 

Sinus  des  arcs  multiples  , exprimés  par  les  puissances  du  sinus 
de  l'arc  simple . 

Sin.  o = o. 

Sin.  A = sin.  À. 

Sin.  3 A = a sin.  A \é{\  — sîn.’À). 

Sin.  3 A = 3 sin.  A — 4s*n,3A. 

Sin. 4 A = (4 sin. A — 8sin.5A)  \/{i  — sin.’A). 

Sin.  5 A = 5 sin.  A 20  sin.3A  •+■  16  sin.5A. 
etc.  ' * 

481.  Les  formules  (i),  (Ç)  produiront  de  la  même  manière  la- 
table  qui  suit. 

Sinus  des  arcs  multiples , exprimés  par  les  puissances  du  cosinus 
de  l’arc  simple. 

Sin.  o =0. 

Sin.  A = v/(i  — cos.’A). 

Sin.  2 A = 2 cos.  A y/(i  — cos.’A  ). 

Sin.  3A  = (4 cos.’A  — 1)  ÿ{i  — cos.’A). 

Sin.  4A  = (8  cos.’A  — 4-cas.  A)  i/(i  — cos.’A). 

Sin.  5A  = (iGcos.4A  — 12  cos.'A  -+-  j)  — cos.'A). 

etc. 
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483.  Des  formules  {»)  , ($)  naissent  celles  de  la  table  suivante. 

Cosinus  des  arcs  multiples,  exprimés  pur  les  puissances  du 
cosinus  de  Pure  simple. 

Cos.  o =1. 

Cos.  A = cos.  A 
Cos.  aA  = acos.’A  — 1. 

Cos.  5 A = 4 cos.5 A — 3 cos.  A. 

Cos.  4A  = 8cos.4A — 8cos.*A  -f-  1. 

Cos.  5A  = i6cos.5A  — aocos.’A-f-  5 cos.  A. 
etc. 

483.  Enfin  les  formules  (>),  (cf  ) fournissent  la  table  suivante. 

Cosinus  des  arcs  multiples , exprimés  par  les  puissances  du  sinus 
• de  Parc  simple. 

Cos.  o =1. 

Cos,  A = ^/(i  — sin.'A). 

Cos.  2 A — x — a sin.’A. 

Cos.  3 A — (1  — 4sin.*A)  y/(i  — sin.’A). 

Cos.  4A  = 1 — • 8 sin.*A  + Ôsin/A. 
etc. 

Nous  verrons  (84a)  comment  on  peut  déterminer  les  racines 
de  toutes  ces  équations. 

484.  Il  est  facile  de  continuer  les  quatre  tables  ci-dessus.  Le 
second  membre  de  chaque  équation  est  formé  du  second  membre  de 
l’équation  précédente,  multiplié  par  acos.  A,  ou  parav/(i — sin.’A), 
et  du  second  membre  de  l'équation  qui  précède  cette  dernière  , 
multiplié  par  — 1.  Ces  deux  facteurs  constituent  l 'échelle  de 
relation  , ainsi  nommée  par  Mo  ivre , de  pareilles  séries  de  sinus 
et  cosinus  d’arcs  multiples  croissant  en  progression  arithmétique', 
séries  qui  sont  de  l’aspèce  de  celles  qu'on  nomme  récurrentes  , 
parce  que  chaque  terme  dérive  de  termes  précédens  modifiés  par 
une  loi  constante. 

485.  Mais  on  petit  former  plus  rapidement  quatre  autres  tables, 
dans  lesquelles  les  sinus  et  cosinus  de  l’arc  multiple  sont  exprimés 
par  les  sinus  et  cosinus  de  moindres  arcs  multiples.  Mettons  nA 
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au  lieu  de  A,  et  (n  — a)  A au  lieu  de  B , dans  les  formules  ( II.  ig« 
ao«,  a3»,  24»),  et  nous  aurons  aussitôt  celles  qui  suivent. 

486.  Sin.  n A = 2 cos.  A sin.  (n  — , ) A — sin.  («  _ a ) A. 

487.  Cos.  /7A  = 2cos.A  cns.(«  — ,)A  — cos.  (n  — 2)  A. 

488.  Sin.  »A=2  sin.  A cos  (n  — 1 ) A sin.  (n  — 2)  A. 

4%-  Cos.  nA  = — asin.A  sin.(/r  — 1)  A -f-cos.  («  — a)A. 

4go.  La  formule  (486)  donne,  (y5) , 

Sin.  0=0. 

Sin.  A = sin.  A. 

Sin.  2A  = 2 cos  A sin.  A. 

Sin.  3A  = 2 cos.  A sin.  2A  — sin.  A. 

Sin.  4 A = 2 cos.  A sin.  5A  — sin  2 A. 
etc. 

491.  D'un  autre  côté,  la  formule  (488)  donne 
Sin.  o =0. 

Sin.  A = sin.  A. 

Sin.  2A  = 2 sin.  A cos.  A. 

Sin.  SA  = 2 sin.  A cos.  2A  -f-  sin.  A. 

Sin.  4A  = 2 sin.  A cos.  3 A -+•  sin.  2A. 
etc. 

49a.  Par  la  formule  (487) , on  a , (7S) , 

Cos.  o = 1 , 

Cos.  A = cos.  A. 

Cos.  2 A 3=  2 cos.  A cos.  A — j . 

Cos.  3A  = 2 cos.  A cos.  2 A — cos.  A 
C0S.4A  = 2 cos.  A cos.  3A  — cos.  2 A. 
etc. 

493.  Enfin  on  déduit  de  la  formule  (4%),  . 

Cos.  0=1. 

Cos.  A r=  cos.  A. 

Cos.  2 A si  — 2 sin.  A sin.  A. 

Cos.  3.4  3 cos,  A — 2 sin.  A sin.  2.4. 

Cos.  4 A = cos.  2 A — 2 sin.  A sin.  3A. 
etc. 
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La  loi  pour  la  continuation  de  chacune  de  ces  tables,  est 
évidente. 

494-  Trouver  la  formule  générale  de  la  tangente  de  l'arc  mul- 
tiple, exprimée  par  les  puissances  de  la  tangente  de  l'arc  simple. 

Nous  aurons  recours , pour  cette  solution  , aux  formules  ima- 
ginaires , comme  l’a  fait  Euler  {Anal.  inf.  349).  Au  lieu  de  A, 
substituons  «A  ; nous  aurons  , (45o)  , 


Tang.  «A  = -i—  x 


e”Av'— 

V-i  +i ■ 


Élevons  à la  puissance  n le  premier  et  le  dernier  membre  de 

l'expression  (449);  il*  deviendront  Ay— i, — ('  'J~UnB  At/— »\* 

\i  — tang.  A y' — 1/  ’ 

4g5.  Substituons  celte  valeur  dans  l’équation  ci-dessus,  et 
réduisons.  Elle  devient,  en  faisant,  pour  abréger,  tang.  a — * , 

tang.  nA  = lŸ~  ')*  x 1 ■ 

(•  -H  y — 0*  -t-  (»  — ty—  0’  x v— »* 

4q6-  Or  la  formule  de  Newton  donne 
(i-ht ÿ — i/=i -+-«/ )/— , — dëzih>—.a("- ■)("— , 

+n± 3,3 

(1—  tt/—  t 

+ ?(-n~')lnZ?  (n~5)^-etc. 

497-  Avec  ces  valeurs,  et  réduction  faite,  l’équation  (4q5)  se 
change  en  celle-ci  , qui  est  la  formule  cherchée  ; 

Tang.  nA  = (//  tang.  A — — ~ ^3  °~3)  tang.’A 

„„e..A_elc  -,  . 
(.  - lans,.A  + c-ax 

tangdA  — etc.^ 

' 

498.  Ce  qui  donne  la  table  suivante. 
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Tangentes  des  arcs  multiples , exprimées  par  les  puissances  de 
la  tangente  de  Tare  simple . 


Tang.  À = tang.  A. 


Tang.  aA 
Tang.îA 
Tang-4A 


a tang.  A 
1 — tang.’ A' 

3 tang.  A — tang.’A 

i — 3 tang.’A 
4 tang  A — 4 tang.’A  . 
— i — 6 tang.’A  + tangAA’ 


etc. 

499.  La  continuation  de  cette  fable,  au  moyen  de  la  formule 
(497),  coûterait  peut-être  plu»  de  peine  que  si  on  recourait  à la 
formule  (II.  5e.);  avec  laquelle,  en  faisant  B toujours  égal  a 
l'arc  multiple  qui  précède,  on  a sur-le-champ,  par  exemple, 

tang.sA  = -a-r.  * ■ fl  ne  reste  qu’à  introduire  la  valeur 

trouvée  de  tang.  4A , et  faire  les  réductions  à la  forme  la  plus 
simple. 

500.  Je  passe  à l’inverse  des  problèmes  résolus  ci-dessus.  Soit 
proposé  de  trouver  la  formule  générale  des  puissances  du  cosinus 
de  Tare  simple , exprimées  par  les  cosinus  de  l'arc  multiple. 

Les  formules  imaginaires  employées  par  Lacroix  ( Cale.  Différ. 
T.  I.  4a-  Paris,  1797),  et  dont  je  rends  l’usage  plus  prompt,  si 
je  ne  me  trompe,  et  plus  clair,  conduisent  à une  solution  plus 
directe  que  celle  que  j'ai  publiée  en  1794»  u°  X du  Mémoire 
cité  (478). 

Soit  donc  eAv'—  t = a , e~ A^— 1 = b ; et  par  conséquent  (447)» 
cos.  A = i (<z  -f-  b)  ; on  aura  a"  cos."  A = (a  ~j~  b)'  — ( b ■+■  a)‘. 
D’où  a"+ 1 cos.’A  = ( a + £)*-+-  (ù4-a)"  = o’-f-  b'  - f-  nab 

(a’-’  + i—*)  4)-i-  etc. 


5oi.  Or  ab  = 1 , (5oo);  et  si  l’on  introduit  dans  les  équations 
(448),  72  A , ( n — a)  A,  ( n — 4)  A,  etc.  successivement  , au  lieu 
de  A , on  aura  (463)  , a"  -f-  b“  — cos.  n\  sin.  nK\/  — 1 -J- 
cos.nA — sin.nAi/ — 1 =acos.MÀ,a*~’-j-ô*— *=a  cos.(n— a)A, 
-f- £"-4  = a cos.  (n  — 4)A,  etc.  Donc,  en  divisant  para 


Digitized  by 


RELATIVES  AUX  ARCS  MULTIPLES.  Il3 

fous  les  fermes  de  la  dernière  équation  (5oo) , on  obtient , pour 
U formule  demandée , 

(f ).. . 2‘  cos. "A  = cos.  n A -f*  " cos.  («  — a)  A + cos.  («  — 4)  A 

4.  l>^n  ""  cos.  (n  — 6)  A -f-  etc. 

Dans  celte  série  la  valeur  de  n n’est  circonscrite  par  aucune 
restriction  (466). 

5oa.  [Mais  quand  n est  un  nombre  entier  positif,  il  est  évident , 
par  la  nature  des  coefficiens , que  la  série  est  finie , et  que  le 
nombre  de  ses  termes  est  n-f- 1.  Deux  quelconques  de  ces  termes, 
pris  à égale  distance  des  extrêmes  , sont  égaux  entre  eux  ; la 
première  moitié  contenant  les  arcs  positifs , et  la  seconde  les  mêmes 
arcs,  mais  négatifs,  ce  qui  ne  change  pas  le  signe  du  cosinus  (j5). 
Tout  cela  est  clair,  tant  par  la  propriété  des  coefficiens  qui  sont 
ceux  du  binôme , que  parce  que  le  multiplicateur  négatif  de  A 
s'augmente  de  deux  unités,  à chaque  fois  que  le  positif  n s’accroît 

d’une  unité.  On  peut  donc  se  restreindre  à —j—  termes , pourvu 

que  chaque  terme  se  prenne  double , ou  bien  pourvu  que  le  premier 
terme  se  change  en  a"~*  cos. "A.  Il  faut  observer  alors  que  si  * 

est  un  nombre  pair,  l’expression  — • exige  qu'on  ne  prenne  que 

la  moitié  du  terme  dont  le  rang  est  après  ^ fermes. 

5o3.  Trouver  la  formule  générale  des  puissances  du  sinus 
de  l’arc  simple , exprimées  par  les  sinus  ou  cosinus  de  l’arc 
multiple. 

En  employant  les  expressions  (5oo),  nous  avons  (447)»  «in.  A 
= ( a — b)  : a j/  — ij  et  par  conséquent  a"  ( j/ — i )*  sin.’A  = 
(a  — by  ;=  (Z>  — a)*,  pourvu  que  n soit  un  nombre  pair.  Donc, 
dans  cette  supposition , a"* 1 ( y/  — • 1 )*  sin.’A  = (a  — b)'  -f* 

( b — a )*  ss  a* -f- b’  — nab  (u*— * -f-  bm~‘)  -f-  a‘b'  (a*-* 

4-  J"-*)  — etc.  ; ce  qui  est  la  série  trouvée  (5oo),  sans  antre 
différence  que  celle  des  signes  allernans. 
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504.  Or  ( t/  — i )'  = ^ i ; donc 

(0...  2* sin."A==fc (cos.nA — "cos.  (n — a)A+— np~  cos.(w — 4)  A 
— n(n—'2£n—*ï cos.  (n  — 6)  A -f-  etc.) : 

et  le  signe  supérieur  a lieu,  quand  n est  multiple  de  4* 

505.  Celte  série  ne  diffère  pas  de  la  série  (p).  On  peut  donc  lui 
appliquer  ce  qui  a été  dit  (5o2);  le  premier  membre  deviendra 
a’- 1 sin.’A , et  on  prendra  la  moitié  du  dernier  terme. 

506.  Mais  si  n est  un  nombre  impair,  alors  (a  — b)"  = — 
(b  — a)“.  Donc  — i)"sin."A  = (a  — b)‘  — (b  — a)’ z= 

a' ' — b'  — nab  (a*“*  — é*r*)  '-f.  — i2<i*  b*  (a"~*  — 

— etc. 

507.  Maisu" — b‘—c os.  nA-f-sin.  nA\/—~  1 — cos.  nA  -J-sin.«A 
X j/—  1 =2»in.  n A y/ — 1 , a‘~‘ — ô““**=2sin.  ( n — a)Ay/ — 1 , 
et  ainsi  de  suite.  De  plus,  (y/ — 1)"  t=  ± y/ — 1.  Donc  le  facteur 
y/  — 1 est  commun  à tous  les  termes  de  la  dernière  équation  (5o6)  y 
donc  en  la  divisant  par  ay/ — 1 , on  aura,  toujours  d’après  les 
règles  (5oa), 

(/*)  . . . a’-'sin.'A  = ± (sin.  nA  — " sin.(n  — 2)  A -f-  " — 
sin.  (n  — 4)  A — n("~ sin.  ( n — 6)  A-f-elc.)- 
Le  signe  supérieur  a lieu,  quand  (n  — 1)  est  multiple  de  4- 

508.  Les  deux  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre  font 
ressortir  l’utilité  des  formules  imaginaires-,  puisqu’ils  nous  dé- 
montrent qu’il  est  impossible  d’obtenir  des  expressions  réelles,. 
1'.  des  puissances  du  cosinus  de  l’arc  simple,  exprimées  en  sinus 
de  l’arc  multiple-,  2*.  des  puissances  du  sinus  de  l’arc  simple, 
exprimées  en  sinus  ou  cosinus  de  l’arc  généralement  multiple  , pour 
une  valeur  quelconque  de  n ; 5°.  des  mêmes  puissances  de  sinus, 
exprimées  en  sinus  de  l’arc  multiple  pair-,  4°-  de  cés  mêmes  puis- 
sances, exprimées  en  cosinus  de  l’arc  multiple  impair. 

5oq.  Des  formules  (jt) , (Ç),  et  en  suivant  les  règles  (502), 
on  déduit  la  table  qui  suit. 
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Puissances  du  sinus  de  l’arc  simple , exprimées  par  les  sinus 
ou  cosinus  de  l'arc  multiple . 

Sin.'A  = sin.  A 
aSin.‘A=  i — cos.aA. 

4 Sia. 3 A = 3 sin.  A — sin.  3 A. 

8 Sin.4 A = 3 — 4 cos.  aA  + cos.  4A. 
i6Sin.*A  = losin.  A — 5 sin.  3A-+-  sin.5A. 

3a  Sin.'A  = io  — 15  cos.  a A + 6 cos.  4A  — cos.  6A. 

64Sin.TA  sa  35  sin.  A — ai  sin.5A  + 7*in.5A  — sin.  7A  ; 
etc. 

510.  Par  la  formule  (p)  et  les  règles  (5oa),  on  obtient  la  table 
suivante. 

Puissances  du  cosinus  de  Parc  simple,  exprimées  par  les  cosinus 
de  l'arc  multiple. 

Cos.'As=cos.A. 

3 Cos.'A  = 1 -1-  cos.  aA. 

4 Cos. 3 A = 3 cos.  A + cos.  3A. 

8 Cos.4  A =3  + 4 cos.  aA  + cos.  4A.' 

16  Cos.5A  = 10  cos.  A + 5 cos.  3A  + cos.  5A.' 

3a  Cos.*  A = 1 o -+-  1 5 cos.  a A + 6 cos.  4A-  + cos.  6A. 

64  Cos.' A = 35  cos.  A + a 1 cos.  3 A + 7 cos.  5A  + cos.  7 A ; 
etc. 

5 11.  La  table  ci-après  se  déduit  promptement  de  la  table  don- 
née  (4g8).  La  seconde  équation  de  cette  dernière  fournit,  par  sa  *°lu- 
tion , la  valeur  de  tang.'A-  Substituez  cette  valeur  dans  la  troisième 
équation  , et  vous  déduirez  de  cette  équation  la  valeur  de  tang.  JA. 
Substituez  dans  la  quatrième  équation  les  deux  valeurs  trouvées; 
vous  obtiendrez  de  môme  la  valeur  de  tang.4A,  et  ainsi  de  suite. 
J e n'insiste  pas  sur  ce  problème  , parce  que  je  n en  v oîs  pas 
l'utilité. 


Ii6  CHAP.  IX.  ÉQUATIONS  ET  SÉRIES 

Puissances  des  tangentes  de  l'arc  simple  , exprimées  par  les 
tangentes  de  l’arc  multiple. 


Tang.’  A 
Tang.*A 

Tang.5  A 


tang.  A. 

tanj.  aA  — a tang.  A 
tang.  a A 

5 tang.  A tang.  a A — 6 tang.  A tang.  5 A -f-  a tang.  a A tang.  3 A 
tang.  aA 


etc. 

5 ta.  Exprimer  l’arc  par  les  sinus  de  ses  multiples. 

Nous  avons  (35g),  par  les  logarithmes  hyperboliques 

log.  (i  -px)  = x — + etc.,  et  par  conséquent . . . . 

log.(i+j)=^  — — etc.*  d’où 

log.  (i  •+■  *)  — log.  (i  4-  j)»  ou  log.  > ou  cnfin 


log.  x = (x  — — î (x*  — p)  -f-  j (x5  — , etc.,  c’est-à-dire 

log.x  = (x  — x-') — { ( x • — x-*)  ’j  (x5  — xrs),  etc. 

5i3.  Or  soit  x = eAv'— on  aura  log.eA*'—  ',  ou  Av/ — i — 
(<-A  A — i (giA</—  i __e — »Av'—  ‘)4"  j(e3A>/— 1 — e~ îAv'— 

— etc.  En  divisant  celte  équation  par  a \/—  i , elle  devient 


m A = 

SA^— I 


Ay'— i -A;-I 
- — e 


aA  */—  ■ 


— aA*'— i 


a V/ — t 
— 3A  y1—  I 


— i X 


a y — t 


X. 


ai.  — i 


— etc.  j et  par  conséquent,  (464), 


f A = } sin.  A — { sia.  a A + 5 sin.  3A  — J sin.  4A  + et  c. 

J’emprunte  cette  solution  curieuse  de  Lacroix  {Cale.  Dijfér. 
pag.  75),  qui  l’attribue  à Euler.  Pour  connaître  à quel  point  les 
imaginaires  sont  utiles  pour  conduire  rapidement  et  sans  Fatigue 
à cette  série,  il  suffit  de  voir,  dans  les  Éphémérkles  de  Milan, 
pour  l’année  1785  (pag.  >87),  comment,  par  des  moyens 
purement  trigonométriques , ainsi  que  le  cas  l’exigeait,  l’équa- 
tion plus  générale  (444)»  tang.  x s=  ■ » où  x = ’ A lors- 

que n = 1 , (I.  4»8) , a été  transformée  en  l’équation  qui  suit  : 
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x = n sin.  A — { n'  sin.  2 A -f-  $ «5  sin.  5 A — J n*  sin.  4 A -J-  etc. 
Passons  maintenant  à des  problèmes  du  môme  genre,  mais 
d’une  autre  espèce. 

5,4.  Sommer  une  série  quelconque  de  sinus  d’arcs  en  pro- 
gression arithmétique. 

Soit  la  série  très-générale,  sin.  A+sio.  (A-f-B)  + sin.(A-|-aB).... 
. . . -f-  sin.  (A+pB),  celle  dont  on  demande  la  somma. 


On  a (II.  a4e) » 

cos.  (A  — 7 B)  — cos.  (A  + i B)  = 2 sin.  i B sin.  A ; 
cos.  (A  + i B)  — cos. (A  + 1 B)  = 2 sin.  \ B sin.  (A + B)  ; 
cos. (A + * B)  — cos. (A  + \ B)  = 2 sin.  i B sin.  (A-j-aB). 
Prenant  la  somme  de  ces  trois  équations , on  trouve 

cos.  (A — ;B)  — cos.(A  + iB);=3sin.iB(3m.A-f-sin.(A-t-B)-)-5in.(A+2B)). 

Ici  p = 2 , et  par  conséquent  i B = 3E±i  B.  Mais,  quelle  que 

soit  la  valeur  d ep , il  est  manifeste  que  l'expression  du  coefficient 
de  B dans  le  second  terme  du  premier  membre , sera  toujours 

a£±±.  Donc 
2 

Sin.  A + sin.  (A  + B)  + sin.  (A  + aB) 4-  sin.  (A  +pB)  = 

cos.  (A— i B)  — cos.  b)  sin.  B sin.  (A  + i/>B) 

^ 1 a ,g ,(II.  a4«). 

a sin.  [B  sin.  a B 

515.  Si  la  série  est  infinie,  cos.^A  -1-  p ■ B^disparait,  parce  que 

cof.(A+iB+/>B)  = cos.(A-f-iB)cos.^B—  sin.(A+iB)sin./?B> 
et  que  ces  deux  termes  s’évanouissent,  les  sinus  et  cosinus  de  l’arc 
infini  pB  n’étant  pas  assignables. 

Donc  sin.  A -j-  sin.  ( A -f*  B)  + sin.  ( A + aB)  -4-  etc.  jusqu’à 

l’infini  = y,a(A7l~). 

2 sin.  { B 

516.  F.t  si  A=  B,  on  aura 


sin.  B -f-  sin.  aB  ■+•  sin.  3B  -+-  etc.  jusqu’à  l’infini  = [ cot.  î B.  (*) 


(*)  Lorsque  B est  partie  aliquote  de  la  circonférence  , cette  série  est  du  genre 
dee  séries  périodiques  ; et , continuée  i l’inGni , elle  ne  peut  avoir  pour  somme 
qu’un  nombre  vague  et  absolument  indéterminé.  {Mémoires  de  ilnstil.  Nat.  ,tom.  3, 
Iliit.,  pag.  10). 
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517.  Ce  qui  semble  n'avoir  pas  été  remarqué,  c'est  que  quand 
la  progression  serait  décroissante , ces  formules  ne  varieraient  pas 
en  faisant  B négatif  (77),  ainsi  que  nous  l'avons  démontré  plusieurs 
fois,  et  qu'on  doit  l’entendre  pour  les  problèmes  qui  suivent,  et 
pour  tous  les  cas  semblables. 

518.  Sommer  une  série  quelconque  de  cosinus  d'arcs  en  pro- 
gression arithmétique. 


Soit  proposé  de  sommer  la  série  générale  cos.  A 4-  cos.  (A-f-B) 
“f*  cos.  (A  + aB) 4- cos.  (A  4- />B).  On  a,  (IL  33»), 

sin.  (A4-;  B)  — sin.  (A  — 7 B)  =3  sin.  cos.  A j 
sin.  (A-H  B)  — sin.  (A  4-  7 B)  = a sin.  à B cos.  (A  4- B)  ; 
sin.  (A -H  B)  — sin.  (A-f-fB)  = 3 sin.  7 B cos.  (A  -f-  aB). 

La  somme  de  ces  trois  équations  donne 

sin.  (A  4-  f B)  — sin.  (A  — [B)  = a sin.  B (cos  A 4-  cos.  (A  4- B) 
4-  cos.  (A  4-  aB)). 

Donc,  sans  répéter  ce  qui  a été  dit  (5i4) , 
cos.  A 4* cos. (A 4- B) 4-  cos.(  A-HB). . . . 4-  cos. (A4* /*B)  = 


■ (A+îtr^B)-“- 


a sia.  g B 


sin  ï(.P+  QBcoi.  (A44pB) 
«ia.  ; B 


519.  Si  p = «0 , le  terme  sin.  (a  4-  — B)  disparait,  par  les 
raisons  déduites  (5i5)  , et  il  reste 


cos.  A 4-  cos.  (A  4-  B)  4"  cos.  (A  4*  a B)  4-  etc.  jusqu’à  l'infini  = 

aa.  (A  — 2 B) 
a sin.  \ B 


Et  si  de  plus  A = B,  alors  cos.  B 4-  cos.  aB  4-  cos.  5B  4-  etc. 
jusqu’à  l'infini  = — 

5ao.  Sommer  la  série  S = sin.  "A  4-  sin.*  (A  4-  B ) -f- 
«in.*  (A  4-  aB) 4-  gin.*  (A  4-  p&). 

Soit  premièrement  n un  nombre  impair.  On  aura  , d'après 
ia  formule  (p.) , (5oq), 
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d =5  = ^r;(sin.  nA  4- sin.»  (A -{-B)  + sin.n  ( A + aB). . . . 

+ sin.  n (A4-/>B))  — ^r,  (sin.(/i— a)  A+sin.(/j— a)(A+B) 

4-sin.(» — a)(A  + aB) +sin.(« — a)  (A+/>B)) 

4-  n(,,a7‘-'  (sin*  ( « — 4 ) A + sin.  ( « — 4 ) ( A -f-  B ) 

+ sin.  (»  — 4)  (A4-  aB) 4-sin.(/z  — 4)  (A  4- pB)~) 

— " (n~5)a(.'1~a) (3in- ( n — G ) A 4-  sin.(«  — 6)  (A  4- B) 

4-  sin.  ( n — 6)  (A  4-  aB). . . . 4-  sin.  (n  — 6)  (A4-  /»B)) 
4-  etc. 


D’où  l’on  conclura , en  vertu  de  la  sommation  (5 1 4) > et  en  adoptant 
les  règles  de  la  formule  (fi) , quant  au  signe  double  et  au  nombre 
des  termes, 

■ r sin.  i n (p  ■+■  1 ) B sin.  n ( A 4-  îpB) 

Œ 0 — ■ a*-1  sin.  î«B 

n sin.  i (n  — s)  (p -f-  1 ) Bsin.  (n  — a)  (A  -f-  jpB) 
aa-*sin.  g(n  — a)B 

, n(n  — Qiin.t(n— 4)  (p+ Q Bsin.  (n  — <Q(A-f  IpH) 
a"  sin.  J (n— 4)  B 

n(n  — i)  (n — a)  sin.  j(« — 6)  (p  + i)  Bsin.  (n — S)  (A-t-tpB) 
3.8’ sin.  J (n  — 6)  B 

4-  etc. 

Si  n = 3 , par  exemple , on  a 

ç sin.  j(P+  QBsin.3(A  + jpB)  . 3sin.j(p-f-  i)Bsin.  (A+*pB) 

4 do.  | B ’ 4 un.  i 8 


5a  i . Si  n est  pair,  alors  on  se  servira  de  la  formule  (£),  (5o4).  On 
laissera  de  côté  le  dernier  terme,  qui  demeure  un  coefficient  isolé  j et 
traitant  la  formule  (ç) , comme  la  formule  (p.)  vient  de  l’être,  chaque 
terme  donnera  une  série  dont  on  prendra  la  somme  (5i8);  le  nombre 
des  séries  sera  j n ; et  le  coefficient  isolé  ci-dessus , toujours  divisé 
par  a"-',  sera  répété  un  nombre  (p -f-  t)  de  fois , c’est-à-dire  autant 
qu’il  y a de  termes  dans  la  série  S.  Cela  bien  entendu , et  en 
observant  les  règles  de  la  formule  (£)  relativement  au  signe  double, 
on  trouvera 
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»in.  ln(p+QBrfi!i.n(A-t-|pD)  inm.;(n-a)fp-H)Bcn<.(n-a)(A-HpB) 

a*”1  «ni.  £ (n — a)  B 

n (n  — I )»in.j(n— 4)  (P  + 1 ) B cos.  ( n — 4)  (A-f-  jpB) 

"*  a'*in.ï(n  — 4)  B 

n(n — I ) (n — a)  sin.  j(n— S)(p-t-i)B  cos.  (n  — 6)  ( A + jpB) 

~ ~ 5.a*  sin.  i (n  — b‘)  B 


+ 


P + i v (n—  QÇn  — a). 


-t-r-r  ‘ x 


i" 


/ ...  . r>  . «n.a(p+ 1 )Bco».4(A + ipB) 

bi,  par  exemple,  w=4,  on  a A — SlmTSE — 


»in.(p-fi)Bco>.a(A-KpB)  (p  + Q3 

a >m.  B 8 


5aa.  Sommer  la  série  S = cos.* A -f*  cos. *(  A -f-  B ) *+* 
cos.*(A-+-aB) -f-cos.'(A-f-pB). 

La  série  5 se  développe  par  le  moyen  de  la  série  (p),  de  la 
même  manière  que  (5ao);  et  prenant  (5i8)les  sommes  des  série* 

partielles,  dont  le  nombre,  pour  n impair,  est  on  a 

„ «in.  i n ( p + i ) B cos.  n ( A + j pB) 

^ ■— 1 ' a"—1  ain.  £ nB 

n «in.  { ( n — a)  (p-fO  Bcos.Çn— » a)  (A  + jpB) 

T a""1  «in.  £ (n  — a)  B 

. n(n  — Qsir-  i(o  — 4)i(P  4-0  Bcos.Qs  — 4)  (A  + jpB) 

"•  a" sin.  j (n  — 4)  ® 

n (n  — I )(«  — ®)  «"■  ï ("  — • 6)(P  +_  QBco».  (n  — 6)  (A-KpB) 

”1“  5. a*  ain.  J (n — 6)  B 

•+-  etc. 

5a5.  La  même  formule  sert  pour  le  cas  où  n est  un  nombre  pair, 
et  le  dernier  terme  devient 

p+  » (n—  i)(n—  a) ifo  + a) 

a"-1.  J. a 4(n — a)' 

5a4.  Pour  trouver  les  sommations  (5i4,  5i8),  Euler  a eu 
recours  à la  théorie  des  séries  récurrentes.  Pour  arriver  au  même 
but,  ainsi  qu’aux  sommations  qui  suivent,  le  P.  Fontana  s est 
servi  des  imaginaires  ( Società  Italiana.  T.  n,  pag • 429  **  445 J. 
Les  expresssions  auxquelles  il  parvient  semblent  tres-différentes 
des  miennes;  mais  il  est  facile  de  les  y réduire,  et  elles  leur  sont 
absolument  égales.  On  verra  peut-être  avec  plaisir  ces  problème* 
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résolus  aujourd’hui  pour  la  première  fois  par  les  seules  forces  de 
la  Trigonométrie. 

5a5.  Sommer  la  série  des  tangentes  et  des  cotangentes  d'arcs 
en  progression  géométrique  croissante. 

Nous  avons  (I.  3g') 

cot.  B — col.  aB  = } (tang.  B -f*  cot.  B), 
cot.  aB  — cot.  4B  = J ( tang.  aB  ■+•  cot.  aB) , 
cot.  4B  — cot.  8B  = j (tang.  4B  4*  cot.  4^)* 

Et  en  sommant  un  nombre  n de  ces  équations  ainsi  croissantes , 
nous  trouverons 

cot.  B — cot.  a'B  = f (tang.  B + cot.  B -f-  tang.  a’B  -f-  cot.  a'B 
+ tang.  a*B  -f-  cot.  a*B-f- -J-  tang.  a*~  'B+  cot.a"_'B). 

5a6.  Sommer  la  série  des  tangentes  d'arcs  en  progression 
géométrique  décroissante. 

Ce  problème  est  facile  à résoudre , si  les  tangentes  et  les  arcs 
ont  les  mêmes  diviseurs.  En  efïet  ( I.  3ge) , 

s cot.  j A — { cot.  A = J tang.  J A ; 

J cot.  — 5 cot.  jA  = i tang.  jA; 

J cot.  jA  — cot.  i A = j tang.  j A. 

On  obtiendra  donc,  en  sommant  un  nombre  n de  pareilles 
équations  , 


~ cot.  £ — cot.  A = tang.  jA  + i tang.  i A 4-  g tang.  g A 
4- +£tang. 


Saj. 


— sera  un  arc  infiniment  petit , et  cot.  — 
. La  somme  de  la  série  infinie  sera  done 


tante.  — — 

6 a*  a* 

■y  — cot.  A.  Et  si  de  plus  A as  go* , on  aura  j ^ 

tang.  Ç 4-  g tang.  ^ 4-  etc. 


t6 
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5a8.  Sommer  la  série  des  cosécantes  d'arcs  croissons  en 
progression  géométrique. 

Puisqu’on  a (i3i) 

cot.  ; A — cot.  A = — 7 = coséc.  A , 

1 SM.  A 9 

cot.  A — cot.  a A = -r-—T  = coséc.  aA, 

frin.sA  9 

col.  a A — cot.4A  = ■■  '■  = coséc.  4A, 

«la.  4 A 1 

on  aura,  en  sommant  ensemble  un  nombre  n d’équations  telle* 
que  les  précédentes, 

cot.  j A — cot.  a"_*A  = coséc.  A + coséc.  a A -f-  coséc.  4A 
*+- 4*  coséc.  a*- 'A. 


CHAPITRE  X. 


Résolution  des  triangles  rectilignes  rectangles. 


r«.i.5ag.  Comme  GD  est  la  tangente  (îo)  de  l'arc  BD  décrit  da 
rayon  CD,  on  aura,  en  procédant  comme  on  a fait  (8a,  85), 
CD  : DG  ::  R : tang.  C ::  R : cot.  CGD, 
puisque,  dans  un  triangle  rectangle,  les  deux  angles  obliques  sont 
complémens  l’un  de  l’autre.  Donc  dans  tout  triangle  rectangle , 
un  côté  est  à un  autre  côté  comme  le  rayon  est  à la  tangente 
de  l'angle  opposé  à ce  second  côté , ou  comme  le  rayon  est  à 
la  cotangente  de  l'angle  adjacent  à ce  même  côté. 

550.  On  a vu  de  plu?  (-8a)  que  dans  un  triangle  rectangle 
l'hypoténuse  est  au  rayon  comme  un  côté  est  au  sinus  de  l’angle 
opposé,  ou  comme  un  côté  est  au  cosinus  de  l'angle  adjacent. 

551.  On  sait  encore  que  dans  tout  triangle  rectangle  te  quarré 
df  l’hypoténuse  est  égal  à la  somme  des  quarrés  des  deux  côtés  ; 
«>U  le  quarré  d'un  des  côtés  est  égal  à la  différence  du  quarré  de 
1 hypoténuse  au  quarré  de  l'autre  côté  : ensorte  que  des  trois  cûtés 
d'un  triangle  rectangle  , deux  étant  connus,  le  troisième  se  trou- 
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vera,  soit  par  l'extraction  des  racines,  soit  par  les  méthodes  tri- 
gouoraé triques  (458  et  443)* 

55a.  Avec  les  règles  contenues  dans  les  trois  articles  précédens, 
il  snifit  de  connaître  deux  choses  , outre  l’angle  droit , dans  un 
triangle  rectangle , pour  qu’on  puisse  trouver  la  valeur  de  chacune 

des  trois  autres  parties  de  ce  triangle.  Il  faut  excepter  seulement 
le  cas  où  les  deux  choses  counues  sont  les  deux  angles  : car  alors 
le  problème  est  indéterminé  , parce  qu’il  peut  évidemment  y avoir 
une  infinité  de  triangles  semblables,  tels  , par  exemple,  que  GCD, 
ABC*,  de  sorte  que  de  la  connaissance  des  angles,  il  est  impossible 
de  conclure  la  mesure  absolue  d'aucun  des  côtés  : on  en  déduit 
seulement  les  rapports  qui  régnent  entre  ces  côtés,  (83). 

533.  En  appelant  A l’angle  droit,  B et  C les  deux  autres , nous 
avons  rassemblé  dans  la  table  (537)  toutes  les  solutions  que  four- 
nissent les  règles  précédentes.  Pour  les  vérifier , on  pourra  les 
appliquer  au  triangle  ABC,  fig.  i. 

53.-}.  Mais  on  doit  observer  que  dans  le  cas  <lc  la  formule  18' , il 
est  souvent  à propos  de  calculer  1ÎC  de  la  manière  enseignée  (438) , 
qui  se  réduit  à chercher  d’abord  B ou  C par  la  17"  formule  , et 
ensuite  BC  par  la  a",  ou  par  la  4e,  ou  pur  la  0",  ou  par  la  8^. 

535.  Si  dans  les  formules  i3"  et  i5«  de  cette  même  table,  le 
sinus  on  le  cosinus  étaient  d’une  grandeur  telle  (419),  qu'on  ne 
prit  avoir  les  angles  par  les  tables  Irigonométriques  avec  l’exacti- 
tude desirée,  on  aurait  recours  aux  formules  (543  , 544, 545). 

Nous  verrons  bientôt  (557)  T"5  ce  défaut  des  fables  n’apporte 
ni  incertitude  ni  erreur  dans  le  calcul  des  équations,  lorsque  les 
grands  sinus  et  cosinus  sont  dans  le  second  membre,  c’est-à-dire 
dans  les  quantité»  connues. 

53(5.  Trois  seulement  des  formules  qui  suivent  dépendent  des 
théorèmes  (53i).  Tonies  les  autres  sont  fondées  sur  cette  remarque  : 
si  l'on  prend  l’hypoténuse  pour  rayon , chaque  angle  a pour  sinus 
le  côté  opposé,  pour  cosinus  le  côté  adjacent;  si  on  prend  un  côté 
pour  rayon  , l’autre  côté  est  la  tangente  de  l'angle  opposé , la  co- 
tangentc  de  l’angle  adjacent;  et  alors  l’hypoiénnse  est  la  sécante 
du  premier  de  ces  angles , la  cosécante  du  second.  Et  cette  remarque 
suffit  pour  mettre  en  état  de  se  former  au  besoin,  sans  travail, 
outes  les  formules  de  la  Table  ci-après. 
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537.  Table  pour  la  résolution  d'un  triangle  rectiligne  ABC 
rectangle  en  A. 


DONNÉES,  INCONNUES. 

formules.  * 

AB,  B 

(AC.... 

(BC.... 

. i« 

a* 

AC  = AB  x tang.  B 
BC  = 

cos.  B 

AB,  C 

(AC.... 

(BC.... 

3' 

4e 

AC  = AB  x cot.C 
BC  =-^p 

sin.  C 

AC,  B 

(AB.... 

5' 

AB  = AC  x cot.  B 

(BC.... 

6« 

BC  =~ 

sm.  B 

AC,  C 

(AB.... 

(BC.... 

7* 

8° 

AB  = AC  x tang.  C 
BC  = 

cot.C 

BC,  B 

f AB.... 
l AC.... 

9e 

IO' 

AB  = BC  x co*.  B 
AC  = BC  x sin.  B 

BC,  C 

(AB.... 
l AC.. . . 

ii* 

13* 

AB  = BC  x sin.  C 
AC  = BC  x cos.  C 

AB,  BCi 

f B j C.. 

i3« 

cos.  B = Al  — dn.  C 

!ac.... 

*4' 

AC  = t/(BC-ABKBC  + AB) 

AC,  BC 

Ïb,c.. 

sin.  B = = cos.  C 

1 

!ab.... 

l6e 

AB  = v/(BC  — AC)(BC-f-AC) 

AB , AC  ^ 

1 B,  C . . 

1 

17e  tang.  B=  ~ = cot.C 

BC....  ,8*  BC  =ABj/(«+^). 
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538.  Exemples  de  la  résolution  d'un  triangle  rectiligne  rec- 
tangle. Soit  PO  une  distance  de  75a  mètres  , PC  de  43g;  et  soit  Fig. 
CPO  un  angle  droit.  On  demande  quelle  est  la  distance  OC.  On 
connaît  deux  côtés,  et  on  cherche  l’hypoténuse;  c’est  donc  le  cas 
«le  la  18'  formule,  dont  voici  le  calcul,  en  substituant  PO  à AB, 

PC  à AC,  et  OC  à BC. 

log.  PC  = a,  643465 
compl.log  PO  = 7,133783 
P c 

lc,g-  Ï45  = 9, 766247 

le  double  de  ce  log.  ou  log.  = 9,532494 

Le  nombre  correspondant  de  plus  près  à ce  log.  est  0,3408 
/ pc*\ 

Donc  log.  (^1  -f-  = log.  1,3408  = o,  1 27364 

dont  1a  moitié  ou  log.j/ (1  = o,o6368a 

En  y ajoutant  log.  PO  = 2,876218 
on  a log.  OC  = a,  939900 
Le  nombre  correspondant  de  plus  près  à ce  log.  est  870,76.  Donc 
la  distance  OC  est  do  870  mètres  et  Telle  est  la  solution 
géométrique,  pour  laquelle  j’ai  présenté  la  formule  dans  la  table, 
de  la  manière  la  plus  commode  pour  le  calcul. 

53g.  Voyons  maintenant  la  solution  trigonométrique.  Par  la 
17e  formule,  on  a pg  = tang.  COP.  Or  le  log.  de  ^ trouvé  ci- 

dessus,  répond  à tang.  3o‘  16'  3.', 4.  A côté  de  ce  log.  je  cherche 
le  log.  de  sim  3o*  16  5i',  4;  et  en  employant  son  complément 
conformément  à la  formule  6e,  j’ai 

compl.  log.  sin.  3o‘  16'  3i',4  = 0,397435 
log.  PC  = 3,643465 

Somme  ou  log.  OC  = 2,939900,  comme  cNdessus. 

54o.  Soit  proposé  de  déterminer  par  la  Trigonométrie  la  hauteur 
DK,  dune  tour,  d’un  clocher,  etc.  Mesurez  k la  toise  la  dis- 


r.s.  (. 
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lance  horizontale  DC , du^pied  de  la  tour,  à un  point  arbitraire  C, 
duquel  on  puisse  prendre  exactement , au  moyen  des  instrument 
convenables  (701  et  suiv.),  la  mesure  de  l'angle  DCK.  Supposons 
que  DC  ait  été  trouve  de  a3  mètres,  et  £,  et  DCK  de  5o“  3';  on 
aura  par  la  formule  i«  (537 ) , DK  = a3~  x tang.  5o*3'. 

Or  log.  a3,a5  = i,3664a3 
log.  tang.  5o’  3'  = 0,076956 

Somme  ou  log.  DK  — 1,443379  = log.  37,7574. 

Donc  la  hauteur  de  la  tour  est , dans  ce  cas,  de  37"*-  environ. 

54‘.  Ce  résultat  n’est  pas  celui  que  la  figure  présente  à l’œil , 
puisque  DK,  dans  celte  figure,  est  presque  double  de  CD;  mais 
il  faut  s’accoutumer  à se  servir  des  figures  telles  qu’on  les  fait 
à la  plume  , sans  proportions  exactes  , et  seulement  pour  se  guider 
dans  le  calcul.  C’est  ainsi  que  nous  construirons  une  figure  pour 
le  problème  suivant. 

54a.  L’industrie  des  Navigateurs  a trouvé  le  moyen  de  mesurer 
l’espace  que  parcourt  un  vaisseau.  La  boussole  leur  indique  de  plus 
la  direction  de  la  route  ou  l’angle  formé  par  la  ligne  que  suit  le 
vaisseau  , avec  la  ligne  méridienne.  Je  suppose  qu’ou  ait  fait  cin- 
quante lieues  par  un  meme  vent,  et  sous  un  angle  de  35’  £,  nord-est, 
et  qu’on  demande  la  position  du  bâtiment,  ou  de  quelle  quantité 
il  s’est  avancé,  soit  au  nord,  soit  à l’est.  Je  commence  par  décrire 
suc  le  papier  une  ligne  quelconque  NS  , que  je  nomme  la  méri- 
dienne, et  dont  j’appelle  N une  extrémité  qui  est  censée  indiquer 
le  nord  , et  S l’autre  extrémité  qui  indique  le  sud.  D’un  point  prit 
arbitrairement  dans  cette  ligne  , que  je  nomme  B , et  duquel  je 
suppose  que  le  vaisseau  est  parti*  je  tire  une  ligne  quelconque  BC, 
par  laquelle  je  désigne  de  même  les  cinquante  lieues  parcourues 
par  le  vaisseau.  Je  mène  cette  ligne  du  côté  N et  non  du  côté  S, 
et  à la  droite  de  NS  ; parce  que  la  direction  de  la  route  était  au  nord 
et  à l’est.  L’angle  CBN  représente  celui  de  35’  ± nord-est , connu 
par  la  boussole,  Enfin  de  l’extrémité  C je  tire  une  ligne  CA,  que 
je  suppose  perpendiculaire  à NS,  et  j’ai  un  triangle  BAC  censé 
rectangle  en  A , dans  Içqael , en  supposant  BC  = 5o  lieues , et 
GtfA  = 35’  £ , il  iàut  déterminer  la  longueur  de  AB,  qui  est  la 
' .'cT 
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route  faite  vers  le  nord,  et  la  longueur  de  AC,  qui  est  la  route 
vers  l’est.  Comme  j’ai  désigné  les  trois  angles  du  triangle  par 
A,  B,  C,  c’est-à-dire  par.  les  lettres  dont  j’ai  fait  usage  dans  la 
table  générale  ( ) , j’ai  promptement,  sans  travail  et  sans  crainte 
d'équivoque,  les  formules  nécessaires.  Les  données  étant  BC  et  B, 
et  les  cherchées  AB,  AC,  j’ai  par  la  9'  formule,  AB  = 5o 
cos.  35“  3o',  et  par  la  ior , AC  = 5o  sin.  35“  3o'-,  ce  qui  donnera 
à-pen-près,  AB  = 4°<7  lieues , et  AC  = ag,o35  lieues. 


543.  Pour  trouver  un  angle  exactement  , lorsqu’on  ne  pourra 
se  servir  des  formules  i5'  et  15*,  à cause  de  la  grandeur  du  sinus 
ou  du  cosinus,  on  aura  recours,  suivant  le  cas,  à l’une  des 
quatre  équations  suivantes , de  l'usage  desquelles  nous  donnerons 
un  exemple  (556). 

Réduisant  en  proportion  la  3e  formule,  on  a BC  : AB  ::  1 
: cos.  B.  Donc  (19) , BC  t BC  — AB  ::  1 : 1 — cos.  B ::  1 


; a sin.“  5 B,(I.  7'),  = 


BC  — AB 
BC  ‘ 


544.  La  même  proportion  donne  encore  BC  AB  : BC  — AB 
::  1 -f-  cos.  B : t — COS.  B (17)  1 ■%*-%  ::  t'i  CM*') 

tang.  , B — bc  + AB’  . - •>  . ' . 


545.  En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  8e  formule,  ou,  ce 
qui  revient  au  même  , en  mettant  B au  lieu  de  C , et  C au  lieu 
de  B dans  les  deux  équations  précédentes , on  aura 


sin.iC  = l/ 


BC  — AC 
2 BC 


et 


tang  i C — j/j 


BC  — AC 
BC+AC 


S/)6.  11  arrive  qu’au  lieu  de  connaître  la  valeur  absolue  de  deux 
parties  d’un  triangle  rectangle,  comme  il  le  faudrait  pour  résoudre 
ce  triangle  par  les  formules  (537),  on  connaît  seulement  une  partie, 
et  la  somme  ou  la  différence  de  deux  autres  parties.  Nous  croyons 
Utile  de  dooner  ponr  ces  cas  les  solutions  suivante!. 

Ln  multipliant  l’équatiop  (544)  Par  U >4%  (537),  on  a tang.*  { B 
X AC‘  = (BC  — AB)’,  et  par  conséquent 


“AC-:  BC  — AB  ::  nxtang.»^  B. 


1)8  CHAT.  X RÉSOLUTION 

ri|.  4.  547-  Si,  au  lieu  de  multiplier,  ou  divise/  on  trouvera 

AC  : BC  4-  AB  ::  îang.  ; B : i. 

Par  ces  deux  analogies  on  résoudra  le  triangle,  lorsqu'un  angle , 
et  la  différence  ou  la  somme  de  l'hypoténuse  et  d'un  côté  seront 
donnés. 

548.  Car  on  sait  que  la  demi-somme  de  deux  quantités , 
augmentée  ou  diminuée  de  leur  demi-différence , est  égale  , dans 
le  premier  cas,  à la  plus  grande  de  ces  deux  quantités , et,  dans 
le  second , à la  plus  petite. 

549-  La  formule  ««  (537)  donne  AB  : AC  ::  1 : tang.  B. 
Donc  AB  4-  AC  : AB  — AC  ::  1 -f.  tang.  B : 1 — tang.  B 

::  1 : et  Par  conséquent  (II.  8') 

AB  4-  AC  : AB  — AC  ::  1 : tang.  (45*  — B). 

Far  cette  analogie  on  résoudra  le  triangle,  lorsqu’un  angle  et  la 
différence  ou  la  somme  des  deux  côtés  seront  donnés. 

550.  La  proportion  AB  : AC  ::  1 : tang.  B donne  aussi 
AB  : AB  dfc  AC  ::  1 : 1 db  tang.  B.  Mais  (537,  gr) , AB  = 
BC  cos.  B.  Donc  BC  : AB  =fc  AC  ::  1 : cos.  B(i±  tang.  B) 
::  1 : cos.  B sin.  B ; et  par  conséquent  (II.  ye) 

BC  : AB  da  AC  ::  1 : sin.  (45*  ± B)  [/a. 

Par  cette  analogie  on  résoudra  le  triangle,  lorsque  l’hypoténuse  ou 
un  angle , et  la  somme  ou  la  différence  des  côtés  seront  donnés. 

551.  Lorsque  sin.  (45*  + B)  est  la  quantité  cherchée,  les  tables 

ne  donneront  pas  avec  exactitude  l’arc  correspondant,  dans  le  cas  où 
B sera  un  peu  moindre  que  de  45".  Mais  alors  comme  on  a sin. (45* — B) 
= — cos.* (45*  — B)  = \A  — sin.*(45*  ■+■  B)  , ce  qui 

donne,  en  substituant  à sin.  (45*4- B)  sa  valeur  tirée  de  l'ana- 
logie ci-dessus,  sin.  (45*  — B)  = (1  — ^ 

y/ on  aura  de  cette  manière,  au  lieu  de 

la  valeur  de  sin.  (45*4- B) , celle  de  sin.  (45*  — B),  et  par  consé- 
quent celle  de  B,  avec  toute  la  précision  desirée.  Si  la  fraction 
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^ est  Peu  différente  de  l'unité , il  est  à propos  de  calculer 

par  les  nombres  naturels , et  non  par  logarithmes , la  quantité 
aBC* — (AB  -f-  AC)*,  pour  l’avoir  avec  exactitude.  Mais  ensuite 
on  pourra  prendre  son  logarithme , en  soustraire  le  log.  de  aBC*  ; 
la  moitié  du  reste  sera  le  log.  de  sin.  (45*  — B). 

55a.  Considérons  encore  deux  cas  qui  fournissent  trois  théo- 
rèmes utiles. 

Soit  divisée  premièrement  l'hypoténuse  en  deux  segmens  par 
une  perpendiculaire  comme  AD  , tirée  de  l’angle  droit.  f'S-  *■ 

i*.  Le  plus  grand  segment  sera  au  plus  petit , comme  le  rayon 
au  quarré  de  la  tangente  du  plus  petit  angle . 

a*.  L'hypoténuse  sera  à la  différence  des  segmens,  comme  le 
rayon  au  sinus  de  la  différence  des  angles. 

En  effet,  (539),  AD  = BD  x tang.  B = CD  x tang.  C. 

Mais  tang.  C = cot.B  = Donc  BD  X tang.*B  = CD, 

et  par  conséquent 

1*.  BD  : CD  ::  1 : tang.*B. 

II  est  évident  que  B doit  être  le  plus  petit  angle,  en  supposant 
BD  > CD-,  puisque  la  proportion  exige  qu’on  ait  aussi  1 > tang. B, 
c’est-à-dire  B < 45*,  (39). 

Cette  proportion  se  transforme  ainsi  : BD  -f-  CD  : BD  — 

CD  ::  1 + tang.*B  : 1 — tang.*B  ::  1 : 1 ~ ::  1 : 

a I + tang. 'B 

cos.  aB,  (I.  a5«).  Mais  BD  -f-  CD  = BC,  et  cos.  a B = 

sin. (C  — B),  puisque  C = 90*  — B.  Donc 

a*.  BC  : BD  — CD  ::  1 : sin.  (C  — B). 

553.  Si  au  lieu  de  la  perpendiculaire  AD , on  considère  une 
ligne  comme  AE,  qui  tombe  obliquement  sur  l'hypoténuse , en 
divisant  l'angle  droit  en  deux  parties  égales  ; alors 

3*.  Le  plus  grand  segment  de  l'hypoténuse  est  au  plus  petit , 
comme  le  rayon  à la  tangente  du  petit  angle. 

En  effet  (89),  AE  = ^ = £&§■  Mais  BAE  = CAE 
par  la  construction , et  sin.  C = cos.  B.  Donc  BE  x sin.  B ss 

l7. 
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CE  X cos.  B , et  par  conséquent 

BE  : CE  ::  i : fang.  B. 

554.  Nous  terminerons  ce  qui  concerne  toutes  ces  Formules  , 
(543,  etc.),  en  donnant  un  exemple  pour  en  faire  voir  l'usage 
et  l’utilité. 

Supposons  que  regardant,  d'un  lieu  élevé , l'horizon  de  la  sur- 
face de  la  mer , on  demande  l'inclinaison  du  rayon  visuel. 
ri*  g.  Soit  BT  = 4°  pieds , et  soit  la  tangente  BA  le  rayon  visuel 
d’un  observateur  qui , du  point  B , regarde  l'horizon  de  la  mer.  On 
cherche  l’angle  ABO  que  forme  l’horizon  apparent  AB  avec 
l’horizon  vrai  OR  de  l’observateur. 

555.  Puisque  BAC=go*  = CBO,  l’angle  cherché  ABO=ACB. 
Pour  trouver  la  grandeur  de  cet  angle,  on  a par  la  formule  i5'  (53y), 

AC 

cos.  C = Les  Astronomes  ont  déterminé  la  longueur  du  demi- 

diamètre  AC  ou  TC  de  la  Terre,  dont  la  valeur  moyenne  (1559) 
est  à-peu-près  de  19610000  pieds  , mesure  de  Paris,  en  nombres 
ronds.  En  ajoutant  40,  on  a donc  la  valeur  de  BC,  et  par  conséquent 

log.  AC  = log.  19610000  = 7,3934776 
compl.  log.  BC  es  compl.Iog.  19610040  = 3,7075315 

log.  cos.  C = 9>  999999» 

556.  Ce  log.  répond  dans  les  tables  au  cosinus  d’un  angle  entre 
6'  45'  et  7'  i5'.  On  aurait  ainsi  la  valeur  de  l’angle  cherché  avec 
5o*  d’incertitude  (419).  B est  donc  à propos  d'avoir  recours  à la 

formule  (545),  sin.-jC  = l/  — ^CC- ,ransf°rme  1°  grat,d 
cosinus  en  un  sinus  très-petit , et  dont  voici  le  calcul, 
log.  i(BC  — AC)  = log.  \ BT  = log.  30  = i,3oio3oo 
compl.  log.  BC  = compl.  log.  19610040  = 3,7075315 

Donc  log.  B^~c-  = 4>00®55i5 

dont  la  moitié  (54g),  ou  log.  sin.  ~ C = 7,0043757. 

Ce  log.  répond  dans  les  tables  à sin.  3'  38', 3;  et  l’on  a ainsi  avec 
précision  C = 6'  56',  6. 

557.  Nous  venons  de  voir  que  quand  on  emploie  la  formule 


/ 


/ 
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À P 

cos.  C = pjr  i le  log.  de  cos.  C ne  donne  pas  exactement  la  valeur 

de  C : mais  cette  imperfection  n’influe  en  rien  sur  le  calcul  lorsque 
l’angle  C est  connu,  et  qu'étant  donnés,  par  exemple,  BC  et  C, 
on  cherche  AC  par  la  Formule  AC  = BC  X cos  C.  Il  est  clair  que 
si  à log.  BC  pris  du  l'exemple  ci-dessus , on  ajoute  log.  cos  6'  57', 
tel  que  le  donnent  les  tables , et  que  nous  l’avons  trouvé  en  cal- 

AP 

culant  la  formule  cos.  C = , il  en  doit  résulter  nécessaire- 

ment le  même  log.  de  AC,  que  celui  que  nous  avons  emplojé 
dans  cette  même  formule.  Concluons  qu’autant  les  sinus  et  cosintis 
très-grands  sont  peu  propres  à donner  la  valeur  exacte  des  angles 
par  le  mojen  des  tables  ordinaires  , autant  ils  sont  favorables  , 
lorsque  l’angle  est  donné , pour  trouver  avec  précision  une  autre 
quantité  quelconqnç  d’une  équation,  puisque  s’il  y a quelque  légère 
erreur  dans  l’angle  donné  , elle  n’allère  point  la  valeur  de,  son 
sinus  ou  cosinus , et  ne  nuit  point  par  conséquent  à la  valeur  de 
la  chose  cherchée. 

558.  Si , au  lieu  de  l’angle  d’inclinaison,  on  voulait  connaître 
la  distance  BA , on  aurait  (537,  16e) , AB  = y/^o  x 39220040. 
En  calculant  cette  équation  par  les  logarithmes  , on  trouvera 
promptement  que  l’oeil  peut,  à quarante  pieds  d’élévation,  voir 
la  surface  de  la  mer  jusqu'à  une  distance  de  3g6o8  pieds. 


CHAPITRE  XI. 


Résolution  des  triangles  rectilignes  obliquavglcs. 


55g.  i^fOsnAissAKT  deux  angles , et  par  conséquent  le  troi- 
sième, et  connaissant  aussi  un  côté , trouver  l'un  des  deux 
autres  côtés. 


1Î2  CHAP.  XI.  RÉSOLUTION 

Appelons  A , B , C les  trois  angles , et  AC  le  côté  connu.  Si 
r’6'  l’on  cherche  BC , on  aura  par  la  règle  (89) 


BC  = 


AC  X sin.  A 
ain.  B 


Nous  arons  donné  (92)  un  exemple  de  ce  cas. 

Si  le  côté  cherché  est  AB , on  aura  par  la  même  règle 

AC  X lin.  C 


AB  = 


a.  I) 


56o.  Connaissant  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à l'un  d'eux , 
trouver  l’angle  opposé  à l'autre  côté  donné , et  par  conséquent 
l’angle  intercepté;  car  ordinairement,  avec  ces  mêmes  données, 
c’est  en  cherchant  celui  des  angles  opposés  qui  n’est  pas  connu, 
qu’on  détermine  l’angle  intercepté. 

Appelons  les  données  AC,  BC,  B;  A est  l’inconnue  demandée, 
et  on  aura 


sin.  A 


BC  X sin.  B 
ÂC  : 


56i.  L'angle  cherché  est  toujours  aigu,  s'il  est  opposé  au  plus 
petit  des  côtés  donnés.  ' 

En  effet,  comme  le  plus  grand  angle  est  toujours  opposé  aii  plus 
grand  côté,  il  faut,  si  BC  < AC,  qu’on  ait  aussi  A < B.  Or  un 
triangle  rectiligne  ne  peut  avoir  deux  angles  obtus. 

56a.  Si  l'angle  cherché  est  opposé  au  plus  grand  des  côtés 
donnés , l'espèce  de  l'angle  est  douteuse , (55). 
ri*,  g.  En  effet  soit,  par  exemple,  BC  > AC;  et  menons  CD  = AC  ; 
nous  aurons  A = ADC,  et  (54),  sin.  A = sin.  CDB  = — K 

= Donc  pour  savoir  si  l’aDgle  cherché  est  aigu  comme 

A , ou  obtus  comme  CDB,  il  ne  suffit  pas  de  connaître  la  grandeur 
de  B,  celle  de  BC  et  celle  de  AC  = CD;  mais  il  est  nécessaire  de 
savoir  encore  si  le  plus  petit  côté  donné  est  dans  la  direction  AC 
ou  dans  la  direction  CD.  C’est  ce  qu’on  sait  ordinairement  par  les 
circonstances  locales.  Mais  sans  cela , il  est  de  plus  impossible  de 
savoir  laquelle  il  faut  adopter  des  deux  valeurs  ACB , BCD  pour 
le  troisième  angle,  et  AB,  BD  pour  le  troisième  côté. 
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565.  Connaissant  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à l'un  d'eux , 
trouver  le  troisième  côté. 

Appelons  les  données  AC,  BC,  B ; AB  est  l’inconnue  cherchée.  fi«  » 
Que  l’on  mène  sur  AB  prolongé  , s’il  le  faut , la  perpendicu*  " 1 
laire  CD  ; on  aura  ( 53o  ) , BD  = BC  x cos.  B , et  CD 
BC  x sin.  B.  Donc  (53i),  AD  s \/(  AC*  — CD*)  = 
;/(AC*  — BC’  sin.’B).  Or  AB  = BD  AD.  Donc 

AB  = BC  x cos.  B v/(AC*  — BC*  sin.’B). 

564.  On  Toit  par  les figures  que  le  radical  négatif  a lieu  lorsque 
l’angle  A est  obtus.  Donc  pour  trouver  la  valeur  de  AB,  il  est 
nécessaire  de  savoir  l’espèce  de  l'angle  opposé  au  plus  grand  des 
côtés  donnés  , comme  dans  le  problème  précédent.  Si  l’angle 
donné  B est  obtus,  le  radical  est  positif;  mais  il  faut  observer 
qu 'alors  BC  X cos.  B devient  négatif  (66). 

565.  J’ai  donné  pource  problème  une  solution  directe,  et  j’en  ferai 
de  môme  pour  les  problèmes  suivans,  parce  que  ces  solutions  four- 
nissent des  expressions  utiles  et  même  nécessaires  dans  les  opéra- 
tions analytiques  : mais  dans  ce  cas-ci , la  voie  la  plus  expéditive  et 
la  plus  commode  pour  le  calcul  numérique,  est  de  chercher  d’abord 
l’angle  A parla  formule  (56o)  ; alors  le  troisième  angle  C est  aussi 
connu;  et  ensuite  AB  se  trouve  par  la  a°  formule  (55g).  Comme 
les  quantités  AC  et  sin.  B sont  communes  à ces  deux  formules , on 
n’a  que  six  logarithmes  à chercher  par  cette  méthode. 

566.  Connaissant  deux  côtés  et  l'angle  intercepté , trouver  le 
troisième  côté. 

Soient  les  données  AB , AC , A ; BC  est  le  côté  demandé.  Fig  » 
Menant  une  perpendiculaire  CD  sur  l’un  des  côtés  connus , on 
aura  (53 1) , BC*  = CD*  + BD*  = AC*  — AD’  -f-  (AB  — AD)* 

= AC*  AB’  — *aAB  x AD.  Mais  AD  = AC  X cos.  A,  (53o); 
dnc 

BC  ==  /(AB*  + AC*  — a AB  x AC  cos.  A). 

En  appliquant  cette  solution  à la  tig.  3 où  A est  obtus  , on  verra 
que  le  dernier  terme  est  positif,  c’est-à-dire  tel  que  la  seule  consi- 
dération des  règles  (66)  aurait  conduit  à l’employer  dans  le  calcul. 

567.  Cette  formule  est  assez  pénible  à calculer.  Pour  la  rendra 


1 34  CHAP.  XL  RÉSOLUTION 

*v-  ».  plus  commode  dans  la  pratique,  substituons  i — asin.*  - A au  lieu 
de  co3.  A,  et  nous  aurons  (38,  14), 

BC  = V ( AC  <✓)  AB)'  -f-  4AB  x AC  x sin.*  ( A. 
Actuellement  par  les  transformations  (441)  nous  aurons 

tanS-  a = I^aB  ^AB  X AC;  et 

BC  = AC^AB. 

cos  a. 


La  première  de  ces  équations  donnera  la  valeur  d’un  arc  a,  qui, 
employée  dans  la  seconde,  fera  connaître  aussitôt  le  côté  cherché. 


568.  Lorsque  la  différence  (ACooAB)  des  côtés  est  petite, 
le  résultat  peut  se  trouver  plus  exact  en  employant  la  somme.  Pour 
cet  effet , écrivons  (566)  , (3 cos.*  J A — 1)  au  lieu  de  cos.  A;  nous 

aurons  1ÎC  = vfÂB  + AC)*  — 4AB  X AC  x cos.*  { A ; 
puis , (443) , 


cos,  m 


a co».  j A 
AB  + AC 


t/AB  x AC, 


et  BC  — (AB  -f-  AC)  sin.  m. 

56g.  Connaissant  deux  côtés  et  V angle  intercepté , trouver 
un  des  deux  autres  ans/es. 

O 


Solution  I.  Nommons  les  données  AB , AC  , A ; soit  B l’angle 
cherché.  Du  troisième  angle  C abaissons  la  perpendiculaire  CD; 

nous  aurons  (ôag),  tang.  B = j^.  Mais  ( 53o)  , CD  = AC  X 
sin.  A,  et  BD  = AB  — AD  = AB  — AC  x cos.  A.  Donc 


tang.  B 


AC  ain.  A tang.  A 

AB  — AC  cos.  A ~ * AB 

AC  cos.  A 


La  dernière  expression  nous  apprend  que  dans  ce  problème  il  n'est 
pas  nécessaire  de  connaître  la  valeur  absolue  des  côtés  donnés , 

mais  seulement  leur  rapport 


670.  Si  A est  obtus,  cos.  A et  tang.  A seront  négatifs  (73).  Mais 
si  A étant  aigu  , on  a AC  cos.  A > AB , alors  la  valeur  de  tang.  B 
sera  négative,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  B sera  obtus  (77). 
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Soit  dit  au  surplus,  une  fois  pour  toutes , qu'il  suffit  de  donner 
les  formules  y pour  la  résolution  générale  des  triangles , en  sup- 
posant tous  les  angles  aigus.  C'est  à quoi  se  réduit  la  règle  (77). 


571.  Si  au  lieu  de  B on  cherche  l'angle  C;  en  abaissant  la  per- 
pendiculaire du  point  B sur  la  ligne  AC , on  trouvera  par  la  même 
méthode 


tang.  C = 


AB  *in.  V 
AG  — AB  eus.  A 


57a.  On  obtiendrait  le  même  résultat  en  changeant  seulement 
dans  la  formule  précédente  B en  C et  C en  B,  règle  facile  et 
générale. 

573.  Solution  II.  AB  : AC  ::  sin.  C : sin.  B,  (8g).  Donc 
AB  -f-  AC  : AB  — AC  ::  sin.  C + sin.  B : sin.  C — 
sin.  B ::  tang. i ( C -f- B)  : tang.  i (C  — B),  (II.  i3c).  Mais 
(93)  * ,a«'g-  î(C  + B)  = tang.  a (180’  — A)  = tang.  (90*  — a A) 
= cot.  j A,  (11).  Donc 

tang.  a (C  — B)  = cot.  a A x 5 ou 

cot.  a (C  — B)  = tang.  a A x xü-lô' 

574.  Pour  calculer  l’une  ou  l'autre  de  ces  formules,  on  nommera 

C -A»  B 

AC  le  plus  petit  des  deux  côtés  donnés.  On  connaît  déjà  — - — 

= 90°  — a A.  Retranchant  de  cette  quantité  la  valeur  de  C a ^ 

donnée  par  la  formule,  on  aura  celle  de  B ; en  l'ajoutant,  au 
contraire,  on  aura  le  plus  grand  angle  C,  (548);  et  cette  addition 
donne  l'angle  obtus,  quand  il  l’est  effectivement. 

575.  Si  la  valeur  des  côtés  AB  , AC  était  donnée  en  logarithmes 
et  non  en  nombres  naturels,  comme  il  arrive  dans  les  tables  astrono- 
miques pour  les  distances  des  planètes  au  soleil,  alors  on  ferait , (443)  » 

AC  . 

tang.  x = ; et  on  aurait 

cot.  3 (C  — B)  = tang.  j A tang.  (45*  ■+•  x). 

5;G . Connaissant  les  trois  côtés , trouver  un  aflgle. 
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Solution  I.  Soit  A l’angle  cherché.  De  la  formule  (566)  on  tire 

. AB*  + AC*  — BC* 

cos.  A — . „■  — . 

a AB  X AC 

577.  Cette  expression  de  cos.  A sera  plus  commode  pour  le 
calcul  sous  la  forme  suivante,  (a8)  : 


cos 


* _ (AC+AB-)-BC)(AC  + AB  — BC) 
A — 'a  AC  X AB 


678.  Solution  II.  En  mettant , dans  la  formule  que  nous  Tenons 
de  trouver,  a cos.’  JA  — 1 au  lieu  de  cos.  A , on  aura 


cos.  J A 


AC-f-AB  + BC  /AC  + AB-fBC 

2 \ 2 


— BC) 


AB  x AC 

Cette  solution  me  paraît  la  plus  expéditive  ; cependant  la  suivante 
est  plus  usitée , parce  que  souvent  on  aime  mieux  chercher  dans 
les  tables  le  log.  d’un  sinus  que  celui  d’un  cosinus,  et  surtout  parce 
qu’on  n’a  pas  les  petits  angles  avec  exactitude  par  les  cosinus. 

579.  Solution  III.  Dans  la  formule  (576),  mettons 
i — a sin.*  J A au  lieu  de  cos.  A;  nous  aurons  a sin.*  J A = 
. BC*— AC*  — AB*  (BC  + AC  — AB)  (BC  4- AB  — AC)  — 

1 + à AB  X AC  ~ a AB  x AC DonC 

'BC  ■+•  AC  4“  AB  ___  "f*  AC  AB 


si  n. 


=v/(-î 


AB  X AC 


58o.  La  table  III , à la  fin  de  cct  Ouvrage  , contient  les  solutions 
analytiques  de  toutes  les  questions  que  renferme  ce  problème  : 
Dans  un  triangle  ABC,  trois  parties,  dont  au  moins  un  côté , 
étant  données , déterminer  les  autres  parties.  Je  dis  trois  parties 
dont  au  moins  un  côté  ; j’en  excepte  uu  seul  cas , celui  de  deux 
angles  connus , lesquels  suffisent  pour  déterminer  le  troisième  angle. 

Les  formules  1*,  a',  10-,  ii«,  19%  ao",  a8-,  29',  55',  56*,  8ac,  83, 
de  la  table  III,  naissent  visiblement  de  la  règle  (8g). 

Les  formules  3o',  g3c,  48e,  Sjc,  66e,  75e,  8/(-,  gô®,  102',  sont 
fondées  sur  les  art.  93,  73,  et  donnent  celles  qui  les  suivent  immé- 
diatement, comme  on  le  reconnaîtra  si  l’on  se  rappelle  les  formules 
(II  i„  5„  5(). 

Les  formules  8,,  25®,  43,,  77,,  io5',  sont  démontrées  aux  articles 
563,  566,  56g,  571. 
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Le»  formule»  9-,  17e,  18%  26*,  27',  se  démontrent  comme  la  8'; 
on  plutôt  la  9"  se  tire  de  la  8«,  en  changeant  dans  celle-ci  A en  B 
et  B en  A ; et  par  des  ehangeraeus  semblables , la  9e  donne  la  17e  et 
la  26%  et  la  8’  donne  la  18"  et  la  27'. 

Le*  7'  et  r6"  se  démontrent  comme  la  25e,  ou  se  tirent  de  la  25* 
en  changeant  convenablement  les  lettres. 

Les  7 o*  et  97'  se  démontrent  comme  la  43e»  ou  s’en  déduisent 
en  changeant  les  lettres. 

Les  formules  5oe,  5i«  se  démontrent  comme  la  77»,  on  la  5i'  se 
déduit  de  la  77’,  et  la  5oe  de  la  5ie,  en  changeant  le»  lettres.  Il  en 
est  de  même  des  78'  et  104',  comparées  à la  io5e. 

La  3e  est  tirée  de  la  re,  en  mettant  dans  celle-ci  la  râleur  de 
sin.  A,  prise  de  la  3ie,  et  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur 
par  sin.  C.  Les  4e»  12e,  i3e,  21'  et  22*',  se  tirent  de  même  des  a',  10', 
11e,  19e  et  20p. 

Les  5%  6e,  14%  i5-,  23e  et  24e  sont  faciles  à tirer  des  formules 
5 ie,  77e,  io5e,  5o",  78e,  104e. 

La  32e  est  tirée  de  la  28e,  en  substituant  dans  celle-ci  la  valeur 
de  AB  prise  de  la  7e.  On  déduira  de  la  même  manière  les  formules, 
53%  59e,  60%  86»,  87e  des  29%  55e,  56%  82',  83'. 

Si  on  observe  que  sin.  A = t/(  1 — cos.*  A ) , on  verra  que 
le"  34%  61e,  88'  proviennent  des  43e,  70',  97'. 

La  35e  se  déduit  de  la  28%  en  y introduisant  la  valeur  de  BC 
prise  de  la  formule  26'.  On  déduira  de  même  les  formules  36e, 
62e,  63e,  89',  90e  des  formules  2g',  55e,  56e,  82e,  83e. 

En  faisant  atlention  que  cos.A=  \/(  1 — sin.'A),  on  recon- 
naîtra que  les  formules  37%  38",  64e,  65e,  91e,  92e  proviennent  des 
28e,  29 -,  55e,  56e,  82e,  83e. 

En  observant  que  cos.  A = , et  divisant  la  3ae  par  la  5o*, 

on  aura  la  4i'-  Ou  trouvera  de  la  même  manière  les  formules  42', 
68e,  69e,  g5‘,  96e. 

La  44'  cit  tirée  l*  4°'»  «n  substituant  dans  celle-ci  la  valeur 
de  sin.  B prise  de  la  56e,  et  celle  de  cos.  B prise  de  la  65'.  Les  45e, 
71e,  72e,  98',  99e  sont  formées  de  même,  en  substituant  respecti- 
vement dans  les  40e,  67e,  94e,  les  valeurs  contenues  dans  les  82e, 
et  91e,  83e  et  92e,  28e  et  37e,  29e  et  38e,  55e  et  64e. 
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On  sait  que  tang.  A = donc  en  divisant  la  35'  par  la  44% 

on  aura  la  53'.  Les  54'»  8o',  8i',  107',  108'  sont  formées  de  la 
même  manière. 

De  pins , tang.  A = Qôs‘X  ~~  ’ {*’°“  **  est  ^ac^e 

conclure  que  les  5a',  79',  106*  proviennent  des  43%  70',  97*. 

Enfin  en  divisant  la  a8'  par  la  87',  on  a la  46',  et  l’on  forme  de 
la  même  manière  les  47%  73%  74%  l0o%  10I% 

58i.  La  table  IV,  rejetée  de  même  à la  fin  de  cet  Ouvrage  , n’a 
pas  besoin  d’explication.  J’ai  cru  devoir  l’ajouter  en  faveur  de  ceux 
qui  n’aiment  pas  les  expressions  dans  lesquelles  les  parties  du 
triangle  sont  désignées  simplement  par  les  lettres  de  l’alphabet. 
J’j  ai  réuni  les  solutions  les  plus  commodes  pour  le  calcul  numé- 
rique. 

58a.  On  aura  pu  conclure  des  formules  des  tables  III  et  IV,  et 
en  général  de  toutes  les  formules  précédentes,  que  pour  résoudre 
un  triangle  rectiligne  obliquangle  , il  est  nécessaire  de  connaître 
trois  des  parties  qui  le  composent , et  que  l’une  au  moins  de  ces 
parties  soit  un  côté  par  la  même  raison  que  celle  qui  a été  donnée 
(55a).  Telle  est  la  règle  générale.  Nous  allons  cependant  donner  des 
solutions  pour  des  combinaisons  différentes. 

-.  583.  Connaissant  deux  côtés  AB,  AC,  et  la  différence  (Ct/jB) 

des  angles  opposés , résoudre  le  triangle . 

De  la  seconde  formule  (573),  dans  laquelle,  pour  plus  de  géné- 
ralité, je  substitue  00  à — , je  déduis  l’équation  suivante  : 

tang.  i A =cot.  i(CtoB)  x Xb+âc»  ou 

f demi-angle  compris  1 cot.  i difF.  donnée  X dilT.  des  côtés  donnés 
l entre  les  côtés  donnés  / somme  des  côtes  donnés 

L’angle  A étant  connu,  la  détermination  des  autres  parties  du 
triangle  n’a  plus  de  difficulté. 

584.  Connaissant  les  angles  et  la  somme  (AB-f-AC),  ou  la 
différence  (AB  co  AC)  de  deux  côtés , résoudre  le  triangle. 

Des  deux  dernières  équations  se  déduisent  les  quatre  suivantes: 
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(AB  AC)  = (AB  + AC)  tang.  * A tang.  \ (C  oo  B) , 

(AB  4-  AC)  = (AB  oo  AC)  cot.  i A cot.  KC^B),  ou 

Diff.  des  côtés  dont  1 som.  de  ces  côtés  X tang.  j angle  compris. 

la  somme  est  donnée  J ~ cot.  i diff.  des  deux  antres  angles 

Sora.  des  côtés  dont  ) diff.  de  ces  côtés  X cot  à angle  compn» 

la  différ.  est  donnée  J tang  ^diff.  des. deux  autres  angles 

L’une  ou  l’autre  de  ces  deux  formules  donnera  la  valeur  absolue 
de  AB  et  de  AC , (548). 


585.  Connaissant  un  angle  A , le  côté  opposé BC , et  la  somme 
( AB -H  AC) , ou  la  différence  (AB  <✓>  AC) , des  deux  autres  côtés , 
résoudre  le  triangle. 

(AB«/->AC)sin.A (ABooAC)sin.(C+B)  _ 

On  a (III.  t*>  II*)»  BC—  sin. Ct'oein. B sin.  C oo  sin.  b 

. . . . r»B^,AOa»in.éfC-l-B1cos.i(C+B)  (AB^AQsin.K^  + g)’ 

([.  6e,  II.  a3') ajin.i(C«^B)cos.KC  + B)  sin-KC^B) 

Mais  sin.  1 (C  + B)  = sin.  ï (i8o‘  — A)  = cos.  i A.  Donc 


sin.  | (C  1/5  B)  = 


( AB  oo  AC)  COS.  ; A 


BC 


OU 


. I L différence  des  1 diff.  donnée  X cos.  » angle  donna 

iln  ’ i angles  inconnus  J côté  donné 


Cette  formule  sert  à déterminer  les  angles  (548)  , quand  on 
connaît  la  différence  des  côtés. 


586.  Si  la  somme  est  donnée,  an  lieu  de  la  différence  , il  faut 
changer,  dans  Ja  démonstration  qui  précède,  le  signe  oo  en  •+•» 
et  au  moyen  de  la  formule  (II.  tÿ)»  dans  laquelle  au  contraire 
on  mettra  oo  au  lieu  de  — , on  arrivera  au  résultat  suivant , qui 
fera  de  même  connaître  la  mesure  des  angles  inconnus  : 


. , „ „ v ( AB  4- AC)  sin.  ^ À 

cos.  L (Ceo  B)  BC — -Î— , 


ou 


i différence  des  1 __  somme  donnée  X sin.  1 angle  donné 
angles  inconnus  / coté  donné 


587.  Ayant  trouvé  par  l’une  des  formules  (585  , 586)  la  demi- 
différence  des  angles , on  connaîtra  aussitôt  par  l’autre  la  somme 
ou  la  différence  des  côtés  j et  toutes  les  parties  du  triangle  seront 
connues. 


1^0  CHAP.  XI.  RÉSOLUTION 

588.  Connaissant  un  angle , un  coté  adjacent , et  la  somme 
des  deux  autres  côtés , résoudre  le  triangle. 

Kl*-  9-  Solution  I.  Soient  les  choses  connues  D , BC  et  (AB-f-  AC). 
Que  l’on  prolonge  AB  de  manière  qu’on  ait  BD  = (AB  + AC), 
ou  qu’on  ait  AD  ±=  AC  •,  on  connaîtra  dans  le  triangle  BCD  les 
deux  côtés  BC , BD,  et  l’angle  intercepté  B,  et  l’on  trouvera  par 
la  solution  (573)  la  valeur  de  a (BCD — D),  qui  est  celle  de 
fACB,  puisque  D = ACD  par  la  construction.  Cette  valeur  sera 
exprimée  par  l'équation  suivante  : 


cot.  î ACB  = tang.  jB  x 


(AB-f  AC)  4- ne 
(AB  + AC)— BC' 


ou 


demi-angle  inconnu 
adjac.  au côté connu 


) 


=tang.  J angle  donné  x 


>oni- donnée  + cfltédonné 
soin,  donnée— coté  donne' 


58g.  Solution  II.  Faisons(AB+  AC)=  s , et  par  conséquent 
AC  = s — AB.  Nous  aurons  (III.  16),  (s  — AB)‘ = BC* -f- AB* 
— aBC  X AB  cos.  B = s‘  — as  X AB  -f-  AB*;  d’où  se  déduit 
2AB  x (s  — BC  cos.  B)  = s‘  — BC*  = (s  — BC)  (s  -f-  BC). 
Substituons  à s sa  valeur;  nous  aurons  aussitôt 


ad  _ i(AB+  AC  — BC)  (AB  + AC  + BC) 

“ (AB  + AC)  — BCcos.B 

Wisthon  ( Prœlect.  Astron.  Lem.  vi) , et  Paulin  ( Institut. 
Analyticœ , Romœ , 1738,  pag.  198)  ont  donné  des  solutions 
laborieuses  de  ce  problème.  La  collection  complète  de  la  table  III 
fournit  toujours  les  solutions  les  plus  simples. 

890.  Connaissant  un  angle  , un  côté  adjacent , et  la  différence 
des  deux  autres  côtés  , résoudre  te  triangle. 


, Solution  I.  Soient  les  choses  connues  B,  BC  et  (AB — AC). 
Qu’on  prenne  BD  = (AB  — AC),  ou  qu’on  fasse  AD  = AC. 
Dans  le  triangle  BCD,  la  valeur  de  (BDC  — BCD)  est  donnée 
par  la  solution  (573).  Mais  BDC  = 180°  — ADC , BCD  = ACB 
— ÀCD , et  ADC  = ACD  par  la  construction.  Donc  la  valeur 
susdite  est  celle  de  90“  — £ ACB.  Donc 


tang.  1 ACB  — tang.  î B X BC ^AB  _ Ac^  > ou 

(demi-angle  inconnu  ) . , , , côté  donné -f-ditT.  donnée 

adjac.  au  coté  connu  J tang.  ; ang.  onn  X Cûté  donné — difT.  douuee' 
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■mj i . Solution  II.  Eu  procédant  comme  je  l'ai  fait  (58q)  , on 
trouvera 

i(BC  — (AB  — AC))(BC  + (AB  — AC)) 


AB  = 


BC  co».  11  — (.AB  — AC) 


593.  Déterminer  les  parties  inconnues  d'un  triangle , dans 
lequel  on  connaît  un  angle , le  côté  opposé , et  le  rectangle 
des  deux  autres  côtés. 


Soient  les  parties  connues  C,  AB  et  (AC  X BC).  Puisqu’on  Hj 
a AB  : sin.  C ::  BC  : sin.  A , et  AB  : siu.  C ::  AC  : sin.  B , on 
aura  , en  multipliant  les  deux  proportions  l’une  par  l’autre,  AB’  : 
sin.*  C " AC  x BC  : sin.  A sin.  B.  Mais  ( IT.  17e) , sin.  A sin. B 
= ( cos.  (A  — B)  — j cos.  (A  -f-  B)  = [ cos.  (A  — B)  -f-  -*  cos.  C, 
(llf.  93').  En  introduisant  cette  valeur  dans  l’analogie,  on  en 
tire 


cos.  (A  — B)  = 


a (ACX  BC)  sin.’C  — AB’ww.  C - 
AB’  » 


équation  qui  conduit  à la  détermination  des  angles  inconnus  (574). 

5g3.  Pour  avoir  les  côtés  inconnus,  qu’on  observe  (III.  7')  que 
AB’+aACx  BCcos.C=AC-l-BC’=(AC^BC)*^=2AC  xBC. 

Si  au  lieu  de  cos.  C , on  iutroduit  une  première  fois  (2  cos.*  ( C — 1), 
en  faisant  usage  des  signes  supérieurs  , et  une  seconde  fois  (1  — 3 
sin.*  5 C)  , mais  en  employant  les  signes  inférieurs,  on  obtient 

AC  + BC  = y (AB*  + 4 (AC  x BC)  cos.*  4 C) , 

AC  uoBC  = v/(AB*  — 4(  AC  x BC)  sin.*  ± C). 

5g4-  Connaissant  les  trois  angles  et  la  somme  des  trois  côtés  , 
déterminer  un  côté  quelconque. 

BC  : sin.  A ::  AC  : sin.  B ::  AB  : sin.  C ::  BC  -f-  AC  ■+•  AB 
: sin.  A -+-  sin.  B H-  sin.  C , par  la  XIIe  du  5'  liv.  U ’Euclide. 
Donc 


BC  = <AB  + AC  + BC)  lin.  A 
sin.  A sin.  B -f*  sin.  C 

5g5.  Connaissant  deux  anglés  et  le  côté  compris  , trouver  la 
perpendiculaire  abaissée  du  troisième  angle.  ( Newton  Arith. 
univ.  Sect.  4.  Cap.  II.  Prob.  I.) 

Soient  A,  B , AB,  les  données,  CD  la  perpendiculaire  cherchée.  F;r  ». 
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».  Puisque  (5a9),  BD  = CD  cot.  B , el  qu’on  a de  même  AD  = CD 
X cot.  A , on  a donc  aussi  BD  -f*  AD  = CD  (col.  B 4-  cot.  A ) 


= CD 


ain.  ( A -f-  K) 

x 15IÏT- 


(II.  aa').  Donc 


CD  = 


AD  .nn.  A «in.  B AD  sin.  A sin.  D 


(95), 


sin.  (,Y-|-U)  sia.  C -----  ^ j 

équation  qui  a encore  lieu , lorsque  la  perpendiculaire  tombe  en 
dehors  du  triangle  , comme  dans  la  iîg.  3.  Ce  que  je  dis  une 
fois  pour  toutes  , (570). 

696.  T.  es  trois  cdtés  étant  donnés , trouver  la  perpendiculaire. 
Aluliiplicz  l’une  par  l’autre  les  deux  formules  (579,  578);  vous 

durez  .1».  i A ec.  i A = x 


, /(BC  + AC  + AB)  (AC  + AB  — BC)  ,r  . . . . 

K 4 ÀB  X AC -•  Mais  “«•  i A 


cos.  ! A = 


CD 


sin.  A = , (53o).  Donc 


CD  = ^ x y'C  BC  + AC  + AB  ) ( BC  4-  AC  — AB) 

X (BC  -j-  AB  — AC)  (AC  + AB  — BC). 

597.  Connaissant  un  angle , le  côté  opposé , et  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  cet  angle  sur  ce  cdté,  déterminer  les  deux 
autres  angles. 

Soient  les  données  ACB , AB , CD;  et  désignons  ACB  par  C. 

n , tlCsin.C  . CD  CD 

Puisque  sin.  A = — th — , et  que  BC  = . „ — . . . , on 

* AB  ’ a «in.  B nn.  (A-f-C) 

. . . CD  sin.  C CD  sin.  C , . 

a aussi  sin.  A = AB<iw  ( A ^ , ou  — A—  = sin.  (A 4-  C)  sin.  A 

= 7 cos.  C — 3 cos.  (aA  4- C) , (II.  17').  Donc 

* 1 » \ sC.D  sin.  O 

cos.  ( 3 A -f-  C)  = cos. C , 

équation  qui  fait  connaître  l’angle  A,  et  par  conséquent  aussi  le 
troisième  angle. 

Si  au  lieu  des  angles  on  cherchait  les  côtés , je  crois  que  la 
voie  la  plus  courte  serait  encore  de  déterminer  d’abord  les  angles 
par  le  moyen  de  cette  formule. 
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50«.  Trouver  les  angles , quand  la  base , les  côtés  et  la  per- 
pendiculaire sont  en  proportion  géométrique  continue.  Newton  , 
loc.  cil.  Prob.  XV. 

Soit  ri  AB  : AC  : BC  : CD.  On  aura  aussi  AB  : AC  ::  BC  : CD  ; 
d’où  suit,  d'après  la  VIIe  du  G'  liv.  des  Éléraens,  que  les  triangles 
ACB,  ACD  sont  semblables,  et  par  conséquent  que  l’angle  ACB 
est  droit.  Or  ayant  AB  : AC  ::  AC  : BC,  on  a aussi,  par  l’iden- 
tité des  rapports,  1 : cos.  A ” 1 : tang.  A.  Donc  tang.  A = cos.  A; 
et  sin.  A = cos.*A  = 1 — sin.*A.  Mais  l’équation  sin.’A  •+■  sin.  A 
= 1 donne  sin.  A = — \ -f-  g t/5  = coa.  B.  Donc  les  angles  sont 
déterminés,  et  on  a pour  leur  valeur,  en  négligeant  les  secondes, 

A =;  58“  10',  B ss  5i*  5o',  C = 90“. 

599.  Connaissant  l'aire , le  périmètre  et  l'un  des  angles,  trouver 
le  côté  opposé  à cet  angle.  Newton  , Probl.  VIII. 

Soit  A l’angle  donné;  nommons  b'  l’aire,  p le  périmètre,  x le 
côté  cherché  BC.  On  ai‘=j  AB  x CD  = ï AB  x AC  x sin.  A. 

Or  AB  -f-  AC  = p — x , et  par  conséquent  AB*  -J-  aAB  x AC 
-j-  AC‘=p‘  — 2px-\-x‘—p‘ — apx-{-  AB*-f-  AC* — aAB  x AC 
cos.  A,  (III.  a5“).  Donc  aAB  x AC  (1  -f-cos.  A)  —p“  — a/?x.  Mais 

■ tjJ* 

de  la  valeur  de  b'  ci-dessus,  on  tire  AB  x AC  = - — r.  Substituons 
cette  expression;  l’équation  précédente  deviendra  4 b'  x ’ A 
= p'  — 3px  = 4i‘  cot.  j A,  (I.  41e).  D’où  x>  = 1 p — — c'p  “-A. 

600.  Sous -tendre  à un  angle  d'un  triangle  scalène  donné, 
une  ligne  droite  égale  au  côté  opposé  à cet  angle  , et  qui  soit 
coupée  par  ce  côté  en  deux  parties  égales.  Ce  problème  a été 
résolu  synthétiquement  par  Boulliaud , Astron.  Phil.  lib,  I , 
cap.  XIV. 

Soit  ABC  le  triangle  scalène  donné.  On  demande  de  sous-tendre  Fig.  14. 
à l’angle  A une  droite  DE  = BC  , desorte  qu’on  ait  DF  = FE 
= i BC.  Je  fais  CD  = x,  et  je  nomme  F chacun  des  angles  égaux 
BFE,  CFD. 

Comme  on  a BC  : sin.  A ::  DE  : sin.  A,  on  a aussi,  attendu 
l'identité  des  rapports,  AC  : sin. B ::  AD  : sin.  E ::  AC  — x : 
sin  (B  — F ) ::  AC  — x : sin.  B cos.  F — cos.  B sin.  F.  Mais 


«44 

sin.  F = 

l/o- 

AC  — x 


CD  fin.  C 


en  AP.  XL  RÉSOLUTION 

■rsin.C 


DK  1 BC 

’sin.*r,\  v/CjBC*  — .r**in.'C) 

iBC 


: ne 


et  par  conséquent  cos.  F = . . . , 
Donc  AC  : sin.  B 


.B  x 


t/^nr.'—rvin.-c) 


cos.  B x 


xsin.  C 


Donc 


sin.  u ^ i BC  — j uc 

aussi  AC:  BC  sin. B,  ou  (TIT.  39'),  1 : sin.  A ::  AC — x : a sin. B x 
y/(  a BC’  — x ’ sin.’C) — ax  sin.C  cos.B  j d*où  je  tire  AC  sin.  A — x 
sin.  A = a sin.Bt/(  \ BC* — x‘  sin.’C)  — axsin.Ccos.B,  ou  encor* 
asin.Bi/(^BC* — x*sin.*C)= ACsin.A — x(sin.A — asin.Ccos.B). 
Mais  sin.  A = sin.(B  + C),  et  sin.  (B  + C)  — a sin.  C cos.  B = 
sin.  (B  — C),  (IT.  iG*).  Donc  a sin.  B)/(|  BC’  — x‘  sin’C)  = 
AC  sin.  A — x sin.  (B  — C).  lilevant  au  quarré  , et  observant 
que  AC  sin.  A =BC  sin.  B , on  aura  — 4*’  sin.’B  sin.’C  = — a r 
X AC  sin.  A sin.  (B  — C)  ■+•  x‘  x sin.*  (B  — C)  j puis , en  divi- 
sant par  x , 

aACain.  A sin.  (B  — C) 


X = 


sin.,‘(B  — C)  + 4 siôTB  sin.’C* 


Ayant  trouvé  par  cette  équation  le  point  D , de  ce  point  comme 
centre,  et  de  l’intervalle  jBC,  on  décrira  un  cercle  qni  coupera 
BC  en  un  point  F ; et  la  ligne  droite  tirée  par  les  points  D , F , 
jusqu’à  la  rencontre  de  la  droite  AB  prolongée,  aura  les  conditions 
requises. 

Il  serait  très-facile  de  déterminer  aussi  le  point  E.  Car  la  même 
équation  donnerait  la  valeur  de  BE  , en  changeant  seulement  AC 
en  AB,  et  (B — C)  en  (C  — B),  comme  on  peut  le  reconnaître 
aisément  dans  la  démonstration  qui  précède. 

r;a. , Coi.  Passons  au  calcul  des  segmens.  Nous  prévenons  que  dans 
un  triangle  quelconque  ABC , nous  nommons  base,  selon  l’usage, 
le  côté  AB  sur  lequel  on  abaisse  une  perpendiculaire  CD;  et  angle 
vertical  l’angle  C,  duquel  on  abaisse  cette  perpendiculaire. 

60a.  Trouver  les  valeurs  des  segmens  de  la  base  AB  du 
triangle  ABC. 

Soient  donnés  d’abord  les  trois  côtés.  Puisque  CD*  = AC’  — 
AD*  =s=  BC*  — BD’ , il  s'ensuit  que  AC*  00  BC*  = AD*  t/i  BD*, 
ou  que  (AGl/>BC)  ( AC  + BC)  = ( AD  00 BD)  (AD  + BD). 
Si  la  perpendiculaire  tombe  en  dedans  du  triangle,  (AD  +BD)  = 
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AB;  si  elle  tombe  en  dehors  , (AD  i/oBD)  = AB;  ce  que  nous 
ne  répéterons  pas  dnns  les  deux  solutions  suivantes. 

Donc,  pour  les  deux  cas, 

AD  ^ BD  = (AC^>BC^AC-f  BC)^  ou 

la  somme  on  1 , som.  des  deux  cités  X leur  diff. 

la  différence  1 dCS  = ETE ^ * 


6o3.  Dans  l’usage  de  cette  formule  il  n’est  nécessaire  ni  de  faire 
attention  au  double  signe,  ni  de  savoir  si  la  perpendiculaire  tombe 
en  dedans  ou  en  dehors  (570).  La  moitié  de  la  valeur  donnée  par 
la  formule,  ajoutée  à la  moitié  de  la  base  ou  de  l’angle  vertical, 
donnera  toujours  le  plus  grand  segment,  et  la  différence  des  deux 
moitiés  le  plus  petit  (540).  Cette  remarque  s'applique  aussi  aux 
deux  solutions  suivantes;  et  nous  en  donnerons  un  exemple  (61a). 


604.  Soient  donnés  maintenant  les  trois  angles  et  la  base  AB. 
Par  la  règle  (5ag)  on  a CD  = BD  x tang.  B = AD  x tang.  A. 
Donc  BD  : AD  ::  tang.  A : tang.  B , et  BD  -+-  AD  : BD  </o  AD 
::  sin.  (A  -f  B)  : sin.(AcoB),  (II.  n*). 

Donc  en  général 


ou  (III.  84*) 


sn  «/>  AT»  — AB  x sin.  (A«/>B) 

au  + au  _ jin  (A  + Bj — t 

la  diff.  ou  ) , _ la  base  X sin,  diff.  des  an»,  adjacent 

la  somme  } de*  8e8tnen*  = »m.  de  l’angle  vertical  * 


Fig. 


6o5.  Trouver  les  valeurs  des  segmens  de  l'angle  vertical. 

Soient  donnés  l'angle  vertical  ACB  et  les  deux  côtés  adjacens 
AC,  BC.  On  a (53o),  CD  = AC  x cos.  ACD=  BC  x cos.  BCD; 
donc  BC  : AC  ::  cos.ACD  : cos. BCD;  et  BC  -f-  AC  : BC  uo 
AC  ::  (II.  i4')  cot.  \ (BCD  + ACD)  : tang.  { (BCD  i/o  ACD) 
::  (I.  5a*)  cot.  a (BCD  i/o  ACD)  : tang.  £ (BCD  -f-  ACD).  Donc 
en  général  pour  les  deux  cas  de  la  perpendiculaire  située  en  dedans 
ou  en  dehors, 

tang.  -1  BCD  <4?  ACD  = cot.  £ ACB  x » ou 

. f diff.  on  I . . , ...  , diff.  des  côtés  adjac. 

,anS'*  {somme}  des  segmens = cot.  1 ang.  vertical X ,om^ de  gM  ^ 


606.  Trouver  les  valeurs  des  segmens  d'un  côté , formés  par 
une  ligne  qui  divise  également  l'angle  opposé. 


• 9 


i/,G 
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r;£.  Soit  BCD  = ACD  , et  soient  donnés  dans  le  triangle  ABC  les 
angles  et  le  côté  divisé  AB  ; ou  encore  soient  donnés  les  trois  côtés. 


, , . „„  BD  sin.  B 

Par  la  réglé  (89)  on  a CD  — ^ 


^ ,b~.  Donc  BD 


* sin.  BCD  sia.  ACD 
AD  ::  sin.  A : sin.  B , et  BD  + AD  : BD  00  AD 
tang.  i(A  + B):  «ang-  \ (A co B)  , (II.  i3').  Donc 

AB  tans.  1 (Aon  B)  AB(BCioAO) 

BD  <✓)  AD  = -a-^jt+ÏÏT  = — BC+AC  ' <575> ' 0U 

„ , côté  divisé  X tang.  £ diff.  de«  ang.  adjacen»  _ 

diff.  des  segmens  = tang.  ; somme  de  c«  angles  » 

. côté  divisé  X diff.  des  deux  autre»  côté» 

diff.  des  Segrucns  somme  de  ces  deux  côtes 


607.  Puisque  (89),  sin.  A : sin. B ::  BC  : AC,  on  a donc 
BD  : AD  ::  BC  : AC,  (606).  Donc  les  segmens  d'un  côté , 
formés  par  une  ligne  droite  qui  divise  également  l’angle  opposé , 
sont  proportionnels  aux  côtés  qui  leur  sont  adjacens. 

608.  Trouver  les  valeurs  des  segmens  d'un  angle , formés  par 
une  ligne  qui  partage  également  le  côté  opposé. 

Supposons  AD  = BD , et  soient  donnés  l'angle  divisé  ACB  et 
les  deux  côtés  adjacens  AC,  BC. 


BD  sin.  B 


AP  ai^-A  y et  par  conséquent 
wn.ACaü  1 


On  a (89),  CD  = 

sin.  BCD  : sin.  ACD  ::  sin. B : sin.A  ::  AC  : BC.  Donc  aussi  AC-+- 
BC  : ACt/iBC  ::  tang.  ! (BCD  + ACD)  : tang.  ^ (BCD ACD), 
(II.  et 

tang.  i (BCD  co  ACD)  = tang.  i ACB  X » ou 


tang.  l diff.  des  segmens  = tang.  I ang.  divisé  x 


diff.  de?  efitésadjae- 
sonune  de  ces  côtés* 


G09.  Résoudre  un  triangle  isoscèle. 

Le  triangle  isoscèle  se  résout  comme  les  triangles  rectangles,  au 
moyen  d’unç  perpendiculaire  qui  partage  en  deux  parties  égales 
la  base  et  l'angle  vertical.  Les  deux  analogies  suivantes  donnent 
la  solution  de  tous  les  cas. 

Un  côté  est  à la  moitié  de  la  base  , comme  le  rayon  est  au 
cosinus  d’un  angle  à la  base , ou  comme  le  rayon  est  au  sinus 
de  la  moitié  de  l'angle  vertical. 


Digitized  by  Google 


DES  TRIANGLES  RECTILIGNES  OBUQU  ANGLES. 

Il  est  facile  de  vérifier  ces  proportions  sur  une  figure  avec  le 
secours  de  la  table  (537). 

610.  Les  exemples  suivans  pourront  diriger  pour  l'usage  des 
formules  que  nous  avons  données  dans  ce  Chapitre. 

Soit  AC  une  distance  de  585  pieds  5p°-  6'*-  , AB  une  autre  Fi*.  3. 
distance  de  55p'  5r°-  4li®‘  » soit  aussi  connu  CAB  de  i43°  30',  et 
soit  BC  une  distance  cherchée. 

Ce  cas  est  celui  de  la  formule  (IV.  3e).  Pour  prendre  les  loga- 
rithmes des  deux  distances  connues,  je  convertis  d’abord  ces  dis- 
tances en  lignes  , et  j’ai  AC  = 843o6  lignes,  et  AB  = 7960  lig. 
Voici  le  calcul  de  la  formule. 

log.  AC  = 4. 93  38585 
log.  AB  = 3,9009131  t 

somme  8,8267716 

demi-somme  4>  4 1 33858 

log.  a = o,  3oio5oo 
log.  sin.  i CAB  = log.  sin.  71*  48'  — 9>  9777 >°8 
compl.log.  (AC  — AB)  = corapl.  log.  76346  = 5,1172137 

somme  ou  log.  tang.  a = 9, 8093403 

(439),  compl.  log.  cos.  a = 0,0754710 
log. (AC— -AB)  pris  de  son  compl.  ci-dessus  = 4.8827863 

somme  ou  log.  BC  = 4.9382573 
Et  par  conséquent  BC  = 90836  lig. 

On  résout  ordinairement  ce  problème,  en  cherchant  d’abord  les 
deux  angles  inconnus,  par  la  formule  (IV.  4).  ensuite  le  côté 
par  la  formule  (IV.  1*).  On  a alors  huit  log.  à chercher , et  sept 
seulement  par  notre  méthode,  attendu  que  l’usage  continuel  que 
l’on  fait  du  logarithme  de  3 le  fixe  nécessairement  daus  la  mémoire. 

611.  Employons  actuellement  les  mêmes  valeurs  des  trois  côtés, 
pour  donner  un  exemple  de  la  formule  (IV.  5);  et  cherchons  un 
angle , par  exemple  B.  Voici  le  calcul  : nous  y employons  ç>o835,86 
pour  la  valeur  de  BC,  valeur  prise  ci-dessus,  mais  avec  toute  la 


j/,8  CHAT.  XI.  RÉSOLUTIOn 

précision  que  peuvent  donner  les  logarithmes , afin  d'avoir  l'angle 
B aussi  exactement  que  nous  l'aurions  eu  par  la  formule  (IV.  4e) 
avec  les  données  de  l'article  précédent. 

log  J somme  des  trois  côtes  =*  log.  gi55o,g5  = 4>  9616637 
log.  ( 3 somme  — AC)  = log.  7244.93  = 3, 8600342 
compl.  log.  AB  = 6,0990869 
conipl.log.  BC  = 5,0417427 

somme  ou  log.  cos.*  -J  B = 9,  g625a65 
demi-somme  ou  log.  cos.  j B = 9,9812633 

Ce  logarithme  répond  b cos.  16*  4a'  34*  7.  Donc  l’angle  cherché 
B = 55*  a5'  g*.  I.e  lecteur  pourra  s’exercer  à le  chercher  par  les 
formules  (IV.  4'  et  6).  On  observera  que  l’usage  du  complément 
arithmétique  (4ao)  a dispensé  des  soustractions  de  log.  AB  et  de 
log.  BC.  . 

r 613.  On  demande  la  largeur  AD  d’un  fleuve  qui  passe  au  pied 
d’une  tour  CD.  Sur  le  bord  A on  prendrai  avec  des  instrumens, 
l’angle  DAC , que  je  suppose  de  27*  4a'  j on  passera  à un  autre 
point  quelconque  B,  dans  le  même  plan  vertical  que  A et  C;  on 
relever#  de  même  l’angle  B,  que  je  suppose  de  16*  a3',  et  oa 
mesurera  la  distance  horizontale  AB,  que  je  suppose  de  ia5  mètres. 
Ces  données  suffisent  pour  trouver  la  valeur  de  AD  , qui  e9t  le  plu» 
petit  segment  de  la  base  AB  du  triangle  ABC  , prolongée  jusqu'à  la 
perpendiculaire  CD.  Voici  le  calcul  de  la  formule  (6o4);  pour  plus 
de  commodité , je  ne  chercherai  que  la  moitié  de  sa  valeur  ; ce 
qu’on  fera  également  pour  toutes  les  formules  semblables. 

log.  sin.  (CAB  — B)  = log.  sin.  1 35°  55'  = 9, 842424 
compl,  log.  sin.(CA£+B)=corapl.  log.  sin.  168°  4>'  = 0,70733a 

log.  3 AB  = log.  63,5  = 1,795880 

somme  ou  log.  ) (BD  AD)  = a,  345536 
Donc  a (BD  ^ AD)  = 331,6 
et  retranchant  j AB  , on  63,  5 

on  a (50),  pour  le  petit  segment,  159, 1. 

Ddnc  la  largeur  cherchée  ou  AD  — i5ÿ  mètres  à très  peu-près. 
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6i5.  Je  crois  devoir  placer  ici  un  théorème  et  deux  pro- 
blèmes relatifs  aux  figures  inscrites  dans  le  cercle.  Je  ne  les  crois 
pas  inutiles. 

Théorème.  Le  rectangle  des  diagonales  du  quadrilatère  inscrit 
dans  un  cercle  est  égal  aux  rectangles  des  côtés  opposés. 

Nommons  M,  N,  P,  Q les  arcs  AMB,  BNC,  CPI)  , DQA.  Fig. -h- 
Nous  avons  (3i),  AC  X BD  =;a  siu  ) (M  -f-  N)  x asin.i(M  + Q) 

= 2eos.  i(N  — Q)  — acos.(M-+-i(N  + Q)),  (II.  17e).  Mais 
i (N  4-  Q)  = 180-  — ;(M  + P).  Donc  cos.  (M  -H  i (N  -f-  Q))  = 

— cos.  J (M  — P) , (66).  Donc  AC  x BD  = 2 cos.  i (N  — Q) 

4-  a cos.  i (M  — P)  = a cos.  i (N  4-  Q)  -f-  4 sin.  i N sin.  { Q 4- 
a cos.  s(M+P)-|-4  sin*  i M sin.  j P , en  vertu  de  la  formule 
citée.  Et  comme  cos.  { (N  -f-  Q)  = — cos.  { (M  4*  P)  > il  reste 
AC  X BD  = 4 sin.  i N sin.  i Q 4-  4 *>n.  i M sin.  j P , ou 
AC  X BD  = BC  X AD  4-  AB  x CD. 

614.  Problème.  Connaissant  les  côtés  du  quadrilatère  inscrit 
dans  un  cercle , trouver  l'expression  analytique  de  l'une  de  ses 
diagonales. 

On  a ( III.  ifr  ) , AC*  = AB*  4-  BC*  — a AB  x BC  cos.  ABC  • 
=AB*4- BC*  4- aAB  x BCcos.  ADC  = AB*4-BC*4-aAB  xBC 
AP»  + en*  - AC»  d.où  j,  (ire  AC,  ( AD  x CD  4-  AB  x BC) 

= AD  x CD  (AB*  4-  BC')  4-  AB  x BC  (AD*  4-  CD*);  ou 

. „ . /(  AB  X AD  + BC  X CD)  (AB  X CD  + AD  X BC) 

= 1/ AB  X BC  + AD  x CD  ' 


61 5.  Problème.  Étant  données  trois  lignes  droites , AB,  BC,  F;8  4,. 
CD , déterminer  le  rayon  du  cercle  dans  lequel  elles  seraient 
les  cordes  de  trois  arcs  dont  la  somme  serait  de  180“. 

Soit  ABCD  le  demi-cercle  dans  lequel  les  trois  lignes  données 
rempliraient  la  condition  imposée;  soient  M,  N , S les  arcs  sous- 
tendus  , E le  centre  ; et  faisons  AB  = a , BC  — b , CD  = c , 

DE  = x;  on  aura,  en  imaginant  uDe  perpendiculaire  du  centre  E 

sur  AB , (53o) , x : - a ::  1 : sin.  On  aura  de  même 

sin.  i N = ^>  et  sin.  i S = ~ . Mais  sin.  jS =sin.î  (r8o*— M— N) 


.t 
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= cos.  î (M  -+•  N ) = cos.  ï M cos.  ;N  — sin.  | M sio.  jN  = 

l/(-£)  I /(—£)-£ -à  (■-£■) 

('  — ^:)  = (pi  + é)'-  D'oi‘  <*>«1* 

æ5  — j (a*  + b‘  + c*)  x — J abc  = o 

équation  à laquelle  Newton  est  aussi  parvenu  par  d’autres  voies, 
( Arilhm.  uniu.  Sect.  4j  cap.  î). 


CHAPITRE  XII. 


Des  analogies  différentielles  des  triangles  rectilignes. 


616.  U a VS  les  deux  chapitres  précédera , nons  avons  donné  les 
solutions  d’un  triangle  rectiligne.  Considérons  à présent  deux 
triangles  qui  ont  deux  parties  communes , ou , ce  qui  revient  au 
même , un  triangle  qui , conservant  deux  parties  constantes , 
éprouve  un  changement  dans  les  quatre  autres.  Nous  chercherons 
à déterminer  par  des  analogies,  qu’on  nomme  alors  analogies  diffé- 
rentielles , le  rapport  entre  le  changement  d’une  partie  du  triangle 
et  le  changement  d'une  autre  partie  ; et  cette  recherche  appliquée 
aux  cas  où  une  seule  partie  est  constante , et  où  même  aucune 
ne  l’est,  complétera  les  solutions  de  tous  les  problèmes  déterminés 
que  peut  résoudre  la  Trigonométrie  rectiligne.  Je  traiterai  ce  sujet 
d’une  manière  que  je  crois  absolument  neuve  •,  je  construirai  les 
Analogies  dan»  la  plus  grande  généralité,  de  sorte  qu’elles  soient 
applicables  rigoureusement  à toutes  sortes  de  variations,  de  quelque 
grandeur  qu’elles  soient.  Je  nommerai  ces  analogies  différentielles 
! finies  j j’en  déduirai  celles  qu’on  donne  communément,  qui  ne 
sont  exactes  que  pour  les  variations  inliniment  petites,  et  qui  dé- 
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terminent  aussi,  niais  par  approximation , les  variations  finies  et 
irès-petites  ; je  nommerai  infinitésimales  ces  dernières  analogies. 

617.  Soient  deux  triangles  ABC,  ABD,  ayant  le  côté  AB  et  Fi*. 
l'angle  A communs;  ou  soit  un  triangle  ABC  qui  se  convertisse 
en  ABD,  de  sorte  qu’un  côté  AB  et  un  angle  adjacent  A restent 
conslans. 

Le  côté  AC,  en  devenant  AD,  augmente  d'une  quantité  CD, 
qne  nous  appellerons  $ AC,  à la  manière  du  calcul  différentiel.  On 
aura  de  même  BD=BC-f-,§lBC.  L’angle  B,  en  devenant  ABD, 
augmente  aussi  d’une  quantité  CED,  que  nous  appellerons  $B  ; 
et  comme  CBD  est  de  même  la  diminution  de  l'angle  C,  qui  de- 
vient D , puisqu'on  sait  que  l’angle  extérieur  C = D -f-  CBD , 
on  aura  $ B = — $ C. 

618.  On  a déjà  vu  plus  d’une  fois  dans  ce  Traité  une  équation 
entre  deux  membres  de  signes  différens.  En  analyse , une  quantité 
positive  égalée  à une  négative,  serait  une  absurdité.  Mais  le  sens 
implicite  d’une  pareille  notation  est  que , dans  l’application  de 
l’équation  aux  cas  particuliers,  on  aura  toujours  changement  de 
signe  pour  l’un  des  membres.  Ainsi,  quand  nous  avons  trouvé  (rai), 
cos.  ( 180°  — a)  = — cos.  a , cela  est  très-exact , parce  que  toute 
valeur  de  a rendant  négatif  un  des  deux  cosinus,  (73),  les  deux 
membres  deviendront  ou  tous  deux  négatifs,  ou  tous  deux  positifs, 
ce  qui  revient  au  même. 

619.  Actuellement,  le  triangle  BCD  donne  (89),  CD  : sin.  CBD 

BC  : siu.  D ::  BD  : sin.  C.  Donc , en  substituant  les  dénomi- 
nations adoptées  , nous  aurons  (y5) 

» Al C : {ou  Z2 \ c}  ::  BC  : sin.  (C + £ C)  ::  BC  + $ BC  : sin.  C. 

620.  J'ai  fait  D = C+  $C,  parce  que,  dans  l'usage  de  toute 
formule  différentielle , il  faut  donner  aux  différences  le  signe  qui 
convient  selon  les  cas , alla  que  les  équations  soient  construites 
avec  exactitude  et  entre  membres  de  même  signe  (6«8).  Par 
exemple,  si  l’angle  C diminue,  comme  le  représente  cette  foia 
la  ligure  , on  doit  introduire  avec  le  signe  négatif,  dans  l'analogie, 
les  valeurs  de  $C  et  de  sin.  $C  (75)  : elle  devient  alors  $ AC 
: sin.  $.C  ::  BC  : sin.  (C  — $C)  ; supposant  déjà  substituée*  les 
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valeurs  numériques  de  trois  termes , pour  en  conclure  la  valeur 

du  quatrième. 

621.  Pour  faire  ressortir  d'autant  plus  la  vérité  de  ces  assertions , 
cherchons  la  première  analogie  (619)  par  le  mojen  du  calcul  diffé- 
rentiel. Pour  cela , il  faut  choisir  dans  la  table  III  une  formule 
qui  soit  composée  des  parties  constantes  du  triangle  , et  de  variables 
dont  les  variations  se  trouvent  dans  le  premier  rapport  de  l’analogie. 
Mais  pour  obtenir  des  expressions  différentielles  finies,  il  faut  de 
plus  une  autre  condition , c'est  que  dans  la  formule  sans  fractions, 
aucun  terme  ne  contienne  plus  d’une  variable  (2*4).  Or  la  for- 
mule i4',  AC  = AB  cos.  À -}-  AB  sin.  À cot.  C , convient  à 
notre  but,  puisque  différentiée  (180),  elle  donne  $AC  = AB 

. . r\  . ^ AB  fie.  A «in.  ^ C ...  . . . BG  sin.  5.  G 

sin.  A3,  cot.  C — — » — . „...  (II.  04  J = • — 7 a-,  à-.m 

‘ 71  un.Cun.  (C  + $C)  ' sm.(C-(-  S.L) 

(III.  20e). 

62a.  Si  l’on  suppose  que  les  variations  soient  infiniment  petites, 
les  proportions  (619)  deviendront  (277,  195) 


$ AC  : ou  — $C  ::  BC  : sin.C. 

Et,  à l'exception  du  signe  négatif  que  l'on  omet,  telle  est  la  forme 
ordinaire  sous  laquelle  on  donne  cette  analogie. 

623.  Avant  de  construire  d’autres  analogies  différentielles , nous 
allons  donner  un  exemple  qui  fera  pressentir  l’utilité  de  ces 
formules  *,  il  nous  servira  de  plus  à reconnaître  les  limites  entre 
lesquelles  ou  peut , sans  erreur  dans  le  calcul , faire  usage  des 
analogies  infinitésimales,  lorsque  les  variations  sont  petites,  mais 
cependant  finies  et  non  pas  infiniment  petites.. 

Fi*.i3.  624.  Soit  AC  une  hauteur  à mesurer  par  la  méthode  (54o).  A 

quelle  distance  doit  se  placer  l’Observateur , pour  que  l’erreur  que 
peut  commettre  l'instrument  dans  la  mesure  de  l'angle  ABC,  pro- 
duise la  moindre  erreur  possible  dans  le  calcul  de  ta  hauteur  ? 

Supposons  que  l’erreur  dans  la  mesure  soit  en  plus , que  l’ins- 
trument donne,  par  exemple,  ABD  au  lieu  de  ABC;  la  hauteur 
calculée  sera  AD  au  lieu  de  AC.  On  voit  par  la  figure  que  ces 
erreurs  n’influent  ni  sur  le  côté  AB,  ni  sur  l’angle  A,  qui  demeurent 
constans.  Appelant  donc  $ B l’erreur  dans  l’angle  observé,  et  $AC 
l'erreur  qui  en  résulte  dans  le  calcul  de  la  hauteur , la  première 


Digitized  by  Google 


DES  TRIANGLES  RECTILIGNES. 


lü.» 


BC 

analogie  (619)  donne  $ AC  = sin.  ^Bx  m~(C-Ç^Z')‘  Qlle^e  tluc 
soit  l’erreur  $ B,  le  minimum  de  la  correspondante  $ AC  résulleradu 
minimum  de  la  valeur  du  facteur  Pour  déterminer  ce 

dernier  minimum,  il  est  nécessaire  d’éliminer  une  des  quantitésBC, 
C,  dépendantes  entre  elles  de  la  situation  cherchée  du  point  B.  Or 

AC 

ayant  dans  ce  cas  A = 90°,  on  a aussi  (537,  8") , BC  = 


Substituez  cette  valeur  ; le  facteur  devient 


AC . 

sin.  ( C + ÿtC)  cos.  C* 


fraction  dans  laquelle  AC  est  une  quantité  qui  ne  varie  pas , 
lorsque  la  position  dn  point  B varie.  Par  conséquent  le  minimum 
de  la  valeur  de  la  dernière  fraction  correspond  au  maximum  de 
son  dénominateur.  Mais  il  faut  observer,  i*  que  l'angle  B peut 
être  donné,  parles  instrumens,  ou  plus  grand  ou  plus  petit  que  sa 
juste  valeur  ; pour  satisfaire  aux  deux  cas,  on  doit  donc  employer 
sin.  ( C rp  $ C ) au  lieu  de  sin.  ( C •+■  $ C)  ; 2°.  que  sin.  C est  à 
très -peu -près  moyeu  arithmétique  entre  sin.  ( C — ,§IC)  et 
sin.  ( C $C),  quand  $C  n’excède  pas  quelques  minutes, 
comme  nous  le  supposons  pour  les  erreurs  que  peuvent  donner  des 
instrumens , même  grossiers.  On  embrassera  donc  les  deux  cas , 
en  adoptant  le  dénominateur  moyen  sin.  C cos.  C , ou  j sin.  2 C, 
(I.  6e),  tel  que  le  donnerait  l’analogie  infinitésimale  (622).  Or 
la  plus  grande  valeur  de  sin.  2C  a lieu  lorsque  C = 45°.  L’obser- 
vateur se  placera  donc , autant  qu’il  le  pourra , à une  distance 
AB  s=  AC. 


6a5.  Appliquons  maintenant  cette  solution  à un  exemple  en 
nombres. 

Supposons  que  l’instrument  puisse  commettre  une  erreur  de  p;g.  ,3, 
3o' = $B;  que  B ait  été  observé  de  /t5‘ , et  que  la  distance  me- 
surée AB  soit  de  83  mètres;  dans  ce  cas,  AB  = AC  , et  sin.  2C  — 1 . 

Donc  $ AC  = ^ = 2 X 83  x 3o'.  L’arc  de  3o'se  prendra 

dans  la  table  (AA).  Si  l’on  veut  son  logarithme,  nous  avons 
préparé  (418)  des  moyens  pour  l’obtenir  promptement , sans  recourir 
à cette  table.  Quand  il  est  nécessaire  de  réduire  les  minutes , et 
même  les  degrés , en  secondes  , cette  opération  se  trouve  faite 
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ordinairement  en  tête  de  chaque  page  dans  les  tables  des  Wa- 
ruhmes  des  nombres.  Ici  nous  n'en  avons  pas  besoin.  Voici  Je 

log.  (a  x 83  = 166 ) = a,  330108 
log.  3o  = i, 477131 
(4 16),  log.  1'  = 6, 463726 

somme  ou  log.  ^AC  = 0,160955 

Le  ^nombre  correspondant  à ce  logarithme  est  14486;  une  erreur 

cherché  A f mCSUre  ^ B>  pr°duit  donc  sur  >»  hauteur 
cnercbée  AC  une  erreur  de  14486  mètres. 

6a6.  Ce  résultat  ne  peut  pas  être  absolument  exact,  parce  qu’un 

diLreni’ell  ” (T’'  P3S  J me,U  Pe,il'  En  employant  la  formule 
différentielle  finie,  et  supposant  que  l’angle  B ait  été  relevé  plus 

grand  qu  il  n est  en  eflet,  ainsi  que  le  donne  la  figure,  auquel  cas 
fjlC  doit  avoir  le  signe  négatif,  on  a A AC  = AC  sin.  b 
__  85  x sin,  3o'  . ,in-  CC—  âQcop.C 

*m.  44*  3o'  cos. 45"  * e*  *a>sant  le  calcul , on  trouve  log.  $ AC 

0,164775  , et  $ AC  = 1,4614.  En  comparant  ce  résultat  arec  le 
précédent,  on  voit  que  l’erreur  de  la  formule  infinités^  tt7de 

0,0,38,  ou  de  ^ à très -peu -près;  ce  qui  ne  mérite  aucune 

S?ur.ncasmÏimomTr,te  errCDr  PCUt  êtfe  plus  S-ndc  «».n. 

autres  cas,  il  importe  de  savoir  quand  elle  peut  se  ► 

quand  au  contraire  il  faut  avoir  recours  aux  différen.ietfcs  fiJel. 

637.  En  général  l’erreur  dont  il  s'aeit  dénenrl  H»  a 
La  première  et  la  plus  faible  serait  d’fvoir  employé  Îfi  2 T' 
àe  sm.  : mais,  de  0°  à ,• , il  est  aisé  de  ™ ^ “ 

es  logarithmes  des  sinus  à ceux  des  arcs  que  la  ?mparant 

...sensible  dans  les  calculs  ordinaire/  JT,  “ T 

wtsfmt  HPar  exemp,e’ 

de  calculer  (G^^ce'ie 'qûantîrd  P°Ur  'a  CaS  qU<5  "°us  renoils 
de  il  a r ■ i,<  quantité  de  plus  ou  de  moins  dons  le  loir 

f *AC’  rien  la  valeur  1,4486  de  ijAC  P II  S' 

donc  pour  règle  gi„*a|«  de,,,  V dj, 

peut  employer  san»  scrupule  a A,  S B, Tut.,  nu  U 
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lin.  $B,  etc.,  toutes  les  fois  que  l’arc  $A,  l’arc  $B,  etc.  ne 
sera  pas  plus  grand  que  d’un  degré. 

6a8.  Il  est  clair  que  $A  pourra  même  aller  jusqu’à  a*,  U-rsque 
dans  les  formules  infinitésimales,  ou  aura  'J,  A au  lieu  de  sin.  i $ A. 
Mais  quand  on  aurait  A au  lieu  de  tang.  j $A,  et  quand  ou 
aura  i au  lieu  de  cos.  j $ A,  y faudra,  pour  renfermer  l’erreur 
dans  les  mêmes  limites,  que  $A  soit,  dans  le  premier  «as  , 
moindre  que  de  i*  5o' , et  que  dans  le  second  il  ne  soit  pas  plus 
grand  que  de  i*  10';  ce  qu’il  est  facile  de  comprendre  , en  exa- 
minant les  tables. 

6ag.  Une  seconde  cause  d’erreur,  et  la  seule  qui  ait  influé  dans 
le  calcul  (625)  , vient  de  ce  que  nous  avons  employé  a au  lieu 

de  siu  ^°3o'  co» 45*  * ce  <lu*  rev*e:nt  au  m®me  fl06  d’avoir  employé  , 
dans  le  dénomiuateur,  cos. 45°  au  lieu  de  sin.  44”  5o'  — cos.  45*  3o', 
puisque  cos.*  45*  = J,  (80).  Il  suffit  d’ouvrir  les  tables  pour  voir 
que  la  différence  d’un  cosinus  à un  autre  pour  un  intervalle  <ÿB, 
varie  beaucoup  k raison  des  différentes  grandeurs  de  B.  Soit,  par 
exemple,  $B  = 3o';  si  B = 10*,  on  a cos.  10*  — cos.  10*  3o' = 
o, ooi5538.  Mais  si  B=8o*,  on  a cos.  8o*  — cos.  8o‘  3o'  = 
0,0086006.  Donc  en  général  lorsque  dans  les  analogies  différen- 
tielles on  emploie  cos.  A au  lieu  de  cos.  (Adfc  $ A),  l’erreur  est 
d’autant  plus  grande  que  A approche  plus  de  90*.  On  voit  de 
même  par  les  tables,  que  si  l’on  emploie  1*.  sin.  A au  lieu  de 
sin.  (A  ± $ A),  a*,  tang.  A au  lieu  de  tang.  (A  ± $A), 
3*.  cot.  A au  lieu  de  cot.  (A  =fc  $ A).*,  l’erreur  est  d’autant  plus  grande, 
dans  le  premier  et  le  troisième  cas , que  A est  plus  petit;  et  dans  le 
second  cas , d’autant  plus  que  A approche  davantage  de  90*. 

Au  surplus,  toutes  les  fois  qu’on  jugera  l'erreur  telle  qu’en  ne 
croira  pas  devoir  la  négliger , les  formules  différentielles  finies 
qne  je  donne , serviront  à corriger  le  résultat  des  formules  infini- 
tésimales, ou  à faire  immédiatement, les  calculs  avec  une  précision 
rigoureuse.  Il  sera  bien  de  faire  attention  à l’erreur  provenant 
de  la  seconde  cause , lorsque  $ À ou  4 $ A ne  sera  pas  moindre 
que  de  3o'. 

65o.  Les  logarithmes  des  arcs  dp  1',  de  1',  de  t*,  (4>5  à 4*7)/ 
ne  sont  que  les  complémens  arithmétiques  du  nombre  de  secondes 
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ou  de  minutes  ou  de  degrés,  contenu  dans  l’arc  égal  en  longueur 
au  rayon.  F.n  effet  nommons  , par  exemple , R'  ce  nombre  de 
secondes  j uous  aurons  (4t8),  R*  X arc  i*  ==  arc  R'  = R = i ; et 

par  conséquent  l’arc  de  i*  = jp.  On  trouve  de  même  que  l'arc 
de  1'  = j p,  et  que  l’arc  de  i“  = 

♦ 63 1.  Donc  log.  R*,  log.  R',  log.  R°  ne  sont  que  les  complémens 

arithmétiques  des  logarithmes  (4*5  à 4 1 7^-  Nous  les  donnons  ici, 

l’usage  surtout  de  log.  R"  et  de  log.  ^ étant  continuel  dans  le 
calcul  des  analogies  infinitésimales. 

log.  R*  = 5,  S 1 44a  5i33i  76439  48047;! 
log.  R'  = 3 , 556q7  38837  9a8i5  84796; 
log.  R'  = 1,  75813  26334  09172  3i545. 

Le  nombre  correspondant  au  premier  logarithme  est  206364,8  -f-. 
Tel  est  le  nombre  des  secondes  contenues  dans  l’arc  égal  au  rayon; 
par  conséquent  cet  arc  est  de  57*  17'  44*  4®*  , etc.  II  est  facile  de 
le  tirer  de  la  table  (AA),  et  de  pousser  plus  loin  l’approximation. 

63a.  Comme  il  est  important  de  ne  pas  oublier  d’employer  R' 
dans  le  calcul  des  analogies  différentielles  infinitésimales,  nous 
l’insérerons  dans  toutes  ces  analogies,  même  dans  celle  qui  a été 
donnée  (633),  que  nous  répéterons  , ainsi  que  l’analogie  (619),  pour 
les  rapprocher  de  toutes  celles  que  nous  allons  trouver. 

ri*. „.  (6.9),  â AC  c}  " BC:sin.(C+â Q =: BC-f-£BC:sin.C 

(623),  $ AC  : ~ ou ::  BC  : sin.C. 

653.  Il  est  clair  que  par  cette  dernière  analogie,  quand  $B 

, , , , , „ „ & AF.  x *in.  C x R' 

sera  la  chose  cherchée,  on  aura  , et 

qu’ainsi  on  aura  $B,  $C,  etc.  en  minutes  et  secondes,  par  les 
« tab  es  des  log.  des  nombres  (6a5).  Il  ne  doit  phis  rester  actuelle- 
ment de  difficulté  snr  l'usage  de  la  quantité  R*;  on  pourra  faire 
l’épreuve  de  ce  que  nous  venons  d’en  dire,  en  traitant  ^B  comme 
l’inconnue  dans  l’exemple  (6a5).  Poursuivons  la  formation  des 
analogies  différentielles. 
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634-  Le  triangle  BCD  donne  (89),  BD  : BC  ::  si  11.  BCD  : f,t. 
si  11.  D.  D’où  l'on  lire,  en  procédant  comme  on  a fait  ( 573  ) , 
cor.  t (BCD  — D)  : rang.  4 CBD  ::  BD  + BC  : BD  — BC.  En 
substituant  les  dénomination»  adoptées  (617),  et  observant  que 

cot.  ;(BCD~D)  = cot.  i(l8o°— c~ D)  = ta"B;  î(C+D)  = 

tang.(C-M  $Q-  (fi2o),  on  aura  tang.(C  -f-  i # C)  : tang.  a ^B 
oü(75)— tang.  a ^C  ::  aBC-f-$BC  : #BC,  et  par  conséquent 


\ $BC  : { 


tang.  î 5,8  1 

nu — tang.  J 5CJ 


BC-M  3BC  : tang.  (C  + a £C). 


G35.  Camrrer  ayant  lu  cette  analogie  dans  la  première  édition 
de  ce  Traité,  a suggéré  ( Journ . Aslron.  de  Bode  , Berlin,  1 79a ) 
de  la  transformer  en  une  autre  semblable,  qui  est  en  effet  plus 
commode  quand  $BC  est  la  quantité  inconnue.  En  transposant 
convenablement , notre  analogie  devient  BC  -f-A  ^ BC  : a ^BC  :: 
tang.  (C  -f-  j $ Ç)  : — tang.  i $ C.  Puis , ( 19)  , BC  : { $ BC  :: 

tang.  (C -f-A  $C)  -f-'tang.  a $C  : — tang.  { ^C  ::  (il.  ai«J 

sin.(C-f5C)  . ■ or1  ..  sin.(C-f5C) 

cos.(C  + i5C)co7ÂTc  • ,a0§'  * cos.  (C-f  j 5C)  * — 

siu.  A #C,(I.  Ie)-  Donc 


» «BC  : {„SlV*c)  :: 


BC  : 


sin.  (C4.5D 

cos.  (C  -fi  50" 


63G.  De  chacune  des  deux  précédentes  formules  rigoureuses , 
on  dédoit  également  l’infinitésimale  ci-après,  eu  substituant  les 
arcs  infiniment  petits  à leurs  sinus  et  tangentes  (377 , 384),  et  sup- 
primant les  différences  dans  le  dernier  rapport , comme  on  l'a 
fait  (623). 

51  BC  : ou  — ::  BC  : tang.  C. 


Dans  les  trois  formules  qui  précèdent , ainsi  que  dans  les  deux 
suivantes,  AB  et  A restent  constans,  comme  on  l'a  supposé  (617). 

637.  Le  triangle  BCD  donne  (585),  sin.  - (BCD  — D)  = 
cos.  a CBD  x 55. ^55.  Mais  sin.  J (BCD— D)=cos.  (C-K$C), 
(634),  et  cos.  J CBD  = cos.  a = cos.  J $C,  (75).  Donc 
cos.  (C  -f-  a ^ Q = cos.  ï $ B x Et  par  conséquent 

cAAC  : $BC  ::  cos.  { $C  : cos.  (C+a^C). 
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638.  D’où  il  suit  qu'oa  aura  pour  l'infinitésimale,  (389),' 

$AC  : $ BC  ::  1 : cos.  C. 

639.  On  peut  observer  dans  les  analogies  précédentes  (634  à 638), 
que  quand  l’angle  C est  obtus,  ou  plus  rigoureusement  parlant,  lors- 
qu’on a (C±i$C)>  904 , la  tangente  et  le  cosinus  de  cet  angle 
étant  négatifs  (73),  BC  alors  diminue  , tandis  que  AC  et  B aug- 
mentent, ou  vice  versd.  Cela  est  facile  à reconnaître  par  une 
ligure.  Mais  attendu  l’application  que  j'ai  faite  des  signes  conve- 
nables aux  différentielles  dans  mes  analogies,  si  l’on  observe  de 
plus  les  règles  (73),  on  n’aura  besoin  ni  de  réflexion  ni  d’une 
ligure  qui  représente  exactement  l’espèce  de  chaque  angle. 


640.  Prenoue  maintenant  pour  quantités  constantes  un  angle 
et  le  côté  oppose'. 

•>4-  Si  le  triangle  ABC  se  convertit  en  ADE,  de  manière  qu’on 
ait  DE=BC,  A et  BC  seront  les  quantités  constantes;  et  comme 
la  somme  des  angles  d’un  triangle  rectiligne  est  toujours  cons- 
tante , on  aura  ^)C== — $B. 

641.  Cela  posé,  puisque  (89),  AB  sin.  A =BC  sin.  C,  en  diffé- 
rentiant  (186,  212),  on  aura  $ AB  sin.  À = BC  a sin  ± $ C 
cos.(C-f-  i$C).  Mais  sin.  A : BC  ::  sin.C  : AB.  Donc  $ AB 
sin.  C=AB  asin-  i $C  cos.  (C  + i $C),  et  par  conséquent 


sin.  C 


s $ AB  : sin.  î $ C ou  —sin. , $ B .:  AB  . ^ ,(C-f  £ &C)* 


6/(2.  Donc  on  aura  pour  l’infinitésimale 

$ AB  : ou  ^ ::  AB  : tang.C. 


643.  On  a aussi  AC  sin.  A = BC  sin.  B.  En  différentiant , et 
donnant  aux  différentielles  dans  le  premier  rapport  les  signes  con- 
venables, conformément  à la  figure,  on  trouvera  de  la  même 
manière 

wu  B 

— s <§|AC: — siu.j#B  o«4-sin.î$C  ::  AC  : - v ..  I . 


644. 


- âAC  : _ 


*0».  (B  + iâiD' 
ou  -f-  îî  AC  : tang.  B. 


645.  Maintenant  si  l’on  divise  l’une  par  l’autre  les  analogies 
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» AB 


l5ÿ 


différentielles  finies  (641,  643),  on  aura  : 1 

«nCco,.  (B  + l an)  . cos.  ( B -f- 1 # B ) . 

mb.Bcm.  (C  + { AC)  " • c<js.(C  + iâC)'  M P COn8,î' 

$ AB  : — â AC  ::  cos.(C+i  $C)  : cos.  (B  + * a B). 
646.  Donc  on  aura  pour  l'infinitésimale. 


AB 

AC 


$ AB  : — $AC  ::  cos.  C : cos.  B. 

647.  Si  A = 90°=  D,  en  développant  l’expression  cos.  (C  + Fis-13- 
ï$C)dans  l’analogie  (641),  on  a ^ AB  = 3'm  ~^fc—AB (cos.  C 

cos.  ' $G  — sin.  C sin  i$C)  = (I.6«)  AB  sin.  $C  cot.  C — AB 
X asin.'i  $C  = AC  sin.  #C  — AB+ABcos.^C,  (53;,  3«)  , 

(I.  7e ).  Or  AB+  $AB  = BD,  et  ^C=ACD  = — ABD> 
donc 

BD  = AC  sin.  AC  D -f-  AB  cos.  ACD. 

648.  En  opérant  de  même  sur  l'analogie  (643),  et  considérant 
que  sin.  ABD  = — sin.  ACD,  on  trouvera 

CD  = AC  cos.  ACD  — AB  sin.  ACD. 


649.  Si  l’angle  C,  au  lieu  de  croître,  diminuait,  comme  ABC, 
il  suffirait  alors  de  changer  lo  signe  (75)  de  sin.  ACD  dans  les 
deux  formules  précédentes. 

G5o.  Donc , deux  triangles  rectangles  ayant  l’hypoténuse  com- 
mune, si  on  connaît  la  différence  des  angles  ayant  même  sommet, 
et  de  plus  deux  côtés  dans  l’un  de  ces  triangles,  ces  mêmes  équa- 
tions que  nous  venons  de  donner  feront  trouver  les  deux  côtés  de 
l’autre  triaugle.  Ce  cas  se  rencontre  fréquemment  dans  l'Astro- 
nomie. 

65 1.  Mais  comme  il  arrive  aussi  quelquefois  qu'au  lieu  de  la 
différence  des  angles  on  connaît  leur  somme  ACD,  il  est  à propos  pi(,  l6i 
de  faire  voir  qu'alors  ces  deux  formules  donnent  encore  les  quan- 
tités cherchées,  en  faisant  seulement  un  changement  de  signe  dans 
le  dernier  terme. 

E„  effci  (55, , V) , BC  = Donn  AB  : BD  s 

•in.  BCA  : »in.(ACD  — BCAJ  ::  sin.BCA  : *in.ACD  xcoi.BCA— 
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Fig  iC.dn. BCA  cos.ACD  ::  i : sin.ACD  cot.BCA — cos.ACD,  (17). 
Donc  BD  = AB  sin.  ACD  cot.  BCA  — AB  x cos.  ACD.  Mais 

AC 

(53 j,  1 7*),  cot.BCA  = j^j.  Donc 


BD  = AC  sin.ACD  — AB  cos.ACD. 


65a.  Par  la  môme  méthode , en  partant  des  équations  BC= 
AC  CD 


on  trouvera 


cos.  DCA  cos.  BCD  * 

CD  = AC  cos.  ACD  -f-  AB  sin.  ACD. 


653.  Soient  maintenant  deux  côtés  constans  , et  soient  ces 
Fig.  17. côtés  AB,  AC,  ensorle  que  le  triangle  ABC  se  convertissant  en 

ABD , AD  soit  égal  à AC. 

On  a (89)»  AC  : AB  ::  sin. B : sin.C  ::  sin.  ABD:  sin.  D.  Or 
on  voit  par  la  dernière  proportion  , que  si  ABD  est  > B,  on  doit 
avoir  aussi  D>C,  pourvu  que  tous  ces  angles  soient  aigus, 
comme  nous  le  supposons  toujours  (570) , nonobstant  même  ce 
que  la  figure  pourrait  représenter , (540-  Nous  ferons  donc 
D = C $ C , puisque  la  figure  suppose  ABD  = B + $ B. 

654.  On  a donc  sin.(B-f-  $B)  : sin. B.  ::  sin.  ( C -f-  $C ) : 
sin.C.  Donc  aussi  (19),  (H.  >5°)»  tang.  5 ( B-f-$  B-f-  B)  : 

_ tang.  ï(b  + — B)  ::  tang.;  (C  -f-  $C  -1-  C)  : tang  ; 

(C-j-^jlC  — C),  et,  en  réduisant  et  transposant, 

»ang-ï$B  : *ang- 1 #c  tang.  (B -fi  $B)  : tang.(C-K  #C). 
C55.  On  aura  donc  pour  l’infinitésimale 

$B  : $C  ::  tang.  B : tang.  C. 

Tci  le  diviseur  R'  est  inutile,  parce  qu’il  diviserait  également 
ÿB  et  $C. 

656.  Par  la  méthode  employée  (634),  on  t>re  du  triangle  BCD, 

pot.;(BCD— BDC)  = tang.;CBDx^^§§=  tang.iâ»  X 

Mais  BCP  — BDC  = (ACD  — C)  — (D  + ADC)= 

> — (C-J-D),  parce  que  le  triangle  ACD  est  isosccle.  Donc 
cot,  i(  — D — C),  ou  — cot.  (C+  ; $C)==  tang.  ; $B  x 
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a(BC  + UBC). 
£BC  » 


donc  aussi 


1G1 


tang  :BC+‘$BC.,ct 


657.  : — #BC  ::  coi.C  :BC. 

658.  Divisons  l’une  par  l'autre  les  analogies  (654,  656),  et 
nous  aurons 


taug.  i g c : - i g BC  ::  cot.  (B  +i  g B)  : BC  + * g BC} 

et  par  conséquent 

65g.  : — $BC  cot.  B . BC. 


66o.  Dans  le  triangle  BCD  on  a,  (586),  cos.  J (BDC  lo  BCD) 
BC  + BD  ....  , x a(BC  -M  ABC) 


sin.  x CBD  x 


CD 


= sin. 


CD 


Or 


(Gog),  x CD  = AC  sin.  \ CAD  = — AC  sin.  j g A,  en  appelant  A 
l'angle  BAC,  qui  en  diminuant,  devient  BAD;  et  4 (BDC oo BCD) 
= C + I $C,  (656).  Donc  cos.  (C  -f-  i gC)  = sin.  I $B  X 
BC  + i^BC  . , 

— AC  «in.  t ^ A *’  et  Par  C0“*V«* 


Sin.  i : — *in-T  ::  ACcos.(C  + ± gC)  : BC  + i £BC. 
66i.  Ce  qui  nous  donne  pour  l'infinitésimale 


: — gA  ::  AC  cos.  C : BC. 

66a.  Si,  au  lieu  du  côté  AC,  le  côté  AB  varie,  comme  dans 
la  figure  18;  en  changeant  C en  B et  B en  C dans  les  deux  ana- 
logies  précédentes,  nous  aurons  à l'instant,  sans  nous  fatiguer  à 
appliquer  à cette  figure  la  démonstration  ci-dessus  , 

sin.  { gC  : — sin.  j $ A::  AB  cos.  (B  -f- 7$  B)  : BC-f-I^BC,  çt 

663.  gc  : — gA  ::  AB  cos.  B : BC. 

664.  En  divisant  l'une  par  l’autre  les  analogies  (656,  660),  ainsi 
que  les  analogies  (658,  G6a),  on  aura 

— i $BC: — sin.i$A::  ACsin.(C-f-i$C)  : cos.  B,  et 

Û65.  — v #BC  : — sin.±  $ A ::  AB  sin.(B-H  ^B)  : cos.i  gCt 

Et  les  infinitésimales  seront 

31 
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666.  — ^BC  : — ^ ::  AC  siu.  C : i. 

667.  — $BC  ; __  A*  AB  siB<  B . 

G68.  Si  deux  angles  sont  constans,  et  par  conséquent  le  troi- 
sième; en  faisant  varier  les  côtés,  on  a deux  triangles  semblables, 
dans  lesquels  les  variations  des  côtés  sont  proportionnelles  aux 
côtés  eux-mêmes,  ou  (8g)  aux  sinus  des  angles  opposés  à ces  mêmes 
côtés.  La  solution  de  ce  cas  appartient  à la  Géométrie  plutôt  qu'à 
la  Trigonométrie. 

66g.  Pour  faciliter  l’usage  des  analogies  différentielles  qua  nous 
avons  trouvées  jusqu'à  présent,  j’ai  cru  qu’il  serait  mile  d’en  com- 
poser une  table.  J’y  ai  exprimé  les  iniinitésimalcs  de  la  manière 
qu’on  préfère  le  plus  généralement,-  c’est-à-dire  en  dénommant  les 
différentes  parties  du  triangle.  J’ai  omis  R*  pour  plus  de  brièveté; 
on  suppléera  cette  quantité  dans  le  calcul  : nous  en  avertissons  à 
la  fin  de  la  table.  J’ai  disposé  chaque  analogie  infinitésimale  sous 
l’analogie  finie  correspondante  ; ensorte  qu’on  verra  sur-le-champ 
dans  celle-ci  ce  qui  se  trouve  négligé  dans  celle-là,  et  qu'on 
en  tiendra  compte  dans  le  calcul , lorsqu’il  le  faudra,  et  qu'on  le 
pourra. 

670.  Les  analogies  différentielles  finies  donnent  la  valeur  exacte 
de  l’une  quelconque  des  quantités  oontenues.dans  chacune  d’elles. 
Il  n’en  est  pas  ainsi  des  infinitésimales,  qui  ne  peuvent  que  donner 
à-peu-près  la  valeur  finie  de  l’une  des  deux  différentielles  que  cha- 
cune d’elles  renferme.  Et  si  ce  n'était  pas  une  différentielle  qu’on 
cherchât  par  ces  analogies;  si,  par  exemple,  connaissant  $ AC 
et  $ RC,  on  cherchait  l’angle  C par  le  moyen  de  l’analogie  (638J , 
$AC  t $BC  ’.î  s ' cos. C,  l’erreur  pourrait  être  grave;  car  en 
général  dans  l’usage  même  des  formules  rigoureuses , il  n’est  pas 
sûr  de  chercher  les  grandes  quantités  par  te  moyen  des  petites , 
puisqu’alors  une  légère  erreur  dans  les  quantités  données  peut  eu 
produire  une  considérable  dans  les  quantités  cherchées  : on  en 
verra  un  exemple. 

671.  Au  contraire  , si  dans  l’analogie  que  nous  venons  de  citer, 
on  connaît  une  des  deux  différentielles;  pour  trouver  la  valeur 
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très-approchée  de  l’autre,  il  suffit  de  connaîlre  à-peu-près  l’angle  C. 
Une  légère  erreur  sur  une  grande  quantité  telle  qu'on  suppose 
cos.  C relativement  aux  différentielles  , ne  produit  ordinairement 
qu’une  erreur  insensible  sur  une  petite  quantité  telle  qu’on  suppose 
la  différentielle  cherchée.  On  en  a vu  un  exemple  (6a6). 

672.  De  ce  que  nous  avons  dit , il  résulte  que  le  calcul  des  ana- 
logies infinitésimales  est  extrêmement  commode,  puisqu’entre  autres 
avantages  on  peut  négliger  les  secondes  dans  la  valeur  des  arcs, 
en  employant  leurs  lignes  trigonométriques. 

673.  Table  des  Analogies  différentielles,  finies 
et  infinitésimales,  démontrées  (G3a  à GG7). 


Quantités  constantes  AB , A ; ou  un  côté  et  un  angle  adjacent. 


.^A»AL.^AC^ojj;/^Bc}::BC:riB.(C+5Q::BC+âBC:sin.C 

(M)...  La  variation  du  côté  adjacent  à l'angle  constant  est  à la 
variation  de  \‘un  des  angles , comme  le  côté  opposé  à l’anglo 
constant  est  au  sinus  de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 


a« 


” »C-KâBC  ; tang.(C  + ' &C). 


**nï  3i  B 1 
tou— ùn.J^CJ 


BC: 


sin.(C  + âO 

C05.  (C + 


(N)...  La  variation  du  côté  opposé  à l'angle  constant  e9t  à la 
variation  d’ara  des  angles,  comme  ce  côté  est  à la  tangente 
de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 


4'  ^AC:  âBC  ::  cos.iâC:cos.(C+i,5(C). 

(O)...  La  variation  du  côté  adjacent  à l'angle  constant  est  à la 
variation  du  côté  opposé,  comme  le  rayon  au  cosinus  de 
l'angle  opposé  au  côté  constant. 


Quantités  constantes  BC,  A;  ou  un  côté  et  l'angle  opposé. 

^AB:^.iâcro-,in.^B::AB:srîg^j. 
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G'  — j 9 AC  • s'n<  î 9^  ou  — sin.  î $B  ::  AC  : 


fin. B 

cos. (B  -f-  iA B)' 


(P) ...  La  variation  à' un  côte  est  à la  variation  à'un angle , comme 
ce  même  côté  à la  tangente  de  l’angle  opposé. 

7°  â AB  : — 5 AC  ::  cos.  (C+J  #C)  : cos.(B+i  £B). 

(Q) ...Les  variations  des  côtés  sont  proportionnelles  aux  cosinus 
des  angles  opposés. 


Quantilés  constantes  AB,  AC;  ou  deux  cotés. 

8'  tang.  J#  B : tang.  i^C  ::  lang.(B+;  $B)  : fang.(C-K  <9C). 

(R)...  Les  variations  des  angles  opposés  aux  côtés  cotisions  sont 
proportionnelles  aux  tangentes  de  ces  mêmes  angles. 

9'  — i<9BC  ‘aig.i^B  ::  BC  + ;#BC  : cot.  (C  + i^C). 

,0-  — i^BC:  tang.  i^C  " BC  + J£BC  : cot.  (B +*£B). 
(SJ...  La  variation  du  côté  est  àcelle  d’un  angle  adjacent , comme 
ce  même  côté  à la  cotangente  de  l’autre  angle  adjacent. 

1 1*  — sin. {<9  A : sin.j^  B ::  BC-f-j^BC  : ACcos.(C+-j<9C). 
la»  — sin.‘ 9 A : sin.j^C  ::  BC+i^BC : ABcos.(B-f-i^B). 

(T)...  La  variation  de  l 'angle  opposé  au  côté  variable  est  à celle 
tVun  angle  adjacent , comme  le  côté  variable  est  au  produit  du 
côté  constant  opposé  à cet  angle  adjacent , par  le  cosinus  de 
l’autre  angle  adjacent. 

iô°  sin.îÿA  t " cos.f^B  : ACsin.fC-f-i^C). 

i4«  sin.-i^A  : ï$BC  ::  cos.  f^C  : ABsin.(B  -+-  ;$B). 

(V)...  La  variation  de  l 'angle  opposé  au  côté  variable  est  à celle 
de  ce  côté,  comme  le  rayon  est  au  sinus  de  l’un  des  deux 
autres  angles,  multiplié  par  le  côté  constant  contigu  à cet 
angle.  ; * 

J t 

Dans  les  analogies  infinitésimales,  nous  supposons  toujours  que  les  variations 
des  angles  (lesquelles  se  prennent  en  secoltd»)  sont  Ams&s  par  R",  (63 1). 

G74.  Les  analogies  précédentes,  et  surtout  les  infinitésimales, 
peuvent  devenir  plus  nombreuses  au  moyen  des  substitutions.  Par 
exemple , si  l’on  cherchait  une  des  différentielles  de  l’analogie 
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9!  AB:  ::  AB  : tang.  C,  (C>4a),  et  que  le  côté  AB  fût  inconnu, 

mais  que  les  angles  B et  C et  le  côté  AC  fussent  donnés,  on  pourrait 

« i a r a r>  AC  »in.  C , 

trouver,  par  leur  moyen,  le  cote  AB^=  , et  employer 

ensuite  la  valeur  numérique  de  AB  dans  cette  analogie:  mais  si 
au  lieu  de  celte  valeur  numérique,  on  substitue  daus  celte  même 
analogie  la  valeur  analytique  de  AB,  telle  que  nous  venoas  de  la 
donner, la  proportion  deviendra  $AB  : ::  ACcos.C  : sin.B, 

et  le  calcul  sera  plus  expéditif.  11  en  serait  de  même  si  on  connais- 
sait AB,  AC  et  A,  et  que  l’angle  C fût  inconnu  ; en  substituant  la 
valeur  (III.  io5e)  de  tang.  C,  on  aurait  $ AB  : $C  AC  — AB  x 
cos.  A : sin.A.  On  fera  donc  ccs  substitutions  quand  elles  seront 
nécessaires  : nous  les  omettons  ici  -,  mais  nous  nous  proposons  d’y 
suppléer  dans  les  analogies  différentielles  de  la  Trigonométrie 
sphérique , qui  sont  d’un  plus  grand  usage.  On  pourra  recourir  à 
celles-ci,  même  pour  la  Trigonométrie  rectiligne,  à l’usage  de 
laquelle  il  est  facile  de  les  réduire,  comme  nous  le  verrous  (1428). 

675.  Il  y a deux  manières  de  calculer  les  analogies  différentielles 
finies  , lorsque  le  second  rapport  contient  aussi  la  différentielle 
cherchée:  je  suppose,  par  exemple,  que  l’on  cherche  $C  par  l’ana- 

logie  (673  , i«),  qui  donne  sin.  $C  = — ‘ uc  ' X sin.(C-f-  $C). 

La  première  méthode  déjà  indiquée  (335)  consiste  à employer 
sin.  C au  lieu  de  sin.(C  + ^C)  qu’on  ne  peut  employer,  parce 
que  ^C  est  inconnu:  on  a alors  une  valeur  approchée  de  $C, 
pourvu  que  $Csoit  très-petit  relativement  à C.  En  se  servant  de 
cette  valeur  approchée  de  ^C,quc  l'on  substitue  dans  le  calcul 
sin.  (C  -f-  $ C)  au  lieu  de  sin.C,  et  on  aura  une  antre  valeur  de 
$C  plus  approchée  que  la  première.  Si  cette  seconde  valeur  n’est 
pas  encore  aussi  exacte  qu’on  le  desire , on  l’emploiera  au  lieu  de 
la  première , et  on  en  trouvera  uoe  troisième  beaucoup  plus  exacte  , 
et  ainsi  de  suite.  Ordinairement  on  voit,  dès  le  premier  calcul , 
quelle  est  à très-peu-près  la  valeur  exacte  de  $C. 

676.  Par  la  seconde  méthode , je  réduis  l’équation  de  sorte  que 
l’inconnue  soit  d’un  seul  côté.  Je  développe  sin.(C-f-$C) , (TI.  if); 
et  divisant  l’équation  par  sin.  ^C,  j’ai 

uc 

cof.^C  = — cot.  C— • wu 
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Mais cotle  méthode  , peu  commode  pour  le  calcul  par  logarithmes, 
donne  en  outre,  dans  de  certains  cas,  une  équation  compliquée 
du  second  degré;  par  exemple,  lorsqu’on  cherche  $ C par  la 
deuxième  analogie,  en  développant  tang.(C-f- i ^C),  (11.5e). 

677.  Si,  par  le  résultat  du  calcul , cot.$C  est  une  quantité 
négative,  l’angle  ^Csera  négatif  (75,  G8),  et  indiquera  dimi- 
nution de  l'angle  C.  Quand  le  côté  AC  décroît,  il  est  bien  en- 
tendu qu'on  doit  donner  le  signe  négatif  à la  valeur  numérique 
de  $ AC. 


678.  Camcrer  (635)  donne  une  troisième  manière.  Elle  con- 
siste il  exprimer  par  le  moyen  d’une  série  la  valeur  de  la  diffé- 
rentielle cherchée,  en  délivrant  de  la  différentielle  inconnue  le 
second  membre  de  l'équation.  Eu  voici  un  exemple.  La  première 


1 . , 01/-  BCiin.  # C 

analogie  donne  £ AC«=— C): 


TiC  t* in  $ C 


sio.Ccos.  £ C+coa  *Cmjj.  C* 


Exécutant  la  division,  et  faisant  — C t^~.- — ^ 

«în.C 


-P, 


tanç.  S,C  _ 
ung.C 


;S,  on 


a $AC  = — P(i—  S+S*  — S’  + etc.). 

67g.  Cet  habile  auteur  réduit  à cette  forme  toutes  les  différen- 
tielles de  ma  Table  (673).  Cette  marche  est  ingénieuse,  et  de 
plus  elle  serait  utile,  si  les  expressions  qui  en  résultent  n’étaient, 
presque  sans  exception , beaucoup  plus  laborieuses,  à calculer  nu- 
mériquement, que  ne  l'est  la  voie  indirecte  que  j’ai  proposée  (675). 
Far  exemple,  pour  tirer  de  la  quatorzième  analogie  la  valeur  de 
$A,  il  faut  écrire 


(4  AC  X AB  co»,  A — aBC  + £ BC  X fl  BQ  (aBC  + £ BC)  # BC  _ p 
4AC  X AB  sin.  A (a  AC  X AB  co».  A ■+•  aBC+&BCx  â BC) 

M AC  X AB  cot.  A — *BC  -f-  g,  BC  X BC)  (aBC  + fl  BC)  $ BC  _ g . 


et 


(a  AC  X AB  co».  A + aBC  ^ BC  X BC)* 
puis  on  a $A  = P ^1 — ^ -f-  — etc.^-  Il  est  aisé  de  com- 

parer le  travail  de  ce  calcul  avec  le  travail  assurément  léger  qu’exige 
mon  analogie. 


680.  Si  une  seule  partie  du  triangle  est  constante,  nous  allons 
voir  que  les  mêmes  analogies  serviront  encore  ; mais  il  faut  con- 
naître deux  variations  pour  pouvoir  trouver  toutes  les  autres. 
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Je  parle  seulement  des  analogies  infinitésimales;  car  on  ne  pourra 
que  rarement,  dans  ce  cas,  appliquer  la  méthode  suivante  aux  ana- 
logies différentielles  finies  , parce  qu’elles  exigent  beaucoup  de  don- 
nées et  qu’elles  se  prêtent  peu  aux  substitutions. 

f>8i . Supposons  que  le  triangle  DTS  seconvertis.se  en  DES,  le  seul  rs 
côté  DS  demeurant  constant.  Soit  connue  la  valeur  de  EDT=^(  D , 
et  celle  de  TSE=^(S;et  soit  demandée,  par  exemple,  la  varia- 
tion de  DT  qui  devient  DE. 

On  prolongera  DT,  s’il  est  nécessaire,  jusqu’à  la  rencontre  de 
SE,  et  on  considérera  d’abord  le  triangle  DTS  converti  en  DRS , 
et  conservant  par  conséquent  comme  constans  un  côté  DS  et  un 
angle  adjacent  D.  Puisqu’on  connaît  $S,  on  aura  la  variation  TR 
de  DT,  qui  dans  ce  cas  est  le  côté  adjacent  à l'angle  constant  D, 
par  l’analogie  (M),  qui  donnera  ($  DT)  : #S  ::  TS  : sin  T. 

68a.  Je  doune  le  signe  positif  aux  deux  différentielles , parce 
que  j’observe  que  S est  l’angle  variable  adjacent  au  côté  constant, 
et  qu’il  occupe  par  conséquent  la  place  de  B dans  la  première  aua- 
logie.  La  figure  nous  montre  aussi  le  côté  DT  et  l’angle  S comme 
croissant  l'un  et  l'autre.  Mais  on  ne  doit  pas  se  fier  aux  figures, 
et  il  faut  prendre  les  difiérentielles  de  toute  analogie  infinitésimale 
avec  les  mêmes  signes  que  ceux  des  deux  premiers  termes  de  l’aua- 
logie  correspondante  finie. 

685.  La  proportion  (681)  fait  connaître  la  différence  de  DT 
à DR.  Il  reste  à connaître  celle  de  DR  à DE;  puisque  la  somme 
des  deux  différences  avec  les  signes  qu’elles  ont,  donne  la  variation 
entière  que  l’on  cherche  , de  DT  à DE.  Pour  distinguer  de  celle-ci 
la  différence  partielle  (DT  or>  DR),  je  mets  entre  parenthèses 
l’expression  équivalente  ÿ,  DT. 

68/,.  Considérons  actuellement  le  triangle  DSR  converti  en  DSE, 
un  côté  DS  et  l'angle  adjacent  DSR  demeurant  constans.  Puis- 
qu'on connaît  $ D , et  qu’on  cherche  la  variation  de  DR  , côté 
opposé  à l’angle  constant , l'analogie  (N)  est  celle  qui  convient 
à ce  cas  ; et  on  aura  $DR  : $ ü ::  DR  : taug.  R.  Je  conclu» 
de  la  comparaison  des  parties  constantes  entre  elles,  que  D cor- 
respond à B dans  la  deuxième  analogie  ; et  par  cette  raison  , je 
donne  encore  ici  le  signe  positif  aux  deux  différentielles. 
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G85.  Nous  avons  donc  $ DT  ==  ( ÿ,  DT  ) -f-  $ DR  = $ S 
t<î  nn 

X + (JD  X Uni.  R.  En  écrivant  DT  au  lieu  de  DR , et 

T au  lieu  de  R , comme  nous  avons  toujours  fait  dans  les  analogies 
infinitésimales  , où  nous  avons  employé  seulement  les  parties  du 
triangle  primitif  ABC  auquel  corrcspoud  DTS  dans  le  cas  présent, 
on  aura 

nrer.  _ TS  X à S + DT  X cos.  T X SD 

rfUl  qî  . 

G8G.  Reste  à observer  que  dans  le  calcul  numérique  du  Second 
membre,  il  faut  changer  les  signes  suivant  les  cas;  savoir  le  signe 
de  $S  quand  l'angle  S décroît,  celui  de  ^D  si  l’angle  D est 
décroissant,  et  celui  de  cos.  T,  quand  l'angle  T est  obtus. 

687.  Le  triangle  n'ayant  qu’une  seule  partie  constante  , que 
je  nommerai  la  première  , et  étant  données  les  variations  de  deux 
autres  parties , que  je  nommerai  la  seconde  et  la  troisième  , la 
méthode  générale  pour  connaître  la  variation  de  l’une  quelconque 
des  trois  parties  restantes  du  triangle,  que  je  nomme  la  quatrième , 
sera  celle  qui  suit  : 

Considérez  comme  constantes  la  première  et  la  seconde;  prenez 
dans  la  table  (678)  l’analogie  convenable  pour  calculer  la  variation 
ou  l’effet  que  la  variation  connue  de  la  troisième  produit  sur  la 
quatrième.  Considérez  ensuite  comme  constantes  la  première  et 
la  troisième , et  cherchez  de  même  l’effet  que  produit  sur  la  qua- 
trième la  variation  connue  de  la  seconde.  La  somme  de  ces 
deux  effets  sera  la  variation  cherchée,  pourvu  qu’on  observe  la 
règle  ( 682  ). 

On  verra  plusieurs  applications  de  cette  mélhode(i5i9, 1527,  elc.). 

688.  Lorsqu' aucune  des  parties  du  triangle  n’est  constante  , 
trois  variations  étant  données , on  trouvera  toutes  les  autres  par 
la  même  méthode.  Je  nomme  première , seconde  et  troisième , les 
trois  parties  dont  les  variations  sont  données;  pour  connaître  la 
variation  de  l’une  quelconque  des  trois  autres  parties,  que  je 
nomme  quatrième , je  suppose  constantes  la  première  et  la  se- 
conde ; je  trouve,  comme  ci-dessus,  l’effet  que  produit  sur  la 
quatrième  la  variation  connue  de  la  troisième  ; je  suppose  ensuite 
constantes  la  première  et  la  troisième  ; je  trouve  l'effet  que  pre» 
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duit  sur  la  quatrième  la  variation  connue  de  la  seconde  ; enfin 
je  suppose  constantes  la  seconde  et  la  troisième,  et  je  trouve  lYflet 
que  produit  sur  la  quatrième  la  variation,  connue  de  la  première. 

La  somme  de  ces  trois  effets,  en  observant  la  règle  (68a),  sera 
l’effet  total  ou  la  variation  cherchée. 

La  table  (673)  fournit  donc  les  analogies  différentielles  pour 
tous  les  cas  possibles. 

689.  Je  crois  à propos  néanmoins  de  faire  voir  comment  on  peut 
arriver  aux  mêmes  résultats  par  le  moyen  du  calcul  différentiel. 
Cherchons  l'équation  finale  (685). 

Dans  le  triangle  DST  , la  seule  partie  constante  est  le  côté  DS  ; Fig.i*. 
les  variables  sont  S , D , DT.  Je  fais  à volonté  S = A , D = B , 
et  T = C ; puis  je  cherche  dans  la  Table  III  une  formule  qui 
comprenne  AB,  A,  B,  BC  , qui  sont  les  parties  du  triangle  ABC 
correspondantes  aux  parties  ci-dessus  nommées  du  triangle  DST.  La 
cinquième  convient  à ce  cas;  et  j’ai  AB  = BC  cos.  B -j-  BC  sin.  B 
cot.  A.  Je  différenlie,  en  observant  que  AB  est  constant  : le  résultat 
est  0 = cos,  B<ÿBC — BC  sin.  B$B  -f-  sin.  B cot.  A$BC-f- 

BC  cos.  B cot.  A#B  — ou  (III.  n'),^BC(cos.  B + 

siu.  B cot.  A)  = BC$B  (sin.  B — cos.  B cot.  A ) -f-[ Je 

multiplie  par  sin.  A , et  je  parviens  (III.  85”,  94e)  à l’équation 
sin.  C$BC  = BC  cos.  C^B  -f-  AC$  A,  laquelle,  en  y replaçant 
les  lettres  D,  T,  S,  sera  l’équation  cherchée. 

690.  Je  terminerai  ce  chapitre  par  quelques  expressions  qn’on  em- 
ploie fréquemment  dans  l’analyse  infinitésimale. 

Dans  un  triangle  rectiligne  rectangle,  lorsque  la  différence  de 
l’hypoténuse  au  plus  grand  côté  est  très-petite,  elle  est  égale  à la 
moitié  du  quarré  du  plus  petit  côté , divisée  par  l’hypoténuse. 

Puisque  dans  un  triangle  ABC  rectangle  en  A,  on  a (53y,  14*),  Fi*,  m. 
AC* 

BC  — AB  = BC  _^_  ab?  en  appelant  $BC  la  différence  de  l’hjpo- 
téause  BC  au  plus  grand  côté  AB,  il  s’ensuit  que  AB  = BC  — 
auc,  « ,«,  BC  - AB  = Q„„d 

22 
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,ÿBC  est  très-petit  par  rapport  à BC,  on  peut  mettre  BC  au  lieu 
de  (BC  — j $ BC)  , (622)  j donc  alors  BC  — AB  s=  . 


691  .Le  sinus  verse  d’un  arc  très-petit  est  égal  à la  moitié  du 
quand  de  ce  même  arc. 

Prenant  l’bjpoténuse  pour  rayon , si  l’on  mène  l’arc  CD  jusqu’à 
la  rencontre  de  AB  prolongé , on  verra  que  BC  — AB  = AD  = 
sin.  v.  CD,  (5),  et  que  AC  = sin.  CD.  Mais  quand  le  sinus  est 
très-petit,  on  peut  lui  substituer  l’arc,  (627). Par  ces  substitutions, 
l’équation  finale  de  l’article  précédent  devient  sin.  v.  CD  = 

i CD»  , 

î-gc-  = - CD*,  en  faisant,  comme  à l’ordinaire,  le  rayon  BC=  1. 


C’est  aussi  la  valeur  que  donnerait  l’équation  (289),  puisque 
sin.v.  A=i  — cos.  A = { A*,  en  négligeant  les  puissances  plus 
élevées  de  A , qui  ont  une  valeur  insensible  relativement  à A* , 
lorsque  A est  très-petit. 


69a.  Lorsque  l'arc  est  très-petit , l’excès  de  sa  sécante  sur  le 
rayon  est  égal  à la  moitié  du  quarré  de  ce  même  arc. 

Soit  DE  la  tangente,  et  BE  la  sécante  (10)  du  petit  arc  CD  ; 
on  cherche  la  valeur  de  CE  , quantité  qu’on  nomme  aussi  l'écart 
de  la  tangente,  c'est-à-dire  la  distance  de  l'extrémité  de  la  tangente 


1 ..  . ne  BC  X AD  _ BCX{CD* 

« 1 arc.  Or  A.B  ■ BC  ••  Al)  . Cli  — — ^ ^ » 

(691,  690).  Donc  en  négligeant  comme  ci-dessus  $BC,  CE 


s=  i CD*. 


6g3.  On  voit  que  dans  le  calcul  infinitésimal , le  sinus  verse 
se  considère  comme  égal  à l'excès  de  la  sécante  sur  le  rayon. 
On  aura  une  expresion  exacte  de  cet  excès,  par  la  formule  (I.  27'), 

qui  donne  — i ou  séc.  A — 1 = tang.  A tang.  ; A.  Cette 
expression  peut  être  utile  dans  plusieurs  cas. 
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CHAPITRE  XIII. 


De  l’usage  de  la  Trigonométrie  rectiligne  sur  le  terrein. 


694.  IN  ous  parlerons  en  premier  lieu  de  la  manière  de  mesurer 
mécaniquement  une  distance  et  un  angle,  puisque  ce  sont  là  les 
opérations  fondamentales  qui  fournissent  les  données  pour  calculer 
les  autres  parties  inconnues  d'un  triangle,  ainsi  qu’on  l’aura  déjà 
observé  dans  les  exemples  (84,  92,  54o,  etc.)-  Comme  la  mesure 
des  angles  est  bien  plus  facile  à relever  qne  celle  des  côtés,  on 
mesure  ordinairement  un  côté  seulement , et  ce  côté  se  nomme 
lu  base. 

De  la  manière  de  mesurer  la  base. 

695.  Soit  proposé  de  mesurer  sur  le  terrein  la  distance  AB.  Fig.ir. 

On  commencera  par  planter  verticalement,  au  moyen  du  fil  à 
plomb,  deux  pieux  bien  droite,  AC,  BD,  aux  deux  points  extrêmes 
A et  B.  Ces  pieux,  qu’on  nomme  aussi  piquets  ou  jalons , se  ter- 
minent ordinairement  d’un  bout  par  une  pointe  ferrée , pour  qu’il* 
pénètrent  plus  aisément  en  terre , et  portent  à l’autre  bout  un  signal 
pour  faciliter  la  direction  du  rayon  visuel  figuré  par  la  ligne  ponc- 
tuée CD,  L’Observateur  ayant  l’œil  appliqué  en  C ou  en  D , fera 
poser , de  distance  en  distance , d’autres  piquets  toujours  d'à*plomb , 
et  qui  soient  en  même  temps  dans  la  direction , ou , pour  mieux 
dire,  dans  le'  plan  vertical  du  rayon  visuel  CD;  (le  plan  vertical 
est  celui  qui,  prolongé,  passerait  par  le  centre  de  la  Terre,  que  t 
nous  supposerons  sphérique  dans  tout  ce  chapitre , parce  que  son 
ellipticité  est  tout-à-fait  insensible  dans  les  opérations  dont  il  y est 
question).  Ces  piquets  se  multiplient  autant  qu’il  est  nécessaire 
pour  que  l’on  puisse  suivre  par  leur  moyen  la  ligne  droite  AB 
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lorsqu’on  la  mesure , sans  s’écarter  de  la  direction  de  cette'  ligne , 
ni  à droite  ni  à gauche.  Si  l’on  veut  procéder  avec  plus  de  sûreté  , 
on  tracera  un  petit  sillon  de  A en  B , en  appliquant  de  temps  en 
temps  l’œil  aux  jalons  et  dans  leur  plan  vertical , pour  conduire  le 
sillon  bien  droit;  ou  bien  on  mènera  une  ficelle  d’un  jalon  à l’autre. 
On  prendra  ensuite  la  mesure  avec  un  grand  compas , ou  avec  une 
chaîne  de  gros  fil-fer,  Ou  avec  une  perche  d’une  longueur  connue. 
La  longueur  de  la  chaîne  ou  l’ouverture  du  compas,  c'est-à-dire  la 
distance  de  scs  deux  pointes , doivent  être  des  parties  aliquotes  du 
mètre , ou  de  quelque  mesure  bien  connue.  Le  compas  doit  être 
tel  que  son  ouverture  ne  poisse  varier  pendant  l’opération.  On 
portera  successivement  les  pointes  du  compas,  ou  la  chaîne  bien 
tendue,  ou  la  perche,  sur  le  sillon  ou  le  long  de  la  ficelle;  et  l'on 
mesurera  ainsi  avec  précision  le  nombre  des  mètres  de  la  distance 
AB.  On  opère  plus  promptement  et  plus  sûrement  encore,  si  l’on 
emploie  deux  perches  égales  , que  l’on  met  successivement  l’une  au 
bout  de  l’autre  , de  manière  que  la  première  devienne  la  seconde, 
et  ainsi  de  suite  alternativement. 

G96.  Cette  manière  de  mesurer  suppose  que  le  terrein  soit  plan 
depuis  A jusqu'en  B,  et  la  distance  mesurée  se  nomme,  dans  ce 
cas,  distance  horizontale.  Dans  la  rigueur  mathématique,  deux 
points  de  la  surface  delà  terre,  quelque  voisins  qu’ils  soient,  ne 
peuvent  avoir  leur  horizon  dans  nn  même  plan,  à cause  de  la  cour- 
bure du  Globe.  Mais  cette  sphéricité  n’occasionne  qu’une  erreur 
absolument  insensible  dans  ccs  sortes  d’opérations.  Les  bases  les 
plus  longues  que  l'on  ait  mesurées  jusqu'à  présent,  sont  environ 
de  36ooo  pieds,  mesure  de  Paris  : cette  distance  répond  à un  arc 
nn  peu  plus  grand  que  de  six  minutes;  ce  qui  se  trouve  par  la  pro- 
portion suivante  : Le  rayon  de  la  terre  exprimé  en  pieds  (555)  est 
à un  arc  terrestre  exprimé  en  pieds  , comme  le  rayon  de  la  table 
(AA) , ou  1 , est  à l'arc  de  même  degré  pris  dans  la  même  table. 
En  appelant  A cet  arc  de  la  table,  on  a donc,  dans  le  cas  dont  il 
s’agit , A = La  différence  de  l'arc  à la  corde  est  ^ A3,  en 

ne  prenant  que  le  premier  terme  de  la  dernière  série  (378) , les  terme 
qui  suivent  étant  insensibles.  Cette  différence , en  parties  de  R=i , 
est  donc  (r//rs)3><'>7>  *"aul  multiplier  celte  valeur  par  le  rajrnn 
terrestre,  ou  par  R=  iqG  10000 , ce  qui  donnera  la  différence  ci- 
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dessus  «primée  en  pieds  et  fractions  de  pieds;  et  on  trouvera  qu’un 
arc  terrestre  long  de  36ooo  pieds  est  plus  long  que  la  corde  qui  lui 
est  sous-tendue,  de  de  pieds  seulement.  On  voit  donc  qu'un 
tel  arc  peut  se  prendre,  sans  le  moindre  scrupule,  pour  une  ligne 
droite  dans  les  opérations  les  plus  délicates  de  la  Géodésie. 

Lorsqu'on  voudra  avoir  l’arc  en  minutes  et  secondes,  on  em- 
ploiera R",  (63 1) , au  lieu  de  i , dans  l’analogie  ci-dessus. 

697.  Si  le  terrein  de  la  base  est  incliné  ou  inégal , on  procédera 
comme  il  suit.  Après  avoir  fixé  avec  des  jalons  l’alignement  de  laF^». 
base  BC,  on  en  prendra  la  mesure  en  tenant  toujours  les  perches 
horizontales,  comme  an,  be,  etc.  Les  perpendiculaires  ponctuées 
DC,  E c,  etc.,  représentent  le  fil  à-plomb  qui  doit  raser  les  extré- 
mités des  deux  perches,  supérieure  et  inférieure,  pour  qu’on  soit 
assuré  que  l'une  commence  où  l’autre  Suit,  condition  sans  laquelle 

il  est  évident  que  la  mesure  ne  serait  pas  juste.  En  opérant  ainsi, 
la  somme  des  perches  ac , be,  dm,  AB,  sera  égale  à la  distance 
horizontale  AC  des  points  B et  C. 

698.  Si  cependant  on  voulait  connaître  la  distance  effective 
BC  des  mêmes  points,  on  pourrait  mesurer  successivement  les 
hauteurs  aC,  bc , de,  lim,  dont  la  somme  est  égale  à AB;  et 
connaissant  AC  et  AB,  on  trouverait  par.  le  calcul  (537,  *8’)» 
la  longueur  de  l’hypoténuse  BC.  (Si  le  terrein  monte  et  descend 
alternativement,  il  est  clair  que  pour  avoir  AB , il  faut  soustraire 
la  somme  des  différences  des  hauteurs  des  perches  en  descendant, 
de  celle  de  ces  différences  en  montant  ).  Mais  il  est  plus  aisé  de 
mesurer  AB  par  le  nivellement,  méthode  dont  se  servent  ordinai- 
rement les  Ingénieurs  et  les  Arpenteurs.  L’usage  du  baromètre  (73a) 
est  encore  plus  facile.  Enfin  la  voie  la  pjus  courte  est  de  prendre 
avec  des  instrumens  ( 705  et  suiv.  ) la  mesure  de  l’angle  ACB  ; 
par  le  moyen  de  cet  angle  et  du  côté  AC , on  trouvera  BC , 
(537,  #). 

699.  Pour  disposer  les  perches  horizontalement  dans  la  mesure 
des  teireins  inclinés  , on  se  sert  du  niveau.  Il  y a des  niveaux  de 
plusieurs  espèces  et  de  plusieurs  formes.  La  fig.  a3  représente  un 
niveau  d'air.  C’est  un  tube  de  verre,  FE,  fermé  hermétiquement, 
et  rempli  d’une  liqueur , ordinairement  d’esprit-de-vin,  sur  laquelle 
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surnage  une  bulle  d’air.  On  pose  cet  instrument  sur  la  perche , 
dont  on  élève  et  abaisse  celle  des  extrémités  qui  ne  touche  point 
au  terrein , ( par  exemple  l'extrémité  a de  la  perche  ac  dans  la 
fig.  aa)  , jusqu’à  ce  que  la  bulle  d’air  s’arrête  en  G,  dans  la  partie 
du  milieu  du  tube,  qui  est  ordinairement  indiquée  par  deux  traits. 
La  perche  est  alors  parallèle  à l’horizon. 

700.  Ce  que  nous  venons  d’exposer  est  plus  que  suffisant  pour 
les  mesures  ordinaires  de  l’Arpentage,  de  la  Topographie  et  delà 
Géographie.  Lorsqu'il  est  question  d’opérations  plus  délicates,  s'il 
s’agit,  par  exemple,  de  déterminer  la  longueur  d’un  degré  de  la 
Terre,  il  faut  alors  mettre  en  usage  bien  d’autres  moyens,  employer 
d'autres  précautions,  que  nous  omettrons,  pour  ne  pas  être  diffus 
inutilement,  puisqu’en  pareil  cas  on  ne  peut  se  dispenser  d’avoir 
sous  les  yeux  des  Traités  particuliers,  comme  la  Figure  de  la 
Terre,  par  Bonguer , De  Expeditione  litterarid , par  Boseovicb , 
les  Relations  publiées  par  les  Académies  de  Londresetde  Paris, 
surles  mesures  géographiques  prises  en  1787,  et  qui  lient  la  France 
à l’Angleterre  ; enfin  la  Mesure  de  l'arc  du  Méridien  entre  les 
Parallèles  de  Dunkerque  et  de  Barcelone. 

De  la  manière  de  relever  les  angles  sur  le  terrein. 

FiS.  701.  La  planchette  est  le  plus  commode,  et  peut-être  le  plus 
ancien  instrument  qui  ait  été  inventé  pour  prendre  la  mesure  des 
angles  sur  le  terrein.  C’est  effectivement  une  petite  planche  bien 
dressée , d’un  pied  et  demi  ou  environ  en  quarré,  soutenue  ordinai- 
rement sur  trois  pieds , et  montée  avec  divers  mouvemens  pour 
qu'on  puisse  l'incliDer  à volonté  à l’horizon.  Les  meilleures  plan- 
chettes sont  celles  qui  peuvent  se  mouvoir  en  tout  sens  avec  facilité, 
qui  sont  solides,  fortes,  conservant  invariablement  l’inclinaison  sur 
laquelle  on  les  fixe  , et  qui  ne  sont  pas  sujettes  à se  détruire  ou 
à se  déformer  par  les  variations  de  la  chaleur  et  du  froid , de  la 

rig.  sécheresse  et  de  l’humidité.  FG  est  une  alidade,  c’est-à-dire  une 
règle  de  cuivre , garnie  de  deux  pinnules  qui  servent  à diriger  le 
rayon  visuel. 

l'ift  i\.  Pour  prendre  l’angle  formé  par  deux  objets,  comme  B et  C,  vos 
d'un  point  de  station  auquel  je  suppose  que  réponde  d’à-plomb 
un  point  A de  la  planchette  ; on  fixera  sur  cet  instrument  un  papier 
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bien  tendu , sur  lequel  on  appliquera  l’alidade  de  manière  qu'en 
regardant  par  les  pinnules  l’objet  B , on  puisse  mener  le  long  de  la 
règle,  qu’il  faut  contenir  fermement,  une  ligne  indéfinie  A b.  On 
mirera  de  même  au  travers  des  pinnules  l’objet  C,  et  l’on  tirera  une 
ligne  Ac;  l'angle  cAb , sur  le  papier,  sera  l’angle  cherché  CAB. 

70a.  Tl  est  facile  de  déterminer  sur  le  terrcin  le  point  corres- 
pondant au  point  A du  papier,  en  suspendant  successivement  aux 
bords  m,  n de  la  planchette,  un  fil  à-plomb  qui  descende  près 
de  la  superficie  du  sol,  et  portant  sur  le  terrein,  dans  la  direction 
de  l’un  des  plombs  vers  l’autre , une  des  deux  distances  A m ou  An 
mesurée  horizontalement. 

703.  Pour  savoir  le  nombre  des  degrés  de  l’angle  bAc,  on  en 
prend  la  mesure  avec  un  demi-cercle  de  cuivre  ou  de  corne.  Si 
l’on  veut  cette  mesure  avec  plus  de  précision,  ou  prendra  avec  le 
compas  une  portion  AD  = ÀE  sur  les  droites  Ab,  A c,  et  DErig. 
sera  la  corde  de  l'angle  A pour  le  rayon  AE.  On  mesurera  sur  une 
échelle  de  parties  égales  les  lignes  AE,  DE,  et  l'angle  A sera 
connu  par  le  moyen  des  tables  des  sinus,  puisqu’on  a AE  : DE 

::  1 : asin.jA,  (609). 

704.  C’est  aussi  la  méthode  la  plus  exacte  pour  former  sur  le 
papier  un  angle  donné,  en  menant  une  ligne  AE  d'une  longueur 
arbitraire,  et  de  cette  ligne  comme  rayon,  et  du  centre  A,  dé- 
crivant un  arc  qu’on  coupé  en  D,  à un  intervalle  ED,  qu'on 
détermine  en  calculant  la  même  analogie.  Quand  ces  deux  opé- 
rations n’exigent  pas  une  extrême  exactitude , on  peut  éviter  le 
calcul  en  faisant  usage  de  l’échelle  des  cordes , que  donne  le 
compas  de  proportion. 

705.  Après  la  planchette , l’instrument  le  plus  usité  pour  relever  Fig 
les  angles  sur  le  terrein  , est  le  graphomètre.  C’est  un  demi-cercle 
démêlai,  divisé  de  degré  en  degré,  ou  de  demi-degré  en  demi-degré  ; 

il  porte  une  alidade  mobile  EC,  qui  tourne  sur  le  centre  A de  l'ins- 
trument, et  qui  est  garnie  de  pinnules.  Deux  autres  pinnules  sont 
aussi  fixées  sur  le  demi-cercle,  perpendiculairement  à son  plan,  aux 
xtré  mités  du  diamètre  qui  passe  par  les  divisions  marquées  o et 
180.  Les  deux  extrémités  de  l'alidade  portent  ordinairement  quel- 
ques divisions  dont  voici  l'usage. 
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70G.  Supposons  le  graphomètre  divisé  de  3o'  en  3o'  ; si  on  prend 
un  intervalle,  par  exemple,  de  quatorze  divisions  ou  de  sept  degrés, 
et  qu’on  intervalle  semblable  soit  divisé,  sur  chacune  des  extré- 
mités de  l’alidade,  en  quinze  parties  égales,  il  est  clair  que  cha- 
cune de  ces  parties  vaudra  7^  ou  a8'.  La  première  division  , 
marquée  o sur  l’alidade,  doit  correspondre  précisément  au  milieu 
des  pinnules,  c’est-à-dire  qu’elle  doit  être  dans  le  plan  des  fils 
verticaux,  qui  sont  ordinairement  fixés  dans  le  milieu  des  pin- 
nules. On  appelle  communément  cette  division  de  l’alidade  la  ligne 
de  foi  ; elle  indique  à laquelle  des  divisions  du  graphomètre  cor- 
respond la  direction  du  rajon  visuel.  Je  suppose  donc  que  la  ligne 
de  foi  tombe  sur  le  graphomètre  entre  40*  et  40“  3o'.  Pour  savoir 
combien  il  y a de  minutes  entre  la  division  de  4o°  et  le  point  du 
graphomètre  qui  correspond  à zéro  de  l’alidade,  on  contiendra  l’ali- 
dade, et  on  cherchera  parmi  scs  divisions  quelle  est  celle  qui 
coïncide  le  plus  exactement  avec  l’une  de  celles  du  demi-cercle. 
Supposons  que  ce  soit  la  septième  division  de  l’alidade  : dans  notre 
exemple,  elle  coïncidera  nécessairement  avec  celle  de  43°  sur  le 
graphomètre.  Puisque  l'intervalle  de  six  espaces  sur  l’alidade  , de 
la  première  à la  septième  division , vaut  6 x 28=:  a*  48',  il  s’en- 
suit que  la  première  division  de  l’alidade  répond,  sut  le  grapho- 
mètre, à un  point  situé  à 43*  — 3*48’  — 4°*  13 '•  Si  c’eût  été  la 
huitième  division  de  l’alidade  qui  eût  coïncidé  avec  celle  de  43°  3o', 
on  aurait  trouvé  de  la  même  manière,  que  le  zéro  de  l’alidade 
serait  tombé  sur  40*  »4*  Ces  exemples  font  aisément  comprendre 
que  les  divisions  de  l’alidade  subdiviseront  les  espaces  du  demi- 
cercle,  de  a'  en  a'. 

Le  limbe  qui  porte  ces  divisions  se  nomme  le  nonius  ou  le  vernier. 

707.  Le  graphomètre  doit  être  monté  sur  un  pied  bien  solide , 
et  de  manière  qu’on  puisse  fixer  le  plan  du  demi-cercle  dans 
toutes  les  positions,  horizontale,  verticale,  et  inclinée  à l’horizon. 
Les  graphomètres  plus  perfectionnés,  sont  en  ouffe  garnis  de  vis 
qui  servent  aux  petits  mouvemens,  soit  pour  achever  de  mettra 
avec  toute  l’exactitude  possible  le  plan  de  l’instrument  dans  l’in- 
clinaison desirée,  soit  pour  placer  rigoureusement  l’alidade  dans 
la  direction  de  l’objet  qu’on  veut  mirer  au  travers  des  pinnules.  Au 
lieu  de  pinnules,  on  se  sert  avec  avantage  de  doux  lunettes,  Tune 
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fixée  au  demi-cercle  parallèlement,  au  diamètre  qui  passe,  ou  réel- 
lement ou  mentalement,  par  les  divisions  marquées  o et  180.  Cette 
lunette  est  placée  au-dessous  du  demi-cercle,  pour  que  l’alidade 
puisse  tourner  librement  sur  la  surface  supérieure.  L’alidade  porte 
la  seconde  lunette,  laquelle  doit  être  disposée  de  manière  qu'elle 
puisse  s’incliner  un  peu,  verticalement,  sur  le  plan  de  l’alidade. 
Chacune  de  ces  lunettes  doit  avoir  deux  fils  bien  tendus  en  croix, 
au  foyer  commun  des  verres,  ou  au  moins  un  seul  fil  tendu 
verticalement. 

Enfin  le  graphomètre  porte  une  boussole  qui  sert  à déterminer 
l’angle  que  fait  le  rayon  visuel  avec  la  ligne  méridienne,  comme 
nous  l’expliquerons  plus  clairement  ci-après,  (797). 

708.  Il  est  aisé  de  concevoir  l’usage  du  graphomètre.  Si  l'on 
veut  mesurer  la  distance  angulaire  de  deux  objets  F,  G,  vus  d'un 
point  quelconque , on  placera  perpendiculairement  sur  ce  point  le 
centre  A du  graphomètre  , et  on  inclinera  l’instrument  ou  on  le  dis- 
posera, de  manière  qu'en  regardant  à travers  les  pinnules  fixes,  le  fil 
vertical  paraisse  partager  également  l’un  F des  deux  objets,  et  qu’en 
même  temps  le  plan  de  l’instrument  pût,  s’il  était  prolongé,  rencon- 
trer l’autre  objet  G.  Ensuite  on  fera  tourner  l’alidade  EC,  jusqu’à  ce 
que  le  fil  de  ses  pinnules  partage  également  l’objet  G.  On  observera 
à quel  point  du  demi-cercle  correspond  la  ligne  de  foi  de  l'alidade; 
la  distance  de  ce  point  à la  première  division  du  graphomètre  en 
B , est  l’arc  BC,  qui  indiquera  de  combien  de  degrés  et  minute* 
est  l’angle  cherché  BAC  ou  FAG. 

709.  Cet  angle,  mesuré  dans  un  plan  commun  aux  trois  point* 
A,  F,  G,  n’est  égal  à l’angle  GAF,  mesuré  sur  le  plan  horizontal 
du  point  A , que  quand  les  points  F et  G sont  sitnés  dans  ce  der- 
nier plan,  comme  nous  le  verrons  (746).  Nous  donnerons  (747) 
le  moyen  d'évaluer  et  de  corriger  cette  tlifi'érence  ; correction  qu’on 

-•'épargnera,  si  le  graphomètre  est  armé  de  lunettes,  lorsqu'un  seul 
des  objets  sera  situé  hors  de  l’horizon  de  l'Observateur.  Car  alors 
on  pourra  mirer  cet  objet  au  moyen  du  petit  mouvement  vertical 
que  nous  avons  supposé  (707)  à la  lunette  de  l’alidade , en  laissant, 
toujours  le  plan  du  demi-cercle  dans  celui  de  l'horizon. 

710.  Avant  de  se  servir  d’un  instrument,  il  est  essentiel  dfe 

a5 
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rs  >î  s’assurer  de  sa  bonté.  On  peut  exiger  de  l'Artiste  qui  le  fournit , 
qu’il  en  démontre  la  justesse , ou  qu’il  donne  les  moyens  de  la 
reconnaître.  Pour  les  opérations  ordinaires , les  petites  imperfec- 
tions sont  insensibles,  les  erreurs  considérables  sont  aisées  à dé- 
couvrir; nous  ne  dirons  donc  que  peu  de  mots  sur  ce  point. 

711.  Il  faut  d'abord  vérifier  dans  un  graphomètre  si  les  rayons 
visuels  qui  passent  par  les  pinnules  fixes  et  par  celles  de  l’alidade, 
se  coupent  dans  le  point  précis  qui  correspond  au  centre  du  demi- 
cercle;  et  si  l’arc  de  180*  est  juste,  c’est-à-dire  si  les  divisions 
marquées  o et  180  sont  aux  points  précis  où  elles  doivent  être.  Pour 
ce9  vérifications,  il  suffit  d’observer  si  les  quatre  fils  se  confondent 
ensemble  dans  un  même  plan,  lorsque  les  zéros  des  nonius  de 
l'alidade  coïncident  parfaitement  avec  les  divisions  marquées  o 
et  180;  si  cela  a lieu  dans  les  deux  positions  de  l'alidade,  c’est- 
à-dire,  soit  lorsque  la  pinnule  E est  du  côté  do  la  pinnule  D, 
soit  lorsque  cette  pinnule  E est  du  côté  de  la  pinnule  B;  et  enfin 
si , en  tournant  l'alidade,  le  bord  des  nonius  couvre  ou  coupe  une 
partie  égale  dans  cjiacune  des  divisions  du  demi-cercle.  Ces  opé- 
rations feront  reconnaître  si  le  point  A,  sur  lequel  se  ment  l’ali- 
dade, est  yraiment  le  centre  de  l’instrument;  s’il  est,  comme  il 
doit  llêtre,  dans  la  commune  intersection  du  plan  des  fils  du 
demi-cercle  et  du  plan  des  fils  de  l’alidade;  enfin  si  l’arc  de  180* 
est  absolument  juste.  Après  cette  dernière  vérification,  ou  pourra 
reconnaître  s’il  y a des  erreurs  sensibles  dans  la  position  des  autres 
divisions,  en  y présentant  successivement  le  nonius,  ou  mesurant 
les  cordes  avec  un  compas  à pointes  très-fiues. 

rip  as.  7l?>  Si  le  graphomètre  est  garni  de  lunettes,  il  n’exige  alors 
qu’qn  nonius  du  côté  de  l’objectif  de  la  lunette  mobile:  ou  mettra 
ja  ligne  de  foi  de  ce  noniusen  coïncidence  avec  la  première  division 
B du  demi-cercle,  et  l’on  observera  si  les  fils  verticaux  des  deux 
lunettes  couvrent  les  mêmes  points  d’uu  même  objet,  comme  C : 
(cette  opération  suppose  que  les  deux  fils  soient  bien  verticaux; 
ce  dont  pp  peut  s’assurer  d’abord,  en  observant  s’ils  se  confondent 
avec  un, fil  à plomb  pendant  à une  certaine  distance).  Ensuite  011 
tournera  l’alidade  de  manière  que  la  ligne  de  foi  du  nonius  soit  en 
coïncidence  avec  la  dernière  division  du  demi-cercle  en  D.  Si  le  fil 
vertical,  ou  l’intersection  des  deux  fils,  se  trouvait  ne  pas  tomber 
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alors  sur  tics  points  remarquables  d’un  objet  quelconque , il  faudrait 
planter  un  jalon  on  signal,  tel  queE.  Après  avoir  reconnu  avec  cer- 
titude les  points  précis  de  l’objet  E,  couverts  par  le  fil  do  la  lunette 
mobile , et  ceux  de  l’objetC,  couverts  parle  fil  de  la  lunette  fixe,  on 
tournera  le  graphomètre  de  manière  que  le  point  D se  trouve  où  .était 
d’abord  le  point  D,  et  vice  versd ; (ce  qui  s'obtient  facilement  si, 
avant  de  mouvoir  le  graphomètre,  on  marque  sur  le  terrein  , au 
moyen  d’un  fil  à plomb,  les  points  correspondans  aux  points  G 
et  D).  Alors  on  observera  si  le  fil  de  la  lunette  fixe  étant  dirigé  sur 
les  points  remarqués  de  l'objet  E,  celui  de  la  lunette  mobile  couvre 
de  même  aussi  les  points  reconnus  de  l'objet  C.  Par  cette  opération , 
l’arc  de  i8o*  sera  vérifié,  ainsi  que  la  position  exacte  du  centre  de 
l’instrument  dans  l’intersection  commune  aux  plans  verticaux  de» 
axes  optiques  des  deux  lunettes. 

Les  autres  vérifications  se  feront  comme  nous  avons  dit  (71 1). 

7i3.  Dans  toutes  ces  opérations  , que  , pour  plus  de  sûreté,  il  est 
à propos  de  répéter  plusieurs  fois;  s’il  se  trouvait  quelque  erreur, 
il  faudra  eu  apprécier  la  quantité  par  le  moyen  du  nonius  ou  de 
la  vis  qui  le  fait  marcher  (707),  si  les  mouveraens  de  cette  vis  sont 
mesurés  par  un  index.  Et  en  se  servant  de  l’instrument,  on  tiendra 
compte  des  erreurs  découvertes. 

V 1 4-  Un  antre  instrument,  d’un  usage  très-étendu,  est  le  quart ng. 
de  cercle , qui  n’est  que  la  moitié  ABL  du  graphomètre.  Aussi  ne 
mesure-t-il  les  angles  obtus  que  lorsqu’on  les  a divisés  en  deux 
angles  aigus,  par  le  moyen  d'un  objet  intermédiaire  quelconque. 
Dans  la  vérification  de  cet  instrument , il  faut  comparer  l’arc 
de  90°  à quatre  angles  droits  pris  successivement,  en  faisant  mou- 
voir l'instrument  autour  de  son  centre,  comme  nous  l’avons  dit  (71») 
pour  la  comparaison  de  l’arc  de  180*  du  graphomètre  à dçux  angles 
de  180'  chacun.  I.orsqu’il  s'agit  du  graphomètre,  l’erreur  trouvée 
par  la  comparaison  est  le  double  de  l’erreur  de  l’arc  de  180“  ; et  si 
l'on  opère  avec  le  quart  de  cercle  , l'erreur  trouvée  en  mesurant 
le  quatrième  angle  est  le  quadruple  de  l’erreur  de  l’arc  de  90*. 

715.  C’est  le  quart  de  cercle  qu’on  emploie  dans  les  opérations 
les  plus  délicates,  parce  qu’à  volume  et  poids  égaux,  il  peut  avoir 
un  rayon  plus  grand  que  le  graphomètre;  et  que  plus  le  rayon  est 
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grand , plut  on  a les  angles  avec  une  précision  rigoureuse.  Quant 
aux  méthodes  des  vérifications  scrupuleuses  du  quart  de  cercle 
pour  parvenir  à reconnaître  jusqu’à  une  seconde  d’erreur,  cette 
matière  a été  épuisée  par  Boscovich,  dans  l’Ouvrage  cité  (700). 
On  peut  encore  avoir  recours  aux  Épbéméridesde  Milan  pour  1783; 
on  y trouvera  un  résumé  bien  fait  des  vérifications  des  instruraens 
de  l'Observatoire  de  Milan  , auxquelles  on  a apporté  la  plus  grande 
exactitude.  Enfin  le  Liv.  XIV  de  l’Astronomie  de  M.  Lalande 
réunit  d'excellens  préceptes  pour  la  vérification  de  toutes  sortes 
d’instrumens  astronomiques. 

716.  Mais  l’instrument  le  plus  propre  à mesurer  les  angles  avec 
une  précision  merveilleuse  , c’est  le  cercle  entier  armé  de  deux  lu- 
nettes, invention  moderne.  En  multipliant  les  observations  en  divers 
points  du  limbe,  on  a un  résultat  tel,  que  de  petits  cercles,  du  dia- 
mètre de  6,  de  13,  de  iSpouces  au  plus,  équivalent  à de  grands  ins- 
trumens  : souvent  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  ne  diffère 
pas  de  j8o"  jusqu'à  une  seconde,  lorsque  par  les  moyens  usités 
auparavant,  l’erreur  peut  facilement  aller  à 3o  secondes.  On  trouve 
dans  les  Relations  françaises  et  anglaises  citées  (700),  les  détails 
de  la  construction  , de  l'usage  et  des  avantages  des  cercles  entière. 

717.  Tobie  Mayer  a aussi  imaginé  un  instrument  très-simple, 
et  commode  pour  relever  les  angles.  On  peut  en  voir  la  description 
dans  le  Tom.  II  des  Actes  de  Gottingue,  et  dans  l’Ouvrage  (3a4) 
de  Toaldo. 

718.  11  serait  trop  long  d’énoncer  et  de  décrire  tous  les  instru* 
mens  qui  ont  été  imaginés  pour  relever  les  angles.  Nous  nous  con- 
tenterons d’avoir  dit  quelque  chose  de  ceux  qui  sont  les  plus  connus 
et  les  plus  en  usage.  Nous  nous  réservons  de  parler  de  la  bous- 
sole, (789). 

Nous  terminerons  en  observant  que  si  dans  ces  instrumens  on 
préfère  les  lunettes  aux  pinnules,  c’est  qu’avec  celles-ci,  comme 
on  ne  distingue  pas  bien  les  objets  éloignés , on  ne  peut  répondre 
d'uné  erreur  de  a’. 

De  la  mesure  des  hauteurs. 

719.  On  demande  la  hauteur  d'un  clocher , représentée  par  la 
fis-  *;• ligue  ponctuée  AB,  B étant  le  centre  de  la  base  du  clocher,  ou  le 

point  correspondant  perpendiculairement  au  point  A. 
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A line  distance  convenable  (6a4),  j’établis  le  graphoniètre 
monté  verticalement , c’est-à-dire  dans  le  plan  de  la  ligne  verticale 
AB , ( il  eu  serait  de  même  du  qQart  de  cercle  ) , de  sorte  qu’eu 
même  temps  le  diamètre  CD  soit  parallèle  à l'horizon  ; ce  dont 
je  m'assure  par  le  fil  à plomb  , qui  , dans  ce  cas,  appliqué  légère- 
ment au  plan  de  l’instrument,  doit  battre  à-la-fois  sur  la  division 
marquée  90  et  sur  le  centre  N.  Je  fais  tourner  l'alidade  FF  jusqu'à 
ce  que  j’apperçoivc  sur  le  milieu  du  fil  de  ses  pinnulcs  ou  de  sa 
lunette  le  sommet  A du  clocher.  Les  degrés  et  minutes  de  l'arc 
FD  sur  le  graphoniètre  , seront  la  mesure  de  l'angle  d'élévation 
ANH.  Du  point  G sur  le  terrein  , auquel  correspond  à plomb  le 
centre  N de  l’instrument , je  mesure  (Cg5)  et  suiv.  ) la  distance 
horizontale  GK  = NH , en  suivant  toujours  la  direction  de  la 
lunette  CD  •,  j'ajoute  à GK  la  distance  BK  = MH.  Connaissant 
NM  et  ANM , je  trouverai  AM , comme  dans  l’exemple  (5<jo)  ; 
j’y  ajouterai  (ce  qu’on  doit  faire  dans  toutes  les  opérations  sem- 
blables) l’élévation,  au-dessus  du  terrein , de  la  lunette  fixe,  c’est- 
à-dire  GN  = KH  = BM , et  j'aurai  la  hauteur  cherchée  AB. 

730.  Proposons-nous  de  déterminer  une  hauteur  inaccessible 
par  le  pied. 

Soit  CD  la  hauteur  qu’on  veut  déterminer.  Puisque  la  rivière  pu. 
AD  empêche  de  mesurer  une  distance  horizontale  du  point  D à la 
station  de  l'Observateur;  on  mesurera  une  ligne  horizontale  AB 
dans  le  plan  de  la  hauteur  CD , et  on  prendra  les  angles  d’éléva- 
tion B et  CAD.  Dans  le  triangle  CAB  on  connaîtra  les  trois  angles 
et  le  côté  AB;  on  cherchera  la  valeur  de  l'un  des  deux  autres 
côtés,  (55g);  et  alors  on  aura  CD  = AC  sin,  A,  ou  bien  CD  = 
BC  sin.  B , (53o). 

731.  Déterminer  une  hauteur , dans  le  plan  de  laquelle  on 
ne  peut  mesurer  une  distance  horizontale. 

Soit  AB  la  hauteur  cherchée.  Choisissez  deux  stations,  C et  D,rig 
dont  l’une  au  moins  soit  dans  le  même  plan  horizontal  que  le 
point  A,  et  telles  que  vous  puissiez  mesurer  leur  distance  effective 
CD , (698).  Mesurez  les  angles  BCD  et  CDB , en  plaçant  l’ins- 
trument dans  le  plan  oblique  des  trois  points  B,  C,  D.  De  celle 
des  deux  stations  qui  est  dans  le  plan  horizontal  de  A,  prenez. 
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avec  l'instrument  dirigé  verticalement,  l'angle  d'élévation  BDA, 
ou  BCA.  Connaissant  les  angles  et  l’un  CD  des  côtés  dans  le 
triangle  BCD  , vous  trouverez  l’un  des  deux  autres  côtés  BC , BD  ; 
et  vous  aurez  AB  = BD  sin.  BDA,  ou  bien  AB  = BC  sin.  BCA. 

On  verra  (8o5)  comment,  étant  en  B , et  une  hauteur  AB  étant 
donnée,  on  peut  déterminer  une  distance  horizontale  CL). 

723.  Lorsque  l'Observateur  est  à une  distance  considérable  de 
l'objet , les  hauteurs  déterminées  par  les  méthodes  précédentes 
ont  besoin  de  tjuclques  corrections. 

En  premier  lieu,  l’horizon  de  l’Observateur  n'est  pas  le  même 
Pg. 3>.  que  celui  de  l’objet  observé.  Soit  C le  centre  de  la  Terre,  B la 
cime  d'une  montagne,  A le  point  d’où  l’on  a observé  l’angle  d’éléva- 
tion RAB;  ORI,  perpendiculaire  à CR,  est  l'horizon  du  point  R,  et 
B AD,  perpendiculaire  à CA , est  l'horizon  du  point  A.  Si  on  prend 
CE  = CA,  RE  sera  la  vraie  hauteur  de  la  montagne,  relative- 
ment au  point  A.  Si  on  mène  la  corde  ponctuée  AF.,  le  véritable 
angle  d’élévation  delà  montagne  serait  RAF;  mais  RAB  est  l'angle 
d’élévation  apparent , c’est-à-dire  celui  qui  a été  observé  avec  les 
instrumens , lequel  est  toujours  relatif  à l’horizon  BAD  de  l’Ob- 
servateur. Donc  la  hauteur  de  la  montagne  , déterminée  par  les 
méthodes  précédentes , sera  BR , et  non  RE. 

733.  De  plus,  dans  le  calcul  des  hauteurs,  nous  avons  toujours 
supposé  RBA  = go5;  à la  rigueur  RBA  égale  la  somme  des  deux 
angles  intérieurs  C et  BAC,  ou  RBA  = go* -f- C;  mais  comme 
C n’est  jamais  que  de  très-peu  de  minutes  (6g6),  on  peut  résoudre 
le  triangle  RBA  comme  rectangle  en  B,  sans  qu’il  en  résulte  une 
erreur  sensible  dans  le  calcul  de  la  hauteur  BR. 

734.  BE  est  donc  la  seule  erreur  dépendante  de  la  différence 
des  horizons,  de  laquelle  il  soit  nécessaire  de  tenir  compte.  Pour 
la  calculer,  on  se  servira  avec  avantage  de  la  formule  (690)  qui 

AB* 

donne  BE  ;=  En  voici  un  exemple. 

Les  Académiciens  français  ( Bouguer , Figure  de  la  Terre  ) 
mesurèrent  au  Pérou  une  base  inclinée  (697),  dont  la  longueur  AR 
se  trouva  de  6374,057  toises,  et  ils  observèrent  l’angle  RAB  de 
t?  5'  4 5",  l’eüet  de  U réfraction  (7*5)  déduit.  En  faisant  BR  sa 
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au  X sin.  K AB,  on  trouve  BR  = 119,93  toises.  Pour  calculer 
BE,  on  peut  prendre  AR  au  lieu  de  AB,  et  CE  au  lieu  de  BC, 
les  erreurs  qui  en  résultent  étant  insensibles.  On  a déjà  le  log.  da 
AR  employé  dans  le  calcul  de  BR,  et  aCF.  est  le  diamètre  de  la 
Terre.  Le  diamètre  moyen,  que  j'ai  déduit  ( Nolizie  Astrono- 
miche , 88)  des  mesures  de  dix  degrés,  est  exactement  de  6556467 
toises,  (1559).  Avec  ces  données,  on  fait  promptement  le  calcul 
qui  suit  : 


log.  AR  = 3,  797548 
idem  ss  3,  797548 
compl.  log.  aCE  = 5,  184380 


log.  BE  = o,  779476  = log.  6,0a. 

En  ajoutant  BE  à BR , on  a la  hauteur  vraie  de  la  montagne,  ou 
RE  ss  ia5,95  toises.  Et  en  effet,  par  un  calcul  rigoureux,  en 
résolvant  le  triangle  RAC,  au  moyen  de  la  formule  (IV.  4e),  puis 
le  triangle  REA  au  moyen  de  la  1*,  on  trouve  de  même  RE 
s=  ia5,q5. 

AB* 

Par  la  formule  BE  = — ^ , on  reconnaît  aisément  si  BE  peut 

se  négliger.  Par  exemple,  lorsque  AB  = 1000  mètres,  BE  = o, i5 
mètres  seulement. 

7a5.  En  second  lieu,  les  réfractions  produisent  une  erreur,  lors» 
qu’on  prend  les  angles  d’élévation , comme  RAB.  Les  rayons  do 
lumière,  qui  traversent  l’atmosphère  obliquement , se  plient  conti- 
nuellement vers  la  Terre,  à cause  de  l'attraction  progressivement 
plus  grande  qu’ils  éprouvent  en  traversant  les  couches  de  plus  en 
plus  denses  de  l'atmosphère.  Ce  changement  de  direction  se  nomme 
réfraction ; il  en  résulte  que  les  rayons  décrivent  une  ligne  courbe , 
et  que  l’œil  voyant  l’objet  par  la  tangente  de  cette  courbe,  l’effet 
de  la  réfraction  est  de  faire  voir  les  objets  plus  élevés  qu'ils  ne  le 
sont  réellement.  Le  développement  de  la  théorie  de  ce  phénomène 
n’entre  pas  dans  le  plan  de  ce  Traité;  mais  le  fait  est  constant,  et 
il  est  facile  de  s’en  convaincre  par  l’expérience. 

726.  Soit  donc  C le  centre  de  la  Terre.  Par  la  nature  des  triangles 
rectiligues,  on  a C = 180*  — CRA  — CAR  ; mais  CRA  = 
90*  — IR  A , et  CAR  = 90*  -j-  RAB.  Par  la  substitution  de  ces 
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3i. deux  valeurs,  la  première  équation  devient  C = IRA — RAB. 
I. 'angle  C est  toujours  connu  quand  on  connait  AR  que  l’on  peut 
employer  sans  erreur  sensible  , au  lieu  de  l'arc  AE,  dans  la  pro- 
portion donnée  (696).  Si  donc  se  plaçant  en  R,  on  mesure  avec 
un  instrument  l’angle  IRA  , et  du  point  A l’angle  R AB,  et  que  la 
différence  de  ccs  deux  angles  ne  se  trouve  pas  égale  à C,  ce  dont  il 
s’en  faudra  sera  la  somme  des  deux  réfractions.  En  effet  si , l'Obser- 
vateur étant  en  R,  la  réfraction  fait  voir  le  point  A plus  élevé  qu’il 
n’est,  l’angle  observé  IRA  sera  donc  plus  petit  qu'il  n’est  réelle- 
ment. Par  la  même  raison  , si  de  A on  voit  le  point  R au-dessus  de 
sa  vraie  position  , l’angle  R AB  sera  donné  trop  grand  par  l'observa- 
lion.  La  différence  de  ces  deux  angles  sera  donc  trouvée  un  peu  trop 
faible , et  ce  qui  lui  manquera  est  la  somme  des  deux  erreurs  causées 
par  la  réfraction  qui,  par  ce  moyen,  sera  connue  et  déterminée. 

737.  Exemple.  Boscovich  et  Maire  rapportent  (de  Expcdi- 
tione  litterariâ  ) qu'observant , de  l’embouchure  de  l'Atisa , la 
cime  du  mont  Carpegna , ils  trouvèrent  l'angle  R AB  d'élévation 
apparente  ( que  j'appelle  h ) ==  a*  y'.  Du  point  R ils  observèrent 
V angle  de  dépression  apparente  IRA  (que  je  nomme  d)= a”  a4'  10'. 
( La  dépression  vraie  serait  l’angle  formé  par  RA  et  par  une  corde 
parallèle  à AE,  qui,  parlant  du  point  R,  se  terminerait  au  rayon 
CA  prolongé).  Doncrf— -A  = 17'  10*.  Mais  la  distance  AR  , ré- 
duite, pour  plus  d’exactitude,  à AE  , avait  déjà  été  calculée,  par 
la  méthode  donnée  (9a),  de  i8at8,a5  toises;  ce  qui  donne  C = 
19'  9',  (696).  La  somme  des  deux  réfractions  est  donc  19'  9* — 
17'  io'=  1'  59',  et  la  demi-somme  est  5çf,5\  donc  on  a a"  6'o*,5  pour 
la  valeur  réelle  de  l’angle  RAB,  et  a*  a5'9*,  5 pour  celle  de  IRA. 

738.  Quand  on  a calculé  l’angle  C,  on  connait  aussi  BAE=4  C, 
puisque  l’angle  formé  par  la  tangente  et  par  la  corde,  est  égal  à la 
moitié  de  l’arc  intercepté.  On  trouve  dès-lors  promptement  la 
hauteur  RE  par  la  solution  du  triangle  REA.  En  le  considérant, 
pour  abréger,  comme  rectangle  en  E,  on  a RE  = AE  tang.  RAE 
= i8ai8,a5  x tang.  a’  i5'  35'  = 718,9a. 

On  arrive  plutôt  encore  au  même  résultat,  e)  sans  calculer  la  ré- 
fraction,par  cette  formule  de  M.  Delambre,  RE=AEtang.}(A-f-rf). 
En  effet  J ( h 4-  d)  = J (a-  y a*  a4'  to*  ) = a*  i5'  35*,  valeur  ci* 
dessus  de  RAE. 
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739.  Quanti  la  différence  de  hauteur,  entre  déni  objet* , est 
très-petite  , on  peut  avoir  un  angle  de  dépression , tant  d'un  coté 
que  de  l’autre.  Alors  les  deux  horizons  se  rencontrent  entre  les  Fig. 
deux  objets.  Par  exemple  le  point  B observé  du  point  E,  est  dé- 
primé de  la  quantité  BEF  , EF  étant  l’horizon  du  point  E;  et  si  du 
point  B,  ayant  BR  pour  horizon  , on  observe  le  point  E , on  le 
voit  déprimé  de  la  quantité  RBE.  En  procédant,  comme  ou  a vu 
(726) , on  trouvera  dans  ce  cas  BCR  = BEF  -f-  RBE;  et  comme 
chacun  de  ces  deux  angles  parait , à cause  de  la  réfraction , plus 
petit  qu'il  n'est  réellement  , leur  somme  dans  ce  cas  sera  moindre 
que  BCR , de  la  somme  des  deux  réfractions. 

7?o.  En  faisant  un  grand  nombre  d’observations  de  ce  genre , 
on  peut  en  conclure  une  règle  ordinairement  assez  juste  pour  corri- 
ger l’effet  de  la  réfraction  sur  un  angle  observé,  lorsqu’on  ne  peut 
ou  qu’on  ne  veut  pas  déterminer  chaque  fois  cette  correction  par 
l'observation  des  deux  angles.  Boscovich  et  Maire  établissent  que 
l’effet  de  la  réfraction  est  la  18'  partie  de  l'arc  de  la  Terre  in- 
tercepté; ce  qui  se  trouve  à-peu-près  exact  dans  l’exemple  (727 ), 
dans  lequel  C étant  de  1 g',  la  réfraction  donnée  par  l’observation 
est  de  Selbn  Lambert,  ( Propriétés  remarquables  de  la  route 
de.  la  Lumière,  «09),  la  réfraction  est  la  14*  partie  de  l’arc  de 
la  Terre  intercepté  : MM.  delà  Lande,  et  quelques  antres  , ont 
adopté  de  même  la  «4e  partie  : MM.  Laplaceet  Delambre  éva- 
luent ce  rapport  A 0,08.  On  peut  prendre  le  milieu  entre  ces 
estimations;  car  à cause  de  l’iuconstauce  des  réfractions,  on  ne  doit 
pas  compter  sur  une  très-grande  précision.  Boscovich  et  Maire  . 
enseignent  que  moins  l’objet  est  élevé  sur  l’horizon , plus  la 
réfraction  est  sujette  à varier  d’un  moment  à l’autre.  Ils  recom- 
mandent d’éviter  , pour  ces  observations,  les  heures  trop  voi- 
sines du  lever  et  du  coucher  du  soleil , et  de  ne  pas  avoir  le 
soleil  en  face.  Observons  de  plus  , que  les  réfractions  sont  en 
général  très- irrégulières,  lorsque  quelque  cause  météorologique 
fait  varier  rapidement  le  baromètre. 

73i;  La  hauteur  des  montagnes  peut  difficilement  être  déter- 
minée avec  précision  par  les  méthodes  précédentes;  l’angle  d’élé- 
vation est  toujours  trop  petit , de  sorte  qu’une  légère  erreur  dans  la 
mesure  de  cet  angle  (Cs4)  en  produit  une  sensible  dans  la  hauteur 
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cherchée.  El  il  est  très-facile  de  commettre  une  erreur'd’une  minute 
au  moins , soit  par  l'inconstance  des  réfractions , soit  par  la  diffi- 
culté de  l’observation , attendu  les  vacillations  que  les  objets  ter- 
restres paraissent  éprouver  dans  la  lunette  à raison  des  vapeurs  de 
l’atmospbère , soif  enfin  parce  que  le  vent  permet  rarement  de  faire 
avec  exactitude  l’observation  très-essentielle  du  fil  à plomb  (719). 

Supposons  qoe  les  observations  du  P.  Maire  aient  été  affectées 
3l.  d’une  erreur  de  55’  en  plus  dans  l’angle  RAE , (738)  -,  on  trouvera 
que  i82i8,a5  x ta u g.  a’  j5'  = 7i5,8.  Donc  une  erreur  de  55’ 
seulement  en  produit  une  de  près  de  quatre  toises  sur  la  hauteur 
cherchée  de  la  montagne.  Et  Boscovich  prévient  ( Liv.  4»  art» 
• a58)  que  la  dernière  des  causes  quq  notis  venons  de  citer,  c’est- 
à-dire  l’oscillation  du  fil  à plomb,  occasionnée  par  l'agitation  de 
l’air , peut  seule  avoir  apporté  dans  ces  observations  une  erreur  de 
plus  d’nne  minute. 

753.  Pour  mesurer  plus  exactement  et  avec  plus  de  sûreté  la 
hauteur  d’une  montagne,  il  vaut  mieux  se  servir  du  baromètre, 
en  observant  les  préceptes  de  M.  de  Luc  dans  ses  Recherches  sur 
les  modifications  de  l'atmosphère , et  surtout  en  faisant  usage 
de  la  formule  donnée  par  M.  Laplace,  (Mécanique  Céleste, 
Tome  IV,  pag.  389  et  suiv.  ), 

De  la  mesure  des  distances. 

735.  Soit  BC  la  largeur  d’une  rivière , 00  un  intervalle  quel- 
' conque,  dont  l’un  au  moins  des  points  extrêmes,  par  exemple  C, 
soit  accessible  ; on  demande  la  valeur  de  BC. 

Je  mesure  (694  et  suiv.)  une  base  comme  AC , dans  la  direc- 
tion et  de  la  longueur  les  plus  convenables  { 768  et  suiv.  ).  Je 
relève  (706  et  suiv.)  les  angles  A et  C ; le  troisième.  B,  me 
sera  connu,  et  je  calculerai  la  distance  BC,  comme  dans  l’exem- 
pte (93). 

734.  Si  on  opère  avec  la  planchette , on  procédera  comme  il 
suit.  On  formera  sur  le  papier,  de  la  manière  indiquée  (70»), 
ttn  angle  a égal  k l’angle  A sur  le  terrein;  on  plantera  un  piquet 
au  point  A -,  on  transportera  la  planchette  en  C;  et  là,  après  avoir 
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p’acé,  au  moyen  des  pinnulcs , la  ligne  ca  dans  le  plan  vertical  de 
CA,  et  de  sorte  que  le  point  c réponde  d'à-plotnb  au  point  C,  on 
tournera  l'alidade , en  la  centrant  au  point  c,  jusqu’à  ce  que  l'objet 
situé  en  B se  trouve  de  même  au  milieu  des  pinnules.  Alors  on  mè- 
nera le  long  de  la  règle  la  ligne  cb  jusqu’à  la  rencontre  de  la  ligne 
ab\  et  on  aura  sur  le  papier  un  triangle  cab  semblable  au  triangle 
CAB  sur  le  terrein.  En  supposant  que  la  base  mesurée  AC  soit  de 
mille  mètres,  si  on  appelle  * le  nombre  des  mètres  de  l'intervalle 

cherché  BC , on  aura  ac  : bc  ::  rooo  : x = 1000  x ~.  Pour 

connaître  x,  il  suffit  donc  de  connaître  le  rapport  entre  bc  et  «c  j 
or  on  a facilement  ce  rapport  par  une  échelle  quelconque  de  par- 
ties égales , eu  déterminant  exactement  avec  un  compas  combien 
de  ces  parties  répondent  à l’intervalle  bc , et  combien  à l’inter- 
valle ac. 

11  est  évident  qne  la  longueur  de  ac,  qui  représente  la  base  sur 
le  papier,  est  arbitraire,  et  que  de  cette  ligne  dépend  la  grandeur 
du  triangle  abc. 

735.  Péterminer  la  distance  CD  , dont  les  deux  points  extrêmes 

sont  l’un  et  l’autre  inaccessibles.  r 

Mesure*  une  base  AB , que  vous  choisirez  aussi  avantageuse- 
ment qu’il  sera  possible  (7G8  et  suiv.J  : relevez,  du  point  B,  les 
angles  CBD  , CBA , et  du  point  A , les  angles  CAD , DAB  ; dans 
les  triangles  CAB , DAB , vous  connaîtrez  alors  les  trois  angles 
et  un  côté  AB;  calculez  (IV.  ie)  les  côtés  AC,  AD,  ou  les  côtés 
BC,  BD;  et  deux  côtés  avec  l’angle  compris  vous  étant  connus  dans 
le  triangle  CAD , ou  dans  le  triangle  CBD , vous  trouverez  (IV.  3') 
le  troisième  côté,  qui  est  la  distance  cherchée  CD. 

736.  Si  les  angles  ont  été  pris  avec  la  planchette,  les  lignes 
tirées  sur  le  papier  seront  i*.  la  base  ab  d’une  longueur  à volonté  ; 
3*.  les  lignes  indéfinies  ac,  ad,  que  l’on  mène,  en  relevant  les 
angles  au  point  A ; 3*.  les  lignes  bc , bd,  menées  respectivement 
jusqu’à  la  rencontre  des  deux  précédentes , pour  former  les  angles 
relevés  du  point  B.  Cela  posé , entre  les  points  d’intersection  c et  d 
on  mènera  la  ligue  cd,  et  on  aura  sur  le  papier  une  figure  abdc , 
semblable  an  quadrilatère  ABDC  sur  le  terrein;  et  par  conséquent , 
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r>i - 3a. le  nombre  des  mètres  de  AB  étant  connu,  on  aura  par  une  échelle 
de  parties  égales , le  rapport  ^ , et  on  déduira  de  la  proportion 

ab  : cd  ::  AB  : CD  la  valeur  en  mètres  de  la  distance  cher- 
chée CD. 

737.  On  Voit  combien  l'usage  de  la  planchette  est  commode 
puisqu’elle  donne  les  distances , sans  qu’il  soit  besoin  de  connaître 
la  grandeur  des  angles,  ni  de  résoudre  aucun  triangle.  Observons 
cependant  qu'elle  les  donne  avec  moins  de  précision  , les  opérations 
graphiques  ne  pouvant  jamais  atteindre  à l’exactitude  du  calcul. 

738.  Si  les  points  A,  B,  C,  D,  ne  sont  pas  fous  dans  un 
même  plan,  la  somme  des  angles  CAD  et  DAB,  mesurés  dans 
le  plan  de  chaque  triangle  respectif,  ne  sera  pas  égale  à l'angle 
CAB  , comme  nous  le  verrons  bientôt  ( 764  ) , et  de  même  on 
s’aura  point  CBI)  -+■  ABC  = ABD.  Cette  erreur  ne  peut  être 
corrigée  dans  l'usage  de  la  planchette',  mais  elle  est  ordinairement 
légère  et  même  insensible.  Dans  les  opérations  délicates  on  se  sert 
du  quart  de  cercle,  et  on  corrige  l'erreur  par  le  calcul,  (745  et 
suiv.),  ou,  pour  éviter  toute  erreur  sur  la  distance  cherchée  CD, 
on  mesure  aussi  les  angles  CAB,  ABD , et  on  n'emploie  pour  la 
solution  de  chaque  triangle  (735)  que  les  angles  de  ce  triangle  , 
qui  ont  été  donnés  immédiatement  par  l'observation. 

739.  Si  on  ne  pouvait  mesurer  commodément  une  base  AB , 
telle  que  de  deux  de  ses  points,  A et  B,  on  pût  découvrir  les  objets 
C et  Dj  alors  on  ferait,  pour  déterminer  la  distance  AB,  les  opé- 
rations indiquées  (733,  734),  ou  celles  qui  ont  été  exposées 
(735,  736),  selon  que  se  trouvera  située  la  base  qu'on  pourra 
mesurer.  L'intervalle  AB  étant  ainsi  connu,  on  en  déduira  CD  , 
comme  nous  l'avons  dit. 

Il  est  facile  de  concevoir  qu'une  seule  base  étant  mesurée , on. 
peut,  en  ne  mesurant  plus  que  les  angles,  passer  de  triangle  en 
triangle,  et  déterminer  les  distances  respectives  de  tous  les  lieux, 
d'une  province,  d'ua  royaume,  etc. 


"I 
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De  la  réduction  des  angles  au  centre  de  la  station. 


740.  Il  arrive  rarement  qu'on  puisse  relever  un  angle  en  éta- 
blissant l’instrument  au  centre  de  l’objet  qu’on  a observé  des  autres 
points  de  station.  Si  cet  objet  est , par  exemple,  la  croix  d'un  clo- 
cher, la  cime  d’un  arbre,  une  cheminée,  etc.,  l’angle  relevé  ne 
peut  être  le  même  que  s’il  eût  été  observé  précisément  du  centre 
de  ces  signaux,  et  il  faut  alors  le  réduire  à ce  point.  La  correction 
n'est  ordinairement  que  de  quelques  secondes  ; on  ne  la  calcula 
alors  que  dans  les  opérations  où  l’on  apporte  le  plus  grand  scrupule. 
Voici  comment  on  la  détermine. 

9 

74».  Soit  mnro  la  base  d’un  clocher  dont-  la  pointe  élevée  ver-  F 
ticalement  sur  le  centre  C,  a été  observée  de  la  station  A ou  B , 
en  relevant  l'angle  CAB  ou  ABC;  et  soit  ACB  l’angle  qu'on  veut 
connaître.  Si  l’on  ne  peut  placer  commodément  l’instrument  qu’au 
point  E,  l'angle  observé  sera  AF.B;  il  faut  le  réduire  à l’angle  ACB. 
Pour  y parvenir,  faisons  ACB  — AEB  = $ E,  et  observons  que 
les  deux  triangles  ACB,  AEB  ont  un  côté  commun  AB;  nous 
aurons  (G87),  au  moyen  de  la  formule  (S),  (673 ), 


A E cot-  A 
~ÀÊ 


1 £BEcnf.B\  -pi 

■* — se — ; R' 


74a.  Pour  calculer  cette  formule , il  faut  connaître  $ AE  et  $ RE. 
Si  on  prend  AD=AG  = AE,  AF  = AC,  on  aura  $ AE  = 
GC=DF.  Quand  on  ne  pourra  mesurer  GC,  il  sera  toujours 
facile  de  mesurer  DF,  en  prenant  à vue  d’œil  sur  le  terrein  deux 
points,  D,  F , à-peu-près  aussi  distans  du  point  A,  que  les  points 
E et  C ; les  petites  erreurs  sur  cette  mesure  sont  insensibles  dans 
le  calcul.  ( On  s'y  prendrait  de  même  pour  connaître  $ BE  = CH). 
Quant  aux  autres  quantités  de  la  formule , il  suffit  de  les  connaître 
à-peu-près. 

743.'  Il  y a un  moyen  plus  expéditif,  qui  est  celui  qu'on  enseigno 
ordinairement , mais  qu’on  n’a  appliqué  aux  différens  cas  que  par 
des  règles  un  peu  étendues.  Il  consiste  à mesurer  GE,  EH.  Alors 

on  a GAE  = ^ X R',  en  prenant  l’angle  GA.E  au  lieu  du 
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33.  sinus  ; on  a de  même  EBH  = ~ x R‘  ; or  GAE  + EBH  = 
AFJB  — ACB;  et  par  conséquent 

GAE  + EBH  = — #E. 

On  donnera  le  signe  négatif  au  petit  angle  GAE , quand  il  sera 
en  dedans  de  l’angle  BAE  ; on  en  usera  de  même  pour  le  petit 
angle  EBH , quand  il  sera  en  dedans  de  l’angle  ABE. 

744.  Concluons  qu’il  y a deux  positions  à choisir  de  préférence, 
lorsqu'on  le  peut.  La  plus  avantageuse  est  d’établir  le  centre  de 
l’instrument  en  un  point  comme  G ou  H , sur  la  direction  de  l’une 
des  lignes  AC  ou  BC.  Alors  l’uilples  deux  petits  angles  est  nul,  et 
Je  calcul  de  l’autre  seulement  donne  la  réduction  au  centre  parle 
moyen  de  la  dernière  équation.  Si  l’on  ne  peut  prendre  cette  posi- 
tion, on  placera  , s’il  est  possible,  l’instrument  de  manière  qu’on 
ait  $ AE  = o,  ou  $BE=  «.  Alors  le  calcul  de  la  formule  (74O 
sera  réduit  à un  seul  terme. 

De  la  réduction  des  triangles  d'un  plan  à un  autre  plan. 

745.  Après  la  réduction  de  chaque  angle  observé , au  centre  de 
chaque  station  respective,  il  faut  ordinairement  réduire  les  parties 
d’un  ou  de  plusieurs  triangles  à un  même  niveau. 

Supposons  que  les  lignes  AP,  AE , PE  soient  trois  cordes  d’arcs 
*'  terrestres,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les  points  A,  P,  E 
soient  à égale  distance  du  centre  de  la  Terre  ; supposons  encore  le 
point  R plus  élevé  que  ces  trois  points,  de  la  quantité  RE  : il  s’agit 
de  réduire  au  triangle  APE  le  triangle  APR , dont  les  parties  auront 
été  déterminées  par  les  méthodes  précédentes.  Nous  considérerons 
RE  comme  étant  perpendiculaire  aux  cordes  AE,  PE,  quoique 
chacun  des  angles  REA,  REP,  soit  égal  à 90*,  plus  la  moitié  de 
l’arc  soutenu  par  chacune  de  ces  cordes  respectivement,  comme 
il  est  aisé  de  le  voir  dans  la  figure  3i , pour  l'angle  REA  formé  par 
une  corde  et  une  sécante.  Dans  la  pratique , il  ne  résulte  qu’une 
erreur  insensible  de  cette  supposition,  d’ailleurs  très-avantageuse 
pour  simplifier  les  corrections  et  trouver  des  règles  générales  pour 
la  réduction  des  triangles  d’un  plan  à un  autie. 
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746.  Avant  d'aller  plus  loin  , il  est  bon  de  se  convaincre  que 
les  parties  du  triangle  APR  ne  sont  point  égales  aux  parties  cor- 
respondantes du  triangle  APE,  à l’exception  du  côté  commun  AP. 
En  effet  AR  est  >AE,  comme  il  est  facile  de  le  reconnaître  dans 
la  fig.  5i.  Par  la  même  raison  PR  est  > PE;  et  en  comparant 
les  triangles  APR,  APE  aux  triangles  ACB,  AEB  de  la  fig.  33, 
qui  sont  dans  les  mêmes  circonstances,  mais  couchés  sur  un  plan 
commun,  on  verra  d’un  coup-d’oeil  que  le  triangle  qui  a deux  côtés 
plus  longs,  n'a  pas  les  angles  égaux  à ceux  du  triangle  qui  a deux 
côtés  plus  courts. 


747.  Cela  posé  ; on  demande  que  le  triangle  APR  soit  réduit 
au  triangle  APE,  dont  les  trois  sommets  A,  P,  E,  sont  supposés 
à une  égale  distance  du  centre  de  la  Terre.  Nous  appellerons 
horizon  commun  de  ces  trois  points,  la  section  ou  le  plan  qui  leur 
est  commun.  Cherchons  d’abord  l’angle  PAE,  étant  donnés  l’angle 
PAR  et  l’angle  vrai  d’élévation  RAE,  (733). 

Dans  les  deux  triangles  rectangUs  AER,  PER , qui  ont  un  côté 
commun  RE , on  a RE*  = AR*  — AF.*  = PR*  — PE*  ; 
donc  AR*  — PR*  = AE*  — PE*.  Ajoutant  des  deux  côtés  AP*, 

et  divisant  l’équation  par  a AP , on  aura  A1>  — = 

ap  + ae  — pe_  £jonc  (5^6) , cos.  PAR  x AR  = cos.  PAE  x 


SAP 


AE;  et  par  conséquent  (53o). 

cos.  PAE  = 


cm.  PAR 
coa.  KAE’ 


On  trouvera  de  même  cos.  APE  = 

co».  RPfc. 

748.  De  là  résulte  cette  règle  générale  pour  réduire  les  angles 
qui  ont  leur  sommet  sur  le  plan  de  réduction  : Le  cosinus  de 
l'angle  réduit  est  égal  au  cosinus  de  l'angle  observé  , divisé 
par  te  cosinus  de  l'angle  d'élévation. 

749.  Lorsqu'on  aura  réduit  les  angles  en  A et  en  P,  le  troisième, 
E,  sera  connu  Cependant  nous  allons  donner  une  formule  pour 
réduire,  quand  on  le  voudra,  l’angle  R indépendamment  des  deux 
autres.  Cette  formule  nous  sera  encore  utile  pour  la  solution  d’un 
autre  problème  intéressant  (8o5). 
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Dan*  les  deu*  triangles  APR,  APE,  qui  ont  un  côté  commun 

AP,  on  a (III.  7'),  AP*  = AR*  -f-  PR*  — aAR  x PR  X 

cos.  ARP  = AE*  -f-  PE*  — aAE  X PE  x cos.  AEP.  I)e  la 

, , 4.  4C.n  AH  X PR  X cos.  ARP  — RE* 

dermere  équation  on  tire  cos.  AEP  = X.'£'x  l’L » 

ce  qui  donne  (5ag,  53o) 


cos.  AEP  = 


cos.  ARP  — sin  RÀE  sin.  RPE 
cos.  RÀE  cos.  RPE  - 


D'où  je  déduis  cette  règle  pour  réduire  l'angle  unique  ajrant  son 
sommet  hors  du  plan  de  réduction  : Le  cosinus  de  l’angle  réduit 
est  égal  au  cosinus  de  l’angle  observé,  duquel  on  aura  soustrait 
le  rectangle  des  sinus  des  angles  d'élévation , et  qu' ensuite  on 
aura  divisé  par  le  rectangle  des  cosinus  de  ces  mêmes  angles. 


qüo.  Sous  la  forme  qui  suit,  l'équation  devient  facile  à calculer 
par  les  logarithmes. 

Je  nomme  E,  R , A , P les  angles  désignés  dans  cette  équation. 


J.  . y"*  co».  A cos.  P — cos.R-f-sin.Asin.P  co».  (AcciP) — cos. R 

ai  I — COS.  L = — ; 4- ss -r-1- k 

cos.  A cos.  P co*.  A cos.  P 


afin.  Î(R  — AïoH)  sin.  {(R  + AioP)  /IT  , 

= ^Aco^P -*<IL  *4)'  DonC»  ‘lUel  tll,C 

Soit  le  plus  grand,  A ou  P , j’aurai  toujours,  (I.  7*),  a sin.*  JE 
= L»n.i(R  + P-A)*in.HR  + A-P)  «WqueBt 

COà.  À COS.  P 71  1 

. i t?o  t /'fin.  J ( ARP -t- RPE  — RAE) sin  J ( ARP+  RAE  — RPE) 
•tn.jAEP  cos.  RAE  cos.  RPE 


75t.  La  réduction  des  côtés  n’a  nulle  difficulté.  AE  = AR 
cos.  RAE , PE  = PR  cos.  RPE. 

75a.  Quand  on  veut  procéder  avec  plus  d’exactitude;  au  lieu 
de  faire  les  réductions  précédentes , on  peut  résoudre  les  trian- 
gles RAE,  RPE,  comme  obliquangles  (745);  et  après  avoir 
déterminé  les  côtés  du  triangle  APE,  calculer  les  angles  par  les 
formules  (IV.  5e  ou  6%  etc.). 

753.  Quoiqu’indépendamment  des  angles  d’élévation,  il  soit 
toujours  bien  d’observer  aussi  les  angles  correspondans  de  dépres- 
sion } puisqu'ils  se  servent  réciproquement  de  vérification  , et  qu'ils 
«donnent  ensemble  la  valeur  actuelle  de  la  réfraction  (72G,  737,)  ; 


* 
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cependant  nous  n'en  faisons  aucune  mention  dans  les  formules 
précédentes,  parce  qu'un  triangle  se  réduit  ordinairement  au  plan 
des  points  les  plus  bas.  Au  surplus  les  formules  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  cas. 

754,  Soit  maintenant  le  triangle  A Rr , dont  on  demande  la  F.* 
réduction  au  pian  AEe,  où  les  points  F.,  e,  des  lignes  verticales 
RE,  re,  sont  supposés  à même  distance  du  centre  de  la  Terre, 
que  le  -poîbt  A.  » , , . 

Qu’on  prolonge  le  plan  AEe  jusqu’en  P,  c’est-à-dire  jusqu’à  la 
rencontre  de  la  ligne  RP  , menée  par  les  poiuts  R,  r.  Les  verticales 
RE,  re,  sont  toujours  supposées  perpendiculaires  au  plan  AEeP, 
et  par  conséquent  aux  lignes  de  ce  même  plan  , avec  .lesquelles 
elles  se  rencontrent. 

755.  Voyons  en  premier  lieu  comment  nous  réduirons  l’angle 
connu  RA  ri  l'angle  EAe. 

Du  point  r imaginons  sur  RE  une  perpendiculaire , qui  sera 
parallèle  et  égale  à E e.  Nous  aurons  (53i  ) R/’  s;  E«'  4- 

(RE  — re)‘  — Ee’  4-  RE*  4-  re * — aRE  x re  » Ee‘  — 

‘ aE’M-  A r*  — Ae’  — aRE  x re.  Donc  AE*  4-  Ae*  — Ee*  = 
AR’  4-  A r*  ■»-  Hr*  — aRE  x re -,  et  par  conséquent  {576)  , 
aAEx  Ae  X cos.  EAe  = a AR  X A r x cos.  RAr—  aRE  x re  j ou 
AR  X ArX  cos-  RAr — RE  X re  ' cos.  RAr — »in.  RAE  sin.rAe. 
COS.  EAe  — j AE  X Âe  e ’jcos.  RAE  cos.  rAe  * 

formule  qui*  transformée  par  la  méthode  (750),  devient 

'ms.  * (RAr  + RAE — rAe)  sin.  | (RAr  -f- rAe — RAE) 
cos.  RAE  cos.  rAe 

756.  Quoique  les  réductions  se  fassent  d’ordinaire  , comme  nous 
l’avons  dit,  au  niveau  du  point  le  plus  bas  , cependant,  si  des  deux 
objets,  R,  r,  l’un  était  élevé  et  l’autre  abaissé , on  changerait  dans 
la  formule  le  signe  de  l*angie  de  dépression. 

757.  Si  les  angles  d'élévation , RAE,  rAe , des  deux  objet t 
sont  égaux , la  formule  devient  alors 

. . _ , sin.  iRAr 

•«  sin.  4 EAe  — — “^-r—  î ou 

1 cos.  rAe 

le  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  réduit  est  égal  au  sinus  de  la 
moitié  de  l'angle  observé , divisé  par  le  cosinus  de  l'élévation • 

a5 


sin.  à EAe  =* 


35. 
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y38.  Si  Pno  des  deux  objets  était  élevé  et  Pantre  abaissé , de 
manière  que  l'angle  d'élévation  filt  égal  à l’angle  de  dépression. 


alors  ( ?55),  sin.*  j F.Ae  = 


?in.  x ( H Ar  -f  aR  AK  ) tin,  r ( RAr  — aRAE) 
co».*RAK 


cos.’R  AE — ros."  J-  RAr 
co»."  RAE 


, (II.  37').  Donc  (I.  5Q 


cos.  ï EAe 


co».  i R Ar 
cos.  rAc 


759.  Pour  réduire  l’angle  ARP  à AEP  ou  AEe  , par  le  moyen 
de  la  Formule  (750),  il  faut  connaître  l’angle  RPF.  Or  si  l'on 
observe  qu’ayant  PR  : Pr  ::  RE  : re  , on  a PR  : PR  — Pr 
RE  : RE  — re , et  que  PR  ; RE  ::  1 : sin.  RPE  ; on  en 

RE  — fg 

conclura  que  Rr  : RE  — re  1 : sin.  RPE  = — ^ — 


AR  sin.  RAE  — Ar  sin.  rA«  —,  . , . , , , 

. Prenant  les  sinus  des  angles  au  lieu  des 

côtés  opposés , on  a 


sin.  RPE 


sin.  RrA  sin  RAE  — sin.  ARr  sin.  r.\e 
sin.  RAr 


760.  Pour  réduire  l’angle  ArR  à l’angle  AeE , on  réduira  d’abord  , 
au  moyen  de  la  formule  (7 5o) , l’angle  ArP  à l'angle  AePj  le  sup- 
plément de  celui-ci  sera  l’angle  cherché  AeE.. 

761,  On  a déjà  vu  (751)  comment  se  réduisent  les  côtés  adjacens 
aux  angles  d’élévation.  Quant  au  côté  Rr,  il  est  facile  de  trouver 
que  Ee  = Rr  cos.  Ri’E. 


76a.  J’ai  donné  les  moyens  directs  pour  parvenir  aux  réductions. 
Du  reste,  lorsque  l’angle  RAr  est  converti  (755)  en  EAe,  et  les 
côtés  AR  , A r , en  AE , Ae  ; en  résolvant  le  triangle  EAe  , on 
détermine  ses  autres  parties  peut-être  plus  promptement  que  par 
les  voies  indiquées  (759,  760). 

763.  On  s'épargnera  les  réductions  précédentes , (qui  ne  sont 
point  applicables  à la  planchette  ) , lorsque  le  plan  du  quart  de- 
cercle  ou  du  graphomètre  sera  disposé  horizontalement,  et  que- 
les  lunettes  pourront  se  mouvoir  verticalement  et  se  diriger  ver* 
les  objets  , soit  au-dessus  soit  au-dessous  du  plan  de  l’inslru- 
ment.  L’angle  se  mesure  alors  sur  le  plan  de  l'horizon , puisque 
l’instrument  est  dans  ce  même  plan  , et  que  le  mouvement  vertical 
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Je  la  laitetfe  ne  change  rien  à la  position  de  l’alidade.  Observons 
cependant  que  dans  ce  cas  chaque  augle  est  mesuré  sur  le  plan 
horizontal  de  chaque  station  respective , et  non  sur  un  plan  exac- 
tement commun  à tous  les  angles  ; ensorte  que  si  les  distances 
étaient  considérables,  l’inclinaison  , par  exemple  , de  l'horizon  BA  F.g.3, 
du  point  A à l’égard  de  l’horizon  OI  du  point  R , pourrait  quel- 
quefois mériter  attention.  Celte  inclinaison  est  visiblement  égale 
a l’angle  C,  ou  à l’arc  de  la  Terre  compris  entre  les  diverses 
stations. 

764.  Si  l’on  suppose  que  du  point  A on  ait  observé  les  distances 
angulaires  de  trois  objets  E,  r,  P,  l’un  desquels,  r,  soit  plus  élevé  pig,  jj. 
que  les  autres,  il  est  clair  maintenant , par  la  formule  (747)»  que 

la  somme  des  deux  angles  EAr,  rAP,  sera  pins  grande  que  l’angle 
EAP,  comme  nous  avions  promis  (733)  de  le  démontrer. 

765.  Soit  C le  centre  de  la  Terre  ; et  soit  représenté  par  la 
corde  AB  le  plan  vu  de  côté  d’un  triangle  réduit , dans  toutes  ses  Fig.  36. 
parties , à un  horizon  commun , par  les  méthodes  précédentes.  Si 

on  veut  abaisser  ce  triangle  au  plan  de  la  corde  DE,  cela  n’altèreca 
les  angles  en  rien , puisque  les  deux  plans  sont  parallèles  ; il  faut 
seulement  diminuer  les  côtés.  Cette  correction  est  facile;  on  a 
(668),  $ AB  : #BC  ::  AB  : BC  ::  (609)  acos.  BAC  : 1 :: 
asin.  ;C  : 1,  Connaissant  $BC  = BE,  quantité  de  laquelle  on 
veut  que  le  plan  du  triangle  soit  abaissé , on  trouvera  par  l’une 
quelconque  des  trois  analogies  précédentes,  la  valeur  de  $AB, 
ou  la  diminution  à faire  sur  chaque  côté  du  triangle  qu’il  s’agit 
d’abaisser. 

Quand  ou  a une  chaîne  de  triangles,  dans  chacun  desquels  on 
a fait  les  réductions  précédentes;  par  la  dernière  réduction  ci- 
dessns,  on  les  ramène  tous  à un  môme  niveau,  s’ils  ne  s’y  trouvent 
pas.  Ordinairement  c’est  au  niveau  de  la  mer  que  se  fait  la  réduction 
générale. 

766.  Si  au  lieu  des  cordes  on  voulait  avoir  les  arcs  correspon- 

dans,  il  est  facile  de  les  déduire  des  cordes;  car  la  première  équa- 
tion (278)  donne  À — 2 sin.  ± A = ““'-A*  = Je  n'em- 

ploie  que  le  premier  terme  de  la  série , parce  que  les  termes  allé- 
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rieurs  sont  insensibles.  On  observera  que  pour  avoir  la  valeur  de 

l’arc  A,  en  parties  de  la  cordc  exprimées,  par  exemple,  en  pieds  , 

toises,  etc.,  il  faut  diviser  l'expression  ( - 5ln^  A ) } par  je  (juarn5 

du  rayon  de  la  Terre  exprimé  en  parties  de  même  espèce  que  celles 
de  la  corde;  ce  qui  est  conforme  aux  règles  données  (104,  6yG). 

Des  conditions  les  plus  avantageuses  des  triangles  ; et  de  la 
construction  des  signaux. 

767.  On  ne  doit  pas  se  contenter  de  mesurer  deux  angles  dans 
un  triangle  ; il  faut  toujours  , lorsqu’on  le  peut,  mesurer  aussi  le 
troisième.  Si  la  somme  des  trois  angles  réduits  au  centre  des 
stations  respectives  est  à très-peu-près  de  180' , plus  ou  moins,  on 
ssra  sûr  de  les  avoir  bien  observés,  et  on  partagera  l’erreur  égale- 
ment entre  tous  trois,  lorsqu’on  n’aura  aucun  motif  particulier  de 
douter  d’une  observation  plus  que  d’une  autre  : si  , par  exemple, 
la  somme  des  trois  angles  observés  est  de  180*  o’  3o*,  on  dimi- 
nuera de  10'  chaque  angle,  avant  de  calculer  les  côtés  et  de  faire 
la  réduction  à un  horizon  commun.  Cette  erreur  est  la  plus  grande 
qu’on  puisse  commettre  , lorsqu’on  observe  attentivement , et  qu’on 
emploie  les  instrumens  les  plus  en  usage  (716),  vérifiés  avec  le 
« scrupule  nécessaire,  comme  ou  peut  le  voir  dans  les  Ouvrages  que 

nous  avons  cités  (700).  Mais  si  le  rayon  du  quart  de  cercle  ou  du 
graphomètre  n’est  que  d’un  demi-pied  , l’erreur  peut  aller  jusqu'à  3', 

; lorsque  le  nonius  donne  la  minute  ; jusqu’à  6' , lorsqu’il  doune  les 

deux  minutes , et  ainsi  de  suite.  Puisqu’il  est  donc  impossible 
d’éviter  absolument  toute  erreur  en  relevant  les  angles,  il  devient 
essentiel  de  chercher,  comme  nous  l’avons  fait  (6a4),  <1*  quelle 
grandeur  doivent  être  les  angles,  pour  que  l’erreur  dans  lenr  me- 
sure influe  le  moins  possible  sur  les  côtés,  dont  la  détermination 
est  le  but  de  ces  opérations.  Il  est  vrai  que  les  circonstances 
locales  permettent  rarement  de  choisir  les  triangles  conformé- 
ment aux  règles  que  nous  trouverons. 

L’exposition  de  ces  règles  sera  néanmoins  très-utile , soit  parce 
qu’elle  fournira  les  moyens  de  s’y  conformer , au  moins  d’aussi 
près  qu’il  sera  possible , soit  parce  que , quand  on  sera  forcé  de 
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s’en  éloigner  beaucoup,  on  pourra  encore  évaluer  à-peu-près  l'in- 
certitude des  résultats. 

768.  On  sait  que  dans  un  triangle  rectiligne  la  mesure  des  angles 
ne  suffit  pas  (58a)  pour  qu'on  puisse  déterminer  les  côtés  : il  est 
donc  nécessaire  d'avoir  dans  chaque  triangle  un  côté , ou  mesuré 
immédiatement , ou  déterminé  trigonométriquement  par  le  moyen 
d’autres  triangles  dans  le  premier  desquels  il  faudra  toujours  qu’on 
ait  mesuré  une  base  à la  toise.  Le  chois  de  la  base  est  donc  l’opé- 
ration fondamentale.  Aussi  nous  allons  chercher  d’abord  quelle 
doit  être  sa  longueur  et  sa  direction , en  supposant  qu’on  soit  libre 
de  les  établir  l’une  et  l’autre  à volonté. 

769.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  on  a (IIL  1*)*  AB  r'* 
sin.  A = BC  sin.  C.  Soit  AB  la  base,  que  nous  supposerons  mesurée 
sans  erreur , parce  que  dans  ces  sortes  de  mesures , lorsqu’on  y 
apporte  quelque  attention,  l’erreur  ne  peut  être  sensible,  et  que 
d’ailleurs  nous  ne  nous  proposons  ici  que  d’eiaminer  l’erreur  des 
angles.  Faisant  donc  AB  constant,  et  différentiant  l’équation,  on 

a AB  cos.  A$A  = sin.  C#BC  + BC  cos.  C^C.  Comme  on  ne 
connaît  pas  la.grandeur  précise  de  chacune  des  erreurs  $A  et  $C 
des  angles  A et  C,  (l’angle  B n’entre  pas  dans  le  calcul  de  BQ, 
on  supposera  ces  erreurs  égales,  d'autant  plus  qu’elles  sont  commises 
avec  un  même  instrument.  Pour  abréger,  désignons  par  e chacune 

„„„  ABcos.A  — BCco».C_ 

des  erreurs;  l'équation  donnera  $BC  — e X — ,in.c  ’ 

. . BC  . AB 

et  en  substituant  j a g , on  aura 

$BC  = e x BC  (cot.A  — cot.  C). 

Cette  équation  (dans  le  calcul  de  laquelle  on  se  souviendra  que  <r, 
pris  en  secondes,  doit  être  divisé  par  R*)  donne  l’erreur  $BC 
que  produiraient  dans  le  calcul  de  BC  les  erreurs  des  angles  A 
et  C.  Pour  que  ces  erreurs  (supposées  égales)  n’influent  point  sur 
le  côté  BC , il  suffit  donc  qu’on  ait  A = C ; car  il  est  évident 
qu’alors  l’équation  se  réduit  à zéro. 

770.  Mais  comme  les  deus  erreurs  $A,  $C,  que  la  différen- 
tiation suppose  dans  un  même  sens,  pourraient  avoir  été  commises 
en  sens  opposés , et  qu'alors  on  aurait  $ BC  — zh  £ X BC 


* 
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( cot.  A + cot.  C),  il  faut  chercher  de  quelle  grandeur  doivent 
Être  les  angles  A et  C , pour  que  la  somme  de  leurs  cotangenles 
ait  la  moindre  valeur  possible;  il  est  clair,  par  l’équation  , que  ce 
sera  le  cas  de  la  moindre  valeur  de  $ BC.  Or  (II.  aa  ) , cot.  À -f- 

COt.  C — ûn.A.sin.  c — j eus.  ( Aon  C ) — ; cos.  ( A + C)  » ? ) > ou 

cot.  A + cot.  C = — ..  a,i;  “ g , ( III,  57e , 66-).  Donc 

1 cos.  (Aon  C J -f*  cou.  o N ' 


quelle  que  soit  la  grandeur  de  l'angle  B,  la  valeur  du  second 
membre  sera  toujours  la  moindre  possible,  lorsque  cos.  (A  <✓)  C) 
sera  le  plus  grand  possible,  c'est-à-dire  quand  on  aura  A=C. 


771.  D’où  nous  conclurons,  pour  règle  générale,  que  la  condition 
la  plus  avantageuse  d'un  triangle,  quand  on  veut  déterminer  un 
côté  seulement , est  que  la  base  soit  égale  au  côté  cherché.  Telle 
est  la  condition  essentielle.  Quant  à l’angle  compris  B , il  est  sans 
doute  avantageux,  dans  le  cas  de  cot.  A -f-  cot.  C , qu’il  soit  le 
plus  petit  possible  ; mais  sa  grandeur  est  indifférente  dans  le  cas 
de  cot.  A — cot.  C , (en  supposant  l’égalité  des  deux  erreurs)  ; et 
il  est  inutile  de  s'imposer  des  restrictions  générales , à moins  d'une 
nécessité  générale.  On  donnera  donc  à la  base  la  direction  qui 
paraîtra  la  plus  commode , en  observant  seulement  que  les  angles 
A et  C ne  soient  pets  trop  petits. 


772.  Puisque  par  la  règle  précédente  la  base  doit  être  égale  au 
côté  cherché,  il  est  évident  que  la  condition  la  plus  avantageuse 
d'un  triangle , quand  on  veut  déterminer  deux  côtés , est  que  le 
triangle  soit  équilatère. 


773.  Rarement  il  arrive  que  l’on  puisse  mesurer  commodément 
une  base  qui  soit  aussi  longue  que  les  côtés  cherchés.  En  supposant 
donc  que  la  longueur  de  la  base  soit  limitée , mais  qu'au  moins 
sa  direction  puisse  être  choisie  à volonté , cherchons  quelle  doit 
être  cette  direction , dans  le  cas  où  l’on  veut  déterminer  l’un  seu- 
lement des  deux  autres  côtés  du  triangle. 

774.  Soit  toujours  AB  la  base,  BC  le  côté  cherché.  Il  faut  trouver 
la  moindre  valeur  de  cot.  A cot.  C , lorsqu’on  ne  peut  avoir 
A = C. 

Or,  i*.  dans  le  cas  du  signe  négatif,  on  a (III.  5i',  104-), 
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AB  — BCco».  B BC  — AB  co».  B 


m 

A R'  — BC* 


COt.  A CO  . C -,  BC  >m.  B AB  .-in.  B.  AB  X BCum.B' 

On  suppose  que,  par  des  circonstances  locales,  les  grandeurs  de 
BC  et  de  AB  ne  soient  pas  arbitraires;  autrement  ou  aceourcirait 
BC  ou  on  alongerait  AB,  jusqu’à  ce  qu’on  eilt  AB  =BC,  (771). 
Donc,  AB  et  BC  étant  constans,  on  voit  clairement  dans  la  der- 
nière expression  , que  la  moindre  valeur  de  cot.  A — cot.  C a lieu 
lorsque  B = 90°. 

775.  a*.  Dans  le  cas  du  signe  positif,  on  a (ITI.  101e), 


eot.  A -+*  cot.  C = cot.  A -f- 


t/ÇBC*. 


AU  «in.  A 


AB*  sin.*À ) A A . 

==  cot.  A 


BC* 


,,  - 1.  En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent, 

AB  âin.  A r 7 

on  voit  que  la  moindre  valeur  de  la  fraction  sous  le  signe  radical, 
* aura  lieu  lorsqu’on  aura  A = go’.  Mais  alors  aussi  cot.  A dispa- 
raît, (49)  : donc  la  moindre  valeur  de  cot.A-f-  cot.  C a lieu  lorsque 
A = 90*.  Telle  est  la  règle  géuérale  que  donne  Bouguer,  (Fig. 
de  la  Terre , p.  88  ).  Mais  nous  avons  trouvé  que  dans  le  cas  de 
cot.  A — cot.  C , il  faut  qu’on  ait  B = 90°.  Donc  comme  les  angles 
A et  B ne  peuvent  être  tou*  deux  droits,  il  est  à propos,  à ce  qu'il 
nous  semble  , d’embrasser  tous  les  cas  en  prenant  un  milieu,  et 
faisant  A = B. 


776.  Si  l’on  applique  au  côté  AC  tout  ce  que  nous  avons  dit 
du  côté  BC,  on  aura  des  résultats  semblables.  Donc  en  général, 
quand  la  base  ne  peut  dire  égale  au  côté  ou  aux  côtés  cherchés , 
la  condition  la  plus  avantageuse  du  triangle  est  que  la  base  soit 
la  plus  longue  qu'il  est  possible , et  que  les  deux  angles  sur  ht 
base  soient  égaux. 

Je  dis  que  la  base  doit  être  la  plus  longue  qu’il  est  possible , de 
peur  que,  de  ce  qu'on  a trouvé  qu’il  serait  avantageux  que  chacun 
des  angles  sur  la  base  fût  de  90*,  quelqu’un  ne  conclût  qu'il  est  à 
propos  que  la  base  soit  la  plus  courte  possible.  La  règle  fonda- 
mentale est  que  la  base  soit  égale  aux  côtés  cherchés  (771,  773); 
c’est  une  règle  qu’il  ne  faut  enfreindre  que  le  moins  qu’il  se  pourra, 
et  c’est  seulement  pour  diminuer  les  erreurs  qui  résulteraient  d’une 
infraction  forcée,  que  nous -disons  qu’il  est  à propos  de  faire  le- 
triangle  isoscèle. 
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777.  L'équation  $BC  = e x BC  (col.  A :q=  cot.  C)  fait  voir 
que  la  quantité  e (cot.  A cït.Cy  que  nous  avons  examinée 
jusqu'à  présent , conal ilue  l’erreur  $ BC  plus  grande  ou  pins  petite  , 
en  proportion  de  la  grandeur  de  BC.  E11  supposant  donc  qu’on  ait 

3-.  le  choix  de  déterminer  une  distance  BC  par  le  moyeu  d'un  seul 
triangle  équilatère  ABC,  ou  bien,  en  la  divisant  en  plusieurs 
parties,  par  le  moypn  de  plusieurs  triangles  équilatèrcs  plus  petits, 
BDE,  K DG,  etc.,  il  convient  de  discuter  auquel  des  deux  partis 
on  doit  donner  la  préférence. 

778.  Soit  donc  BC  divisé  en  trois  parties  égales  BD,  DP,  FC, 
et  soit  BE  la  hase  au  lieu  de  .VB.  En  résolvant  le  triangle  BDE, 

011  trouve  BU  et  DE.  De  là  prenant  DE  pour  base , on  résoudra 
le  triangle  DGF.  pour  trouver  I)G.  Connaissant  DG,  ou  résoudra 
le  triangle  DGF  pour  trouver  DF,  FG;  et  poursuivant  ainsi  J’on 
déterminera  toutes  les  parties  de  BC.  Or  dans  celte  opération  il  faut 
observer  qu'il  y a deux  causes  d’erreur  dans  la  résolution  du 
second  triangle  DGE  ; l’une  est  l’erreur  commise  dans  l’observa- 
tion de  ses  angles,  erreur  dont  nous  avons  traité  j usqu'à. présent  ; 
l’autre  est  l’erreur  sur  la  base  DE , produite 
dans  la  résolution  du  premier  triangle  BDE. 

Pour  savoir  quelle  erreur  produit  sur  le  côté  ch  or  ohé  l’erreur 
de  la  base  , supposons  constans  les  angles  opposés  (088),  et  nous  > 
aurons  (668)  les  erreurs  proportionnelles  à la  grandeur  des  côtés. 
Soit  supposée  d’un  pied  l’erreur  produite  par  celles  des  angles  sur 
chacun  des  côtés  BD  , DE  du  premier  triangle.  11  s'ensuit  que 
l’erreur  de  DG  sera  de  deux  pieds  , dont  un  à raison  du  côté  DE, 
et  l'autre  à raison  des  angles  du  triangle  DGE.  L'erreur  de  DF  et 
de  FG  sera  de  trois  pieds , savoir  deux  à cause  de  DG , et  un  à 
cause  des  angles  du  triangle  DFG.  En  procédant  ainsi,  on  trouve 
cinq  pieds  pour  l’erreur  de  CF.  Si  BC  eût  été  divisé  en  quatre 
parties,  l'erreur  de  la  quatrième  eût  été  de  sept  pieds,  et  les  erreurs 
croîtraient  ainsi  toujours  en  progression  arithmétique,  si  le  nombre 
des  parties  de  BC  était  plus  considérable.  Maintenant  si  l’on  somme 
les  erreurs  1,  5,  5 pour  BD,  PF,  FC,  on  aura  neuf  pieds  pour  l’erreur 
totale  de  la  distance  BC  déterminée  par  le  moyen  de  cinq  triangles. 
Au  contraire  en  n’employant  qu’un  seul  triangle  ABC,  l’erreur 
uc  serait  que  de  trois  pieds , c'est-à-dire  du  triple  de  l’erreur  Je 


celles  des  angles 
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BD,  puisque  BC  = 5BD,  et  que  l’erreur  provenant  des  angles 
est  proportionnelle  au  côté  cherché,  comme  nous  l'avons  vu  (777). 
Il  semble  donc  qu’on  devrait  en  conclure  qu’il  ne  faut  multiplier 
les  triangles  que  le  moins  qu’il  se  pourra. 

779.  Mais  on  doit  réfléchir  que  l’erreur  de  neuf  pieds  sur  BC 
est  le  résultat  de  l'accumulation  de  toutes  les  erreurs  des  cinq 
triangles;  ce  qui  suppose  toutes  ces  erreurs  commises  dans  le  même 
sens.  Or  cette  accumulation  non-seulement  est  infiniment  peu  pro- 
bable , mais  elle  est  même  démentie  et  réduite , pour  ainsi  dire , à 
zéro  par  l'expérience.  Pour  des  déterminations  importantes  et  dé- 
licates, on  mesure  deux  bases,  l’une  au  commencement,  l’autre 
à la  fin  des  triangles , comme  , par  exemple  , BE  , CH  c'est  lo 
moyeu  le  plus  sûr  pour  vérifier  la  justesse  des  opérations  trigono- 
métriques  intermédiaires.  Or  les  Académiciens  français  ne  trou- 
vèrent, au  Pérou , que  deux  pieds  d’erreur  entre  la  mesure  et  le 
calcul , sur  la  dernière  base , à laquelle  ils  parvinrent  par  une  série 
de  38  triangles  qui  servirent  à déterminer  une  distance  BC  de 
180  milles,  ou  à-peu-près  de  75  lieues  communes  de  France.  De 
même  l’erreur  ne  fut  pas  de  cinq  pieds  sur  la  second»  base , après 
une  chaîne  de  onze  triangles,  par  lesquels  Boscovich  détermina 
une  distance  de  1S0  milles  ou  de  5/j  lieues  environ.  Et  si  les  erreurs 
S’étaient  accumulées,  en  les  supposant  de  i5'  par  chaque  angle, 
l’erreur  de  la  seconde  base  eût  été  à-peu-près  de  38  toises  au  Pérou, 
et  de  19  en  Italie,  en  faisant  les  calculs  d’après  ma  supposition 
des  triangles  équilatères.  On  ne  peut  desirer  une  preuve  plus  clairs 
de  ce  que  démontrent  d’ailleurs  les  règles  de  probabilité , que  les 
erreurs  se  compensent  lorsqu’on  multiplie  les  triangles.  Il  est 
évident , an  surplus , que  cette  compensation  a lien  d’autant  plus 
sûrement  , lorsqu’on  observe  chacun  des  trois  angles  de  chaque 
triangle,  et  qu’on  réduit  leur  somme  à 180*,  (767). 

780.  Peut-être  pen$era-t*oil  que  les  règles  précédentes  sont  ra- 
rement utiles,  parce  qu’on  ne  trouve  pas  facilement  des  clochers 
et  autres  objets  élevés  et  distincts,  sur  lesquels  on  puisse  diriger 
les  instrumens , pour  former  des  triangles  avec  les  conditions  les 
plus  avantageuses.  Mais  on  peut  très-souvent  suppléer  à ces  objets 
par  des  signaux  plantés  exprès  dans  les  positions  où  on  les  deSire. 
Boscovich  élevait  des  espèces  de  cabanes  quarréet  ou  cireulairea  , 

$6  *•' 


1 


aoa  CHAP.  XIII.  DE  LA  MANIÈRE 

de  quatorze  pieds  de  diamètre , et  d’une  élévation  quelquefois 
plus  grande,  et  construites  avec  de  longues  branches  enfoncées 
profondément  en  terre , inclinées  entre  elles  vers  le  faite , et 
■unies  par  des  branches  transversales  assujéties  avec  des  cordes 
et  des  clous.  Ces  cabanes,  revêtues  de  feuillages,  s’appercevaient , 
même  avec  de  faibles  lunettes  , jusqu’à  une  distance  de  cinquante 
milles,  lorsqu'elles  étaient  posées  sur  le  sommet  des  hauteurs  les 
plus  élevées,  de  manière  à ce  que  leur  image  filt  projetée  sur  le 
Ciel.  Sans  cette  dernière  condition,  il  faut,  pour  les  appercevoir, 
ou  diminuer  la  distance , ou  couvrir  les  signaux  avec  des  draps 
ou  autres  matières  tirant  sur  le  blanc.  Une  toile  de  chanvre  en- 
duite de  chaux  fait  distinguer  le  signal  à vingt-quatre  milles  de 
distance.  Mais  ces  signaux  présentent  un  aspect  différent,  suivant 
qu’ils  sont  diversement  éclairés  par  le  soleil  à des  heures  diffé- 
rentes. Aussi  les  Anglais  ( Relations  citées  (700))  ont-ils  adopté 
l’usage  des  réverbères  et  autres  feux  dont  l’éclat  est  vif  et  la  ma- 
tière facile  à transporter. 

De  la  manière  de  lever  les  Plans  et  de  dresser  les  Cartes  topo-  • 

graphiques  et  les  Cartes  géographiques  de  peu  d'étendue. 

781.  On  nomme  plan  d’un  terrein,  d’une  ville,  etc.,  un  dessin 
où  sont  tracées  les  lignes  qui  représentent  les  contours  du  terrein 
et  de  ses  principales  parties,  de  sorte  que  ces  lignes,  prises  en- 
semble, formen  t une  figure  parfaitement  semblable  à celle  du  ter- 
rein  ou  de  la  ville  considérée  sur  un  plan  horizontal , abstraction 
faite  des  élévations.  Supposons  qu'un  clocher  soit  rasé  au  niveau 
du  sol  ; la  figure  que  formeront  les  bords  extérieurs  et  intérieurs 
des  murs  du  clocher,  vus  sur  la  surface  plane  du  terrein  , sera  ce 
qu’on  appelle  le  plan  du  clocher.  Quand  on  fait  le  plan  d’un  seul 
bâtiment,  on  peut  désigner  l'épaisseur  des  murs  par  un  double 
trait;  mais  lorsque  le  plan  contient  un  espace  plus  étendu , on  ne 
peut  ordinairement  y tracer  le  périmètre  des  édifices  que  par  de 
simples  lignes. 

78a.  Un  plan  est  topographique,  lorsqu’il  présente  toutes  les 
particularités  du  terrein  dessiné,  par  exemple,  les  églises,  les 
maisons  ou  les  groupes  de  maisons , les  moulius , les  parcs  , les 
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jardins , les  deux  rives  des  rivières,  les  canaux,  les  torrens, 
les  aqueducs,  les  chemins,  grands  ou  petits,  etc.  Les  cartes  géo- 
graphiques désignent  simplement  la  situation  des  villes , des 
bourgs , des  forêts  et  des  montagnes  , et  le  cours  des  fleuves.  Nous 
ne  parlerons  pour  le  moment  que  de  celles  de  pays  peu  étendus; 
car  la  construction  de  la  carte  d'un  Royaume,  ou  de  plusieurs  Etats, 
exige,  comme  nous  le  verrons,  la  connaissance  de  la  Trigonomé- 
trie sphérique. 

783.  Nous  avons  vu  (7SG)  comment  on  forme  avec  la  planchette  Fig. 
le  quadrilatère  abdc , exactement  conforme  au  quadrilatère  ABDC 
sur  le  terrein;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comment  on  déter- 
mine la  position  des  deux  objets  C et  D,  relativement  aux  deux 
stations  A et  B.  On  déterminera  absolument  de  même  la  position 
d’un  nombre  quelconque  d'objets  qu'on  puisse  appercevoir  des 
stations  A et  B , au  moyen  de  lignes  tirées  des  points  a et  b dans 
la  direction  de  chacun  de  ces  objets,  comme  on  a fait  pour  les 
lignes  uc,  ad,  bc,  bd.  Ces  lignes  sont  ordinairement  tracées  au 
crayon,  et  s’effacent  avec  la  gomme  élastique  ou  la  mie  de  pain, 
lorsqu'on  a marqué  à l’encre  les  points  C,  D,  etc.  La  base  même 
s'efface  aussi , lorsqu'on  a déterminé  les  positions  de  tous  les  objets 
qui  en  dépendent. 

Si  l’on  veut,  de  plus , tracer  sur  le  plan  le  contour  d’un  champ  , 
d’un  jardin,  etc. , on  marquera  à l’encre  les  lignes  du  périmètre  , 
tirées  successivement  d’un  angle  à l’autre,  telles  que  AB,  BD, 
CD , AC,  en  supposant  que  ABDC  soit  le  contour  du  champ,  du 
jardin,  etc. 

784.  Quant  aux  objets  qu’on  ne  verrait  des  stations  A et  B que 
sous  des  angles  trop  inégaux  (77a,  776),  on  fera  bien  de  se 
transporter , pour  déterminer  leurs  positions  par  l'observation,  aux 
extrémités  de  l’un  des  côtés  ( par  exemple  de  AC,  ou  de  CD,  ou 
de  BD,  etc.)  qu’on  aura  d’abord  déterminés  des  stations  A et  B , 
et  en  choisissant  celui  de  ces  côtés  qui  donnera  les  angles  les  moins 
inégaux.  Sur  ce  côté  choisi,  qn’on  peut  appeler  une  seconde  base, 
on  opérera  de  la  même  manière  que  sur  la  première  base  AB;  et 
l’on  passera  ainsi  de  base  en  base,  jusqu’à  ce  que  l’on  ait  sur  la 
carte  la  position  de  tous  les  objets  qu'on  veut  relever. 
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785.  La  première  chone  i|ue  l’on  doive  faire  est  de  former  au  ha* 
du  plan  une  échelle  correspondante  à la  grandeur  qu’on  veut  don- 
ner au  de<sin  Sur  celle  échelle  on  prendra  la  longueur  que  doit 
avoir  la  base  qu'on  aura  mesurée  à la  toise.  Je  suppose'que  cette  base 
soit  longue  de  mille  toises,  et  que  l’échelle  soit  divisée  en  pouces 
et  lignes;  si  on  prend  sur  cette  échelle  un  intervalle  de  8 pouces 
41  ignés,  ou  de  100  lignes,  pour  représenter  la  base  sur  le  papier, 
alors  un  espace  d’une  ligne  sur  le  dessin , répondra  à 10  toises  sur 
Je  ferrein.  On  fera  ensorte  que  la  base  soit,  autant  qu’il  sera  pos- 
sible, au  milieu  du  terrein  dont  on  lèvera  le  plan,  et  que  les 
extrémités  de  celle  base  soient  situées  de  manière  que  de  ces 
points  on  puisse  découvrir  un  grand  nombre  d’objets  à comprendre 
dans  le  plan.  Selon  la  situation  de  la  base  sur  le  terrein  , relative- 
ment à son  périmètre,  on  décrira  de  même  sur  le  papier  la  ligne 
qui  représentera  la  base  , en  laplaçant  soif  au  milieu,  soit  plus  haut 
ou  plus  bas,  plus  à droite  ou  à gauche,  et  prenant  la  longueur  de 
cette  ligne,  comme  nous  l’avons  dit,  sur  l’échelle.  Cela  fait,  les 
intersections  des  lignes  tirées  d’après  l’observation  de  chaque  ob- 
jet, faite  de  deux  stations  différentes , donneront  la  position  respec- 
tive de  chaque  objet  sur  la  carte,  et  le  plan  sera  levé. 

786.  Pour  éviter  les  méprises , il  est  à propos  d’écrire  à l’extré- 
mité de  chaque  ligne  le  nom  de  l’objet  dans  la  direction  duquel  elle 
a été  menée.  On  ne  notera  que  quelques  points  des  chemins,  pour 
se  pas  multiplier  confusémeut  les  lignes  sur  le  dessin;  on  préférera 
les  points  extrêmes  et  ceux  des  points  intermédiaires  qui  se  trouvent 
aux  angles  les  plus  marqués  des  routes;  s’il  ne  s’y  trouvait  pas  des 
objets  distincts  à pointer,  on  y ferait  planter  des  piquets  ou 
d’autres  signaux.  Tout  ceci  doit  s'entendre  aussi  des  rivières.  Nous 
verrons  bientôt  comment  on  peut  représenter  sur  le  dessin  las  routes 
entières  et  les  fleuves  avec  leurs  tortuosités  et  leur  largeur;  de  même 
que  les  contours  des  églises,  des  maisons,  etc.,  pour  lesquels  il 
faut  employer  les  méthodes  précédentes  pour  déterminer  sur  le 
plan  les  deux  points  extrêmes  de  la  largeur  d’une  face  quelconque , 
en  préférant  toujours  celle  qu'on  peut  observer  le  plus  favorable- 
ment de  deux  points  de  station. 

787.  Si  le  plan  qu’on  veut  lever  est  celui  d’une  ville,  il  faut 
établir  les  stations  dans  les  carrefours , et  mesurer  exactement  à la 
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toise  la  distance  de  l’une  à l’autre  de  ces  stations , lorsque  chacun  e 
des  distances  ne  sera  pas  déterminée  sur  le  dessin  par  l’intersection 
des  lignes  tirées  de  deux  diverses  stations.  Il  est  à propos  de  com- 
mencer par  la  place  la  plus  grande,  et  pour  en  lever  le  plan,  d'éta- 
blir à-peu-près  au  milieu  le  point  de  station.  Du  centre  de  l'ali- 
dade on  tirera  sur  le  papier  une  ligne  vers  chacun  des  angles  des 
rues  qui  aboutissent  à la  place:  on  mesurera  avec  attention  à la 
toise  toutes  les  distances  de  chacun  de  ces  angles , au  point  du 
terrein  sur  lequel  répond  à plomb  le  centre  de  l’alidade-,  ensuite 
l'échelle  donnera  les  longueurs  des  lignes  du  plan , correspondantes 
h celles  du  terrein.  Ayant  ainsi  fixé  les  extrémités  de  ces  lignes , 
on  les  joindra  les  unes  aux  autres,  en  laissant  néanmoins  en  blanc 
les  intervalles  correspondans  à la  largeur  des  rues  qui  donnent 
dans  la  place.  On  aura  de  cette  manière  un  assez  grand  nombre  de 
points  fixes  qui  serviront  pour  lier  entre  elles  toutes  les  rues,  à partir 
de  la  place.  Mais  il  serait  trop  long  de  détailler  minutieusement 
tous  les  procédés  de  l'art  de  lever  les  plans  ; on  en  apprendra  pins 
en  un  jour  d’exercice  , que  par  la  lecture  de  préceptes  multipliés. 

788.  Lorsqu’un  Ingénieur  faitbeaucoupd'usage  delà  planchette, 
surtout  à la  campagne,  il  peut,  avec  le  temps,  être  en  état  d'esti- 
mer à l’oeil  simplement  les  angles  et  les  distances:  muni  au  plus 
d’un  demi-cercle  ou  d’un  rapporteur,  quelque  petit  qu’il  soit,  avec 
une  alidade  quelconque  pour  diriger  le  rayon  visuel , il  relevera  les 
angles,  à un  degré  près,  plus  ou  moins}  et  s’il  est  exercé  à mesurer 
les  distances  au  pas,  il  pourra  dessiner  un  terrein  avec  une  exacti- 
tude très-approchante  de  la  vérité.  C'est  en  cela  que  consiste  sur- 
tout l'habileté  des  Ingénieurs-militaires,  qui  ont  rarement  le  temps 
et  la  liberté  d’employer  la  planchette  ou  autres  instruinens  pour 
lever  leurs  plans.  Les  Géographes  eux-mêmes  n’ont  souvent  pas 
besoin  d’une  plus  grande  précision  pour  placer  sur  la  carte  les 
lieux  de  peu  d’importance,  quand  ils  ont  déterminé  avec  exacti- 
tude les  positions  des  villes  et  autres  lieux  remarquables.  Rarement 
les  caries  géographiques  sont  d’une  échelle  assez  grande  pour  qu’un 
demi-mille  y occupe  un  espace  sensible. 

789.  La  largeur  des  routes  se  mesure  à la  toise.  Pour  avoir  celle 
des  rivières,  on  peut  mixer,  de  chacune  de  deux  stations,  comme 
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à l'ordinaire , deux  objets  ou  signaux  posés  l’un  en  face  de  l'autre 
sur  les  deux  rives.  Mais  le  moyen  le  plus  expéditif  pour  relever 
les  sinuosités  des  routes  et  des  rivières,  ainsi  que  leur  largeur, 

ng.  38.  c’est  d’employer  la  bousso/e.  Il  faut  qu'elle  soit  d’un  grand  dia- 
mètre , autant  qu'il  sera  possible , très-sensible  , et  bien  montée 
dans  une  boîte  quarrée,  dont  les  côtés  doivent  être  parallèles  aux 
lignes  AB,  CD,  destinées  à indiquer  le  nord,  le  sud,  l’est  et 
l'ouest.  L’intérieur  de  la  boite  doit  être  circulaire  et  divisé  en  3Go 
parties  , ou  même , pour  avoir  le  demi-degré , en  720  *,  la  pointe 
de  l’aiguille  aimantée  doit  raser  le  bord  de  ces  divisions  sans  les 
toucher,  pour  qu’on  puisse  voir  avec  plus  de  certitude  et  de  précision 
à laquelle  d’entre  elles  correspond  cette  pointe.  En  dehors  de  la 
boite  est  une  pièce  F.F  de  forme  prismatique , parallèle  au  diamètre 
AB  ou  à la  ligne  nord  et  sud,  et  qui  porte  sur  ses  extrémités  deux 
pinnulcs  que  l'on  n'a  pas  dessiuées  sur  la  figure , pour  éviter  la 
confusion.  La  vis  V sert  à fixer  la  pièce  EF,  qui  cependant  doit 
pouvoir  tourner  à frottement  dur  sur  la  partie  lisse  de  la  vis,  en- 
sorte  qu’on  puisse  diriger  les  pinnules  vers  les  objets  hauts  ou  bas, 
tandis  que  la  boîte  de  la  boussole  reste  toujours  parallèle  à l'ho- 
rizon , pour  que  les  mouvemens  de  l'aiguille  s’exercent  avec  liberté 
et  exactitude. 

Fig.  1.  79° • Cela  posé,  soient  K , II , deux  objets  dont  on  veut  prendre 

la  distance  angulaire  vue  du  point  C.  De  ce  point  on  observera 
par  les  pinnules  l'un  des  objets,  par  exemple  K.  Je  suppose  que 
dans  cette  position  de  la  boussole  l'aiguille  aimantée  se  trouve 
dans  la  direction  CF.  La  direction  CK  des  pinnules  étaut  parallèle 
au  diamètre  AB  (fig.  38)  de  la  boussole,  il  s'ensuit  que  l'angle 
que  fait  l'aiguille  aimantée  avec  ce  diamètre , est  égal  à l'angle 
FCK.  On  notera  la  grandeur  de  cet  angle  , indiquée  par  les  divi- 
sions , et  on  tournera  la  boussole  de  manière  à observer  par  ses 
pinnules  l'objet  H : l’aiguille  aimantée  prendra  encore  la  direction 
CF,  et  indiquera  dans  ce  cas  l’angle  FCH.  La  différence  des  deux 
angles  observés  sera  l'angle  cherché  KCH. 

Il  est  évident  qua  si  les  deux  objets  étaient  N , K , c'est-à-dire 
•'ils  étaient  situés  l'un  à la  droite  , l’autre  à la  gauche  de  la  direc- 
tion CF  de  l'aiguille  aimantée,  l'angle  cherché  NCK  serait  la 
«omme  des  deux  angles  observés  N' CF , FCK. 
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791.  Actuellement  il  nous  sera  facile  de  dessiner  les  sinuosités 
du  cours  d’une  rivière  et  sa  largeur.  On  plantera  des  piquets  aux 
points  D,  E,  F,  G,  H,  c’est-à-dire  aux  points  où  les  courbures  du  r ;g 
rivage  seront  plus  sensibles;  on  mesurera  à la  toise  les  distances 
DE,  EF,  FG,  GH,  et,  avec  la  boussole,  les  angles  qu’elles  font 
entre  elles.  Je  suppose  que  ia  direction  de  l'aiguille  aimantée  soit 
successivement  DN  , EN,  FN,  GN,  HN.  Il  est  clair  que,  du 
point  G,  par  exemple,  en  observant  l’objet  H,  on  aura  l’angle NGH, 
et  en  observant  l’objet  F,  l’angle  NGF;  la  somme  de  ces  deux 
angles  retranchée  de  36o*,  dans  le  cas  de  la  figure , donnera  l’angle 
cherché  FGH. 

793.  Pour  ne  pas  multiplier  trop  les  stations  ; en  même  temps 
qu’on  mesurera  les  bases  DE,  EF,  etc.  , ou  mesurera  aussi  leurs 
distances  perpendiculaires  au  rivage,  lorsque  ces  distances  varieront 
notablement  entre  elles  ; elles  sont  exprimées  dans  la  ligure  par 
les  lignes  ponctuées  qui  tombent  sur  GH.  On  mesurera  de  mémo 
les  distances  des  stations  G , H , etc.  au  rivage.  Ces  perpendicu- 
laires dispenseraient  d’observer  les  angles , pour  indiquer  le  cours 
de  la  rivière,  si  l’on  traçait  les  bases  GH,  FG,  etc.,  sur  le  plan, 
dans  1a  direction  et  dans  les  proportions  de  grandeur  qui  leur  con- 
viennent , lors  du  relèvement  des  objets  au  travers  des  piimulcs 
ou  de  la  planchette  ou  de  la  boussole. 

On  relèverait  par  les  mêmes  méthodes  les  contours  Irréguliers 
d’un  terrein,  d'un  bois,  etc.,  et  les  tortuosités  des  chemins. 

795.  Si  on  veut  prendre  la  largeur  d’une  rivière  par  le  moyen 
de  la  boussole,  on  observera  de  deux  stations,  comme  F et  G , 
un  objet  ou  signal  S placé  sur  la  rive  opposée.  En  retranchant  des 
angles  NGS  , NFS,  les  angles  NGF  , NFG  , on  aura  les  angles 
SGF,  SFG.  Ceux-ci,  formés  sur  la  base  FG  du  plan,  donneront 
le  point  S. 

Il  faut  faire  cette  'opération  dans  tous  les  points  où  la  largeur 
de  la  rivière  varie  sensiblement. 

794.  Lorsque  l’on  a sur  le  plan  l’une  des  faces  (786)  d'lm  édifice  , 
d'un  enclos,  d’un  groupe  de  maisons,  etc.  on  mesure  à la  toise  les 
longueurs  des  autres  côtés,  et  on  relève  à la  boussole  les  angles 
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qu’ils  font  entre  eux;  c’est  ainsi  qu'on  peut  porter  tous  leur* 

contours  sur  le  plan.  - . 

7q5.  On  se  sert  aussi  de  la  boussole  pour  relever  les  angles  dan* 
les  mines,  dans  les  souterreins.  On  mesure  à la  toise  les  longueurs 
des  galeries  du  souterrein  , et  on  parvient  ainsi  à déterminer  sur 
terre,  à ciel  découvert , les  directions  et  les  sinuosités  des  mines, 
et  à trouver  à-peu-près  le  point  où  il  est  avantageux  d’ouvrir  un 
nouveau  puits  qui  puisse  aboutir  à un  filon  donné.  Mais  , dans 
cet  usage  de  la  boussole  , la  direction  de  l’aiguille  magnétique  est 
quelquefois  troublée  par  la  proximité  des  mines  de  fer  , du  voisinage 
desquelles  il  faut  se  déHer. 

796.  Avec  la  boussole  et  le  loch , on  peut  encore  lever  à-peu-près 
le  dessin  d’une  plage,  d’un  port,  etc;  appcrçns  d’un  navire.  La 
boussole  donne  les  distances  angulaires  entre  les  promontoires  et 
autres  objets  situés  le  long  de  la  côte  ; le  loch  fait  connaître  le 
chemin  parcouru  par  le  bâtiment  entre  deux  observations,  faites  à 
des  heures  différentes  (773  et  suiv.) , des  distances  angulaires  des 
mêmes  objets.  Le  chemin  parcouru  sert  de  base,  et  sa  direction 
est  donnée  par  la  boussole.  En  formant  sur  le  plan,  aux  deux  extré- 
mités de  cette  base,  tous  les  angles  relevés,  les  intersections  des 
lignes  tirées  de  ces  extrémités  donneront  les  positions  de  tous  les 
points  observés, 

1» 

797.  Enfin  la  boussole  est  surtout  essentielle  pour  orienter  les 
plans  -,  c’est  à cet  effet  que  les  graphomètres  sont  ordinairement 
garnis  d’une  boussole,  (707).  Sur  un  plan  quelconque  on  indique 
par  une  croix  les  quatre  points  cardinaux , en  distinguant  le  nord 
par  une  flèche  ou  par  une  fleur-de-lys.  Celte  croix  fait  connaître 
la  vraie  position  de  tous  les  objets  compris  dans  le  plan  , relative- 
ment aux  points  cardinaux.  II.  est  à propos  de  fixer  ces  points  avec 
exactitude , et  de  se  souvenir  , lors  de  cette  opération  , que  l’aiguille 
aimantée  n’indique  pas  précisément  le  vrai  point  du  nord , et  que 
sa  déclinaison  varie  dans  des  temps  et  dans  des  lieux  différées  j à 
Paris  elle  est  actuellement  environ  de  32°  à l'ouest,  quantité  qui, 
comme  l’on  voit , ne  peut  pas  être  négligée.  L’imperfection  des 
petites  boussoles  dont  se  servent  la  plupart  des  Arpenteurs , le  peu 
d’attention  qu’ils  font  à la  déclinaison,  et  la  sécurité  avec  laquelle 
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il*  relèvent  les  petits  angles  même , donnent  lieu  à de  grandes 
erreurs  dans  leurs  plans.  Maire  assure  dans  l’ouvrage  cité  (700)  , 
qu’il  a observé  jusqu’à  10  milles  d’erreur  dans  des  cartes  particu- 
lières de  quelques  provinces  de  l'Etat  de  l’Église  , et  que  trois 
villages  situés  réellement  sur  une  même  ligne,  ont  plus  d’une  fois 
formé  sur  la  carte  un  triangle  équilatéral. 

On  peut  rapporter  à une  ligne  quelconque  , dans  un  plan  ; 
l'indication  des  quatre  points  cardinaux  : il  est  plus  silr  de  la 
rapporter  à la  base.  On  observera  l’angle  que  l’aiguille  aimantée 
fait  avec  cette  base  sur  le  terrein  , comme  on  a fait  plus  haut 
pour  les  bases  DE,  EF,  etc.;  on  tiendra  compte  de  plus,  dans 
cette  opération,  de  la  déclinaison  de  l'aiguille  en  telle  année  et 
en  tel  lieu.  Cet  angle  ainsi  corrigé  se  formera,  dans  le  plan  , en 
menant  sur  la  base  une  ligne  tracée  au  crayon  , laquelle  indiquera 
le  nord  , et  servira  de  règle  pour  former  la  croix  dans  la  partie 
du  plan  où  il  paraîtra  plus  commode  de  la  placer.  L'usage  est  de 
disposer  les  plans  de  manière  que  la  partie  septentrionale  occupe 
le  haut  de  la  carte. 

798.  Nous  avons  vu  comment  on  se  sert  de  la  planchette  et  de  la 
boussole  pour  relever  les  plans.  Il  ne  faut  pas  employer  la  dernière 
lorsqu'on  veut  une  grande  précision.  De  même  aussi  on  préférera 
le  graphomètre  et  le  quart  de  cercle  à la  planchette,  surtout  quand 
il  s'agira  de  grands  triangles  et  de  la  carte  géographique  d’une 
province. 

799.  Lorsqu’avee  ces  instrumenson  a mesuré  au  moins  deux  aDgles 
dans  chaque  triangle , et  qu’on  a calculé  toutes  les  réductions , 
de  manière  à avoir  la  grandeur  définitive  des  angles  sur  un  horixon 
commun,  il  faut  les  former  sur  la  carte,  en  commençant  par  les 
angles  sur  la  base.  Mais  en  employant  pour  cette  opération  la 
méthode  même  la  plus  sûre  (704} , les  lignes  tirées  à la  main  no 
peuvent  jamais  avoir  une  exactitude  mathématique,  et  les  erreurs 
peuvent  sc  multiplier  jusqu’à  rendre  inconciliables  les  positions 
éloignées  de  la  base.  Pour  éviter  cet  iuconvénient  et  quelques 
autres , on  a imaginé  de  rapporter  chacun  des  'points  principaux 
de  la  carte  à une  seule  ligne,  qu’on  appelle  méridienne  (1009), 
et  dont  la  direction  est  en  effet  précisément  du  septentrion  au  midi. 
.Voici  comme  ou  s’y  prend. 


a? 
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Fi,.  5„.  800.  Soient  A , B , C,  D , F , etc.  les  points  que  l'on  vent  placer 

convenablement  sur  la  carte.  Après  avoir  réduit  tous  les  angles 
BAC,  ACB,  etc.,  il  faut  résoudre  les  triangles  du  polygone  pour 
calculer  toutes  les  distances  ou  les  côtés  AB,  AC,  CD,  etc.  On 
choisira  un  méridien  qui  passe  à-peu-près  par  le  milieu  du  poly- 
gone; telle  est,  par  exemple,  dans  la  figure,  la  ligne  AN,  qui 
représente  le  méridien  du  point  A.  Il  faut  connaître  en  premier 
lieu  l'un  des  angles  BAN,  CAN.  Soit  © le  soleil  couchant;  on 
observera  la  distance  angulaire  entre  le  soleil  et  le  point  B,  c'est- 
à-dire  l’angle  BAQ.  L’Astronomie  donne  des  règles  pour  connaître 
facilement  et  exactement  l’angle  NA©  au  moment  où  le  soleil  se 
couche.  La  différence  de  ces  deux  angles,  dans  le  cas  de  la  figure, 
est  l'angle  cherché  BAN  ; en  le  retranchant  de  BAC,  on  a aussi 
CAN.  Soient  Be,  On  perpendiculaires  sur  la  méridienne;  connais- 
sant AB  et  BAN , on  résoudra  le  triangle  rectangle  AeB  pour 
trouver  Ae , Be  ; la  première  de  ces  lignes  est  la  distance  du 
point  A à la  perpendiculaire  qui  part  du  point  B ; la  seconde  est 
la  distance  du  point  B à la  méridienne.  De  même,  connaissant  AC 
et  CAN,  on  trouvera  Am , Cm  , distances  semblables  à celles  ci- 
dessus,  relativement  au  point  C.  Retranchant  ABd  de  ABC,  on  a 
CBe,  qui  , ajouté  à FBC,  donne  l'angle  FB«,  par  le  moyen  duquel 
et  de  FB,  on  trouvera  Fu  ou  se,  et  Bu.  Ajoutaut  se  à Ae,  on 
a As  ; retranchant  Bu  de  Be  , on  a eu  = Fs. 

On  calculera  de  même  les  distances  du  point  A à la  perpen- 
diculaire de  chacun  des  points  qu'on  veut  mettre  sur  la  carte,  et 
la  longueur  de  cette  perpendiculaire  elle-même,  ou  la  distance  de 
chacun  de  ces  points  à la  méridienne.  Avec  ces  deux  seules 
déterminations,  on  fixera  sur  la  carte  la  position  de  chaque 
point,  B,  C,  etc. 

On  voit  donc  qu’ayant  une  fois  établi  sur  la  carte  le  point  À et 
le  méridien  AN,  toutes  les  positions  se  marqueront  indépendam- 
ment les  unes  des  autres. 

Il  est  clair  que  si  au  lieu  de  l’angle  BAN  qu’on  déduit  de  l’ob- 
servation du  soleil  couchant,  on  voulait  avoir  l'angle  CAN,  on 
le  trouverait  de  la  même  manière , en  observant  le  soleil  à son 
lever. 
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801.  C'est  par  cette  méthode  que,  dans  le  siècle  dernier  , on  a 
levé  le  plan  géométrique  très-étendu  de  la  France,  divisé  eu 
180  cartes,  et  fondé  sur  la  mesure  de  19  bases  qui  confirment 
l’exactitude  des  opérations  et  des  calculs  trigonométriques  sur  im 
très-grand  nombre  de  triangles.  Mais  si  cette  méthode  diminue 
les  erreurs  qui  proviennent  de  la  main  du  Géographe,  elle  ne  re- 
médie pas  à d'autres  erreurs  qui  tiennent  à la  nature  même  de 
l'opération.  La  Terre  n’est  ni  plane,  ni  ronde;  elle  est  à très- 
peu-près  de  la  forme  d'un  sphéroïde,  ensorte  que  de  la  réduction 
des  points  A,  B,  C,  etc.,  à distance  égale  du  centre,  il  résulte 
que  les  plans  ABC,  BCF,  CDF,  etc.  sont  inclinés  entre  eux,  et 
ne  forment  pas  un  même  plan  ACDFB  : les  droites  Be,  Cm,  etc. 
peuvent  bien  être  perpendiculaires  au  plan  du  méridien  figuré  par 
AN , mais  elles  ne  peuvent  tomber  sur  une  seule  et  même  ligne 
droite  AN , puisqu’elles  sont  dans  les  plans  de  leurs  triangles  res- 
pectifs, c'est-à-dire  dans  des  plans  différées.  Nous  traiterons  (1300) 
de  la  réduction  à la  Terre  sphérique,  et  (i563)  de  la  réduc- 
tion à la  Terre  sphéroïdale. 

Problèmes. 


8oa.  Déterminer  la  position  d'un  lieu , duquel  on  apperçoie 
trois  points  dont  la  position  est  connue,  tandis  que  de  ces  mêmes 
points  on  ne  peut  appercevoir  ce  lieu-,  ce  qui  arrive  lorsque , par 
exemple,  on  ne  voit  que  la  pointe  d'un  clocher,  à laquelle  on  ne 
pourrait  s’élever  pour  appercevoir  le  lieu  D d’où  l'on  a observé 
cette  pointe. 


Soient  A , B,  C les  trois  points  dont  la  position  est  donnée , 
de  sorte  que  l’on  connaisse  toutes  les  parties  du  triangle  ABC;  et F'8  *'' 
soit  D le  Lieu  à déterminer  ; il  s’agit  de  trouver , par  l'observation 
des  angles  m,  n , faite  du  point  D,  les  distances  BD,  AD,  CD. 

Dans  les  triangles  ABD,  ACD  , qui  ont  un  côt é commun  AD, 

AC  «in.  ACD  ABain.ABD 


on  a AD  : 


-.  Donc  sin.  ABD  : sin.  ACD 


ACsin.nj  : AB sin.n;  et  par  conséquent  (U.  i3e), 


• yt*  tang.  | (ABD  -f-  ACD)  AC  sin.  m -f  AB  sin.  n 

tâng.  i (ABD  — ACD)  AC  sia.  m — AB  tin.  n 
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r;g  ji  D'oi  résulte,  par  la  méthode  (44*), 

• . ABsin.n 

tang.  a = -k7r-. , et 

° AC  sin . m 


tang.g(ABD  — ACD)  = tang.  ±(ABD-f- ACD)  cof.  (45*-f-n). 

La  somme  ÀBD-f-ACD  est  connue,  puisque  le  quadrilatère 
ABDC  donne  ABD-f-ACD  = 36o° — BAC— BDC.  On  trouve 
donc,  par  le  moyen  de  ces  formules,  la  valeur  absolue  (548) 
de  ABU  et  de  ACD;  après  quoi  la  détermination  des  distances 
cherchées  dans  ce  problème  n’a  plus  de  difficulté. 

Lorsque  tang.  J (ABD — ACD)  se  trouvera  être  négative  , on 
écrira -Hang.j  (ACD — ABD),  au  lieu  de — tang.  j (A11 L) — ACD), 

(75). 

Celte  solution  subsisterait,  lors  même  que  le  point  A serait  situé 
sur  la  droite  BC  , pourvu  que  l'on  connût  les  distances  BA,  AC. 

8o5.  Si  l’on  ne  desire  pas  de  connaîtra  les  distances  AD,  BD, 
CD , mais  seulement  la  position  convenable  du  point  D sur  une 
carte,  on  la  trouve  plus  promptement  par  la  construction  suivante. 
Imaginez  un  cercle  qui  passe  par  les  points  A,  B,  D;  vous  aurez  jÀB 
— sin.  m.  Ce  sinus  est  proportionnel  au  rayon  du  cercle  supposé: 
il  sera  donc  facile  (3g)  de  déterminer  ce  rayon,  en  divisant  ïAB 

par  sia.  ri  pris  dans  les  tables.  De  même — : — sera  le  rayon  du 

cercle  qui  passerait  par  les  points  A,  C,  D.  Si  donc  on  décrit  les 
deux  cercles,  et  d’un  rayon  tel , pour  chacun  d'eux  respectivement, 
qu'on  l’aura  calculé,  ils  se  couperont  en  A et  en  un  antre  point 
qui  marquera  sur  la  carte  la  position  cherchée  du  point  D. 

804.  De  la  construction  précédente  il  suit  clairement  que  si 
B=n,  on  a aussi  C = m,  et  réciproquement;  car  alors  les  deux 
cercles  coïncident,  à cause  de  l'égalité  des  rayons.  Dans  ce  cas, 
le  nombre  des  positions  du  point  D,  qui  satisferaient  à la  ques- 
tion, est  infini,  et  le  problème  est  indéterminé. 

805.  Du  sommet  d'une  fuiulcur  donnée , mesurer  la  dislance 
horizontale  entre  deux  objets  situés  plus  bas. 

r*.3L  Soit  R un  point  élevé  de  la  quantité  donnée  RE,  sur  l'horizon 
commua  aux  objets  A , P,  et  soit  à déterminer,  du  point  R,  la 
distance  AP.  On  prendra  l’angle  de  distance  A RP,  et  les  angles  do 
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dépression,  ou  les  complémens  de  PRE,  ARE.  Le  premier,  ARP, 
se  réduira  à AEP , an  mojen  de  notre  formule  (750)  ; les  deux 
autres,  avec  le  côté  RE,  serviront  à calculer  AE,  PE;  et  l’on 
aura  ainsi  toutes  les  données  nécessaires  pour  trouver  le  côté  AP. 

( IV.  3*). 

Pour  donner  uhe  idée  des  applications  utiles  de  ce  problème, 
il  suffit  de  dire  que  comme  il  est  facile  de  mesurer  une  hauteur 
avec  une  grande  précision  parle  baromètre  (73a),  on  peut,  d'un 
point  saillant , sur  une  montagne  escarpée,  déterminer  les  positions 
des  bourgades  dans  l’enfoncement  des  vallées , sans  qu’il  soit  besoin 
de  mesurer  une  base. 

806.  Déterminer  la  distance  d'un  objet  A perpendiculairement  p;6  3* 
à la  distance  CD  entre  deux  objets  inaccessibles  C et  D , et  la 
longueur  des  segmens  de  CD  formés  par  la  perpendiculaire. 

Qu’on  imagine  une  perpendiculaire  du  point  A sur  la  ligne  CD. 

En  mesurant  une  base  AB,  et  opérant  comme  ou  a dit  (735),  on 
connaîtra  les  valeurs  des  côtés  AC,  AD,  et  de  l’angle  compris 
CAD.  Alors,  par  la  formule  (6o5) , on  trouvera  les  segmens  de 
cet  angle  , et  l'on  aura  par  conséquent  deux  données  dans  chacun 
des  deux  triangles  rectangles  formés  par  la  perpendiculaire;  et  les 
formules  ordinaires  (557)  donneront  la  valeur  de  cette  ligne  et 
les  valeurs  des  segmens  de  CD. 

807.  Par  un  point  accessible  A , mener  une  parallèle  à une 
droite  inaccessible  CD. 

Après  avoir  fait  ce  que  nous  avons  enseigné  (735)  pour  con- 
naître AC,  AD  et  CAD,  on  résoudra  le  triangle  CAD,  pour  trouver 
la  valeur  de  CDA.  Alors,  pour  avoir  la  parallèle  cherchée,  il  ne 
reste  plus  qu’à  former  au  point  A,  avec  la  ligne  AD,  un  angle  égal 
à CDA.  Cet  angle  se  formera  au  mojen  des  instrumens;  et  en 
plantant  des  jalons  dans  la  direction  indiquée  par  la  lunette  ou 
parles  pinnules,  on  aura  la  position  de  la  parallèle,  déterminée 
sur  le  terrein. 

808.  Continuer  une  ligne  droite  sur  le  terrein  par-delà  unF,t,^ 
obstacle  qui  ne  permet  pas  de  voir  la  direction  de  cette  ligne. 

Soit  CD  la  ligne  qu’on  veut  continuer  en  EF.  Ou  choisira  un 
poiut  A duquel  on  apperçoive  les  objets  C et  D,  et  d’où  l’ou 
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puisse  aussi  découvrir  le  terrein  où  l'on  cherche  & déterminer  la 
position  de  F.F.  On  mesurera  CD  à la  toise;  et  après  avoir  relevé 
les  angles  du  triangle  CDA,  on  calculera  AC.  On  mesurera  avec 
un  instrument  l’angle  CAE,  prenant  pour  AE  la  direction  qu’on 
Jugera  la  plus  commode.  Supposant  CD  prolongé  jusqu’en  E,  on 
connaîtra  dans  le  triangle  CAE  les  angles  et  le  côté  AC,  et  l'on 
trouvera  AE.  Sur  la  direction  AE  donnée  par  l'instrument,  on 
mesurera  à la  toise  une  distance  AE  égale  à celle  qui  a été  don- 
née par  le  calcul  ; et  on  connaîtra  le  point  E par  lequel  passerait 
la  ligne  CD  prolongée.  Alors  on  formera  en  E un  angle  AEF  égal 
au  supplément  de  l'angle  connu  AEC,  et  on  aura  la  direction  cher- 
chée EF. 

809.  Si  la  distance  CD  était  inaccessible , il  faudrait  mesurer 
uneautre  base  AB;  en  opérant  sur  cette  base,  comme  nous  l’avons 
dit  on  déterminerait  AC  et  AD , ou  bien  BC  et  BD,  et 

de  là  l'angle  DCA,  ou  l’angle  DCB.  Le  reste  est  évident  et  con- 
forme à la  marche  que  nous  venons  de  suivre  pour  trouver  EF.  (*) 


(*)  Le  Cercle  répétiteur,  préférable  au  Quart  de  cercle  et  pour  la  commo- 
dité et  même  pour  l'exactitude  des  résultats,  est  d'un  usage  assez  rare  jusqu'à 
présent  en  Italie.  On  n'y  connait  de  même  que  depuis  peu,  les  Ouvrages  com- 
posés en  France,  dans  ces  derniers  temps,  et  qui  contiennent  des  formules 
nouvelles  plus  générales  et  plus  précises  que  celles  qu’elles  remplacent,  surtout 
ponr  les  grandes  mesures  sur  le  terrein.  Anssi  M.  Cagnoli,  dans  cette  seconde 
édition , n’a-t-il  presque  rien  ajouté  aux  règles  qu'il  avait  exposées  dans  la  pre- 
mière , relativement  à l'usage  de  la  Trigonométrie  rectiligne  sur  le  terrein  , 
régies  qui  sont  l’objet  de  ce  i3*  Chapitre.  On  peut  consulter,  à cet  égard,  le 
Traité  de  Géodésie  de  M.  Puissant,  les  Méthodes  analytiques  pour  la  détermina- 
tion d'un  arc  du  méridien,  par  MM.  Delambre  et  Legendre,  et  le  premier 
volume  récemment  publié  de  1a  Base  du  Système  métrique  décimal,  par  M.  De- 
lambre.  {Note  du  Traducteur.) 
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CHAPITRE  XIV. 

Résolution  numérique  de  toutes  les  Équations  du  second , 
du  troisième  et  du  quatrième  degré , par  le  moyen  de 
la  Trigonométrie. 


810.  iouTE  équation  du  second  degré  est  représentée  par  cette 
formule  générale  : 

(A) x*  + px  = q. 

D’où  l'on  tire 


(B) x = — i p d=  \/(  J />*  + q). 

81 1 . Si  p et  q sont  des  quantités  ou  grandes  ou  fractionnaires,  la 
calcul  de  cette  équation  devient  laborieux;  mais  la  Trigonométrie 
donne  des  mojens  aussi  prompts  que  faciles  pour  en  tirer  la  valeur 
de  x,  soit  exacte,  soit  approchée,  suivant  les  cas.  Car  on  sait  que 
si  la  quantité  sous  le  9igne  radical  n’est  pas  un  quarré  parfait, 
il  n’est  pas  possible  d’avoir  la  valeur  de  x autrement  que  par 
approximation. 


8ia.  Si  l'on  examine  le  cas  où  le  radical  est  positif,  l’équation  (B) 

se  peut  alors  exprimer  ainsi  : x = — 7 p — !/■  + f).  C*6J- 

En  faisant , (438) , 

‘ang.  A = ^ , 

, . . COS.  À l/fl  COS.  À l/fl  _ - 

et  par  conséquent  { p = — : — r-2 , on  aura  x = — — . ■-  i-3  X 


(t raOvAj 

\ cos.  A / (in.  A cos.  À 

(D) * = tang.  i A y/q. 


ain.  À 

1 — cos.  A 1 — cos.  A 

iin.  A 


X.yéq.  Donc  (1. 4o") 
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Or  on  a déjà  par  l'équation  (C)  la  valeur  de  A ; on  aura  donc 

celle  de  x par  l'équation  (D). 


8i3.  Supposons  maintenant,  dans  l’équation  (B),  le  radical 

négatif;  l’équation  (C)  sera  la  même  , et  on  aura  x = — \p  X 

(l  \ cos.  A i/o  1 -f-  cos.  A ■ -4-  et».  A 

1 H r ) = j-J  X — — T—  — — r — X v *' 

' cos.  A / un.  A cos.  A Jin.  A r • 


Donc  la  seconde  valeur  de  x sera  (I,  4>e)» 

(E) x — — cot.  J A ÿq. 

8 1 4-  On  trouvera,  par  la  même  méthode  , que  les  formules  pré- 
cédentes s'appliquent  aussi  au  cas  où  l’équation  à résoudre  (A) 
est  de  cette  forme,  x‘  — px  = q.  La  seule  différence  est  que  la 
valeur  négative  de  x est  donnée  par  l’équation  (D),  et  sa  valeur 
positive  par  l’équation  (L). 

V l ’ L 

815.  Soit  maintenant  l'équation  à résoudre  (A)  de  cette  forme, 
x*  px  = — q ; on  aura  x — — {p  ± i/(.  ï P*  — ?)•  Or  on 
sait  que , lorsque  q est  négatif,  il  faut  qu’il  ne  soit  pas  plus  grand 
qne  | p'  ; autrement  la  quantité  sous  le  signe  radical  serait  ima- 
ginaire , et  il  n’existerait  aucune  valeur  réelle  de  x qui  satisfit 
à l’équation. 

816.  Cela  posé,  en  considérant  d'abord  le  radical  comme  positif, 

on  s r = i — p Et  en  faisant,  (44a)* 


(F) sin.A  = ^1, 

p ■ 

ce  qui  donne  î p — , on  aura  x = — - -X^-r  (i  — co*.  Ay= 

^ a r sin.  À*  ain.  A v 1 

— tang.  i A \/q , (I.  4°')»  c’est-à-dire  qu’on  aura  l’équation  (D) 
avec  le  signe  négatif  au  second  membre. 

817.  Considérons  actuellement  le  radical  comme  négatif;  ce  qui 
n’altère  pas  l’équation  (F)  ; nous  aurons  x = — i p (i  -f-  cos.  A) 

ç=  — {1  4-  cos.  A)  — — çot.  ;A/y,  (I.  4.*')»  c’est-à-dire 

que  , dans  ce  cas,  nous  aurons  l’équation  (E). 

ëi8.  Si  l’équation  à résoudre  (A)  était  de  cette  forme,  x*  — 
px  xx  — q , ce  qui  n’altère  pas  l’équation  (F),  on  trouverait  par 
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(a  même  méthode  que  dans  le  cas  du  radical  négatif,  la  valeur 
dexest  celle  de  l’équation  (D),  et  dans  le  casdu  radical  positif, celle 
de  l'équation  (E),  avec  le  signe  positif  pour  Iff  second  membre. 

819.  Concluons  que  les  équations  (D),  (E)  donnent  les  deux 
valeurs  de  x dans  tous  les  cas  ; q est-il  positif?  on  aura  l’arc  A 
par  la  formule  (C) , et  les  deux  valeurs  de  x seront  toujours  de 
signes  contraires:  q est-il  négatif?  on  cherchera  l'arc  A par  la 
formule  (F) , et  les  valeurs  de  x seront  toutes  deux  négative  si  p 
est  positif,  toutes  deux  positives  si  p est  négatif. 

8ao.  Exemple.  Soit  à résoudre  l'équation  x*  x= 

On  aura , (C)  , (D) , 

tang.  A = VHHt  , 

x = tang.  i A /r&’ri  . 

équations  dont  voici  le  calcul.  ' 

log.  1695  = 5,3291697  . _ ” 

eompl.  log.  13716  = 5,8956495 

somme  9,1348193 

demi-somme  9,5634096 
log.  88  = 1,94448367 
compl.  log.  7 = 9,15490196 

somme  ou  log.  tang.  A = 0,661794a  = log.  tang.  77*  4a'  3/,  7a 

.»  1°K-  tang>  1 A = 9,9061115 
demi- somme  ci-dessus  9,5634096 

Somme  ou  log.  x = 9,4685311  = log.  0,3941 176. 

831.  Pour  savoir  si  cette  valeur  positive  approchée  de  x peut 
être  exprimée  par  une  fraction  exacte , dont  les  deux  termes  soient 
des  nombres  entiers  de  peu  de  chiffres  -,  je  prends  le  complément 
de  log.  x,  et  le  considérant  comme  un  logarithme  négatif  (340), 

je  trouve  — 0,5314789  = log.  ^ exactement 5 et  multipliant  cette 
fraction  par  5,  j’ai  x=  ■??. 
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82a.  Ceux  qui  voudront  calculer  cette  valeur  de  x par  le  moyen 
de  la  formule  ordinaire  (B),  auront  lieu  de  reconnaître  combien 
la  solution  irigonoisétrique  eit  plus  prompte  et  plus  facile. 

3a3.  Dans  le  calcul  précédent  (820) , si  au  lieu  de  log.  tang.  J A , 
on  emploie  son  complément,  on  aura  log.  — x =g,G5G2g8i  = 
log.  — o,45îao85.  C’est  la  valeur  approchée  négative  de  x,  selon 
la  formule  (E).  Si  l’on  prend  le  complément  de  log.  — x,  on 

trouve  x = — ^ » ce  {1°*  n’cst  P38  non  plus  une  valeur 

exacte  •,  de  sorte  qu’on  ne  peut , dans  ce  cas , la  réduire  en  une 
fraction  exacte  et  composée  d’entiers  dans  ses  deux  termes.  Mais 
d’ailleurs  il  suffit  d’avoir  trouvé  la  valeur  exacte  de  -f-  x j on  sait 
que  q est  le  produit  de  toutes  les  racines,  et  que  dans  le  cas  pré- 
sent les  deux  valeurs  de  x doivent  avoir  des  signes  contraires  {819)  j 
donc,  en  divisant  Par  * on  aura  — Hî  Pour  seconde 

valeur  exacte  de  x.  On  peut  vérifier  le  calcul  par  le  moyen  de 
celte  autre  règle,  que  la  somme  des  deux  racines  doit  être  égale  à p . 

824.  Passons  à la  solution  des  équations  du  troisième  degré. 
On  sait  qu’aprcs  avoir  fait  évanouir  le  second  terme  , on  peut 
représenter  toute  équation  du  troisième  degré  par  cette  formule 
générale  : 

t ' i • * 

(G)......  x3  -f-  px  -f-  q = o. 

La  solution  analytique  de  cette  équation  est 

✓(—  i? + \tW+ihF)+ va-iq- vi  r+tpy 

.Te  l’écris  sous  la  forme  suivante  (26)  : x — 

|/(—  + iÇ-r&l/ 

et  faisant,  (438),  = tang.*B,  ou 

(K) tang.  B=s=i  x a V\P> 

3 ’ -1,  1 3> 

il  en  résulte  x—  (-'?X  1+^). 

. 8a5.  Soit , pour  plus  de  simplicité,  2 R,  ce  qui  douue 

p = 3 R*  ; l’équation  (K)  deviendra  tang.  B = ^ j,  d’où  l’on 
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. En  substituant  cette  voleur  de  q , on  a x = 

3 


,ire  v = jlMOS-h 

I R*  •*  co>  B — 1 _i_  1 V_  - x ff*-B  + 1 _ 

J/  8 tang.  B * cos.  B ~ 8 tang.  B cos.  B 

(I.  40*,  4l')*  ouï  = — R X 7?— t/tang.^B.  majg  ([.  58'), 


cot.  a A = cot.A  tang.A . en  conJparant  ]es  dcux  dernière*  équa- 
tions, et  faisant 

(L)  tang.  A = j/'tang.  £B, 

et  parconséquent  cot.  A = j/cot.  i B,  on  aura  x = — R X 
cot.  a A.  Donc,  en  remettant  la  valeur  de  R , on  a pour  équation 
finale  , 

(M)  x = — cot.  aA  X i/jp. 

Ainsi  l’on  parvient  à trouver  la  valeur  de  x par  le  moyen  de  trois 
équations  très-simples  : i*.  par  l'équation  (K)  on  trouve  un  arc  B; 
2*.  par  l'équation  (L)  on  trouve  un  arc  A}  3".  par  l'équation  (M) 
on  a Ja  valeur  cherchée  de  x. 

8a6.  Si  l’équation  à résoudre  (G)  était  de  cette  forme  , x3  ■+■  px 
— ÿ = o , alors  dans  la  solution  analytique  (H) , — \q  deviendrait 
positif.  En  procédant  comme  ci-dessus,  on  parviendrait  aux  mêmes 
équations  (K),  (L),  (M},  avec  cette  seule  différence  que  le  se- 
cond membre  de  la  dernière  aurait  le  signe  positif. 

837.  Supposons  maintenant  que  l'équation  à résoudre  (G)  soit 
de  cette  forme  : 

**  — P*  -f-  q ss  o j 


ce  qui  rend  négatif  dans  la  solution  analytique  (H).  On  aurax= 

Si  on  fait  (44a)>  ~ \ — sin.'B,  on 
(N) »in-B  ==  ^ X a V\P> 
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il  en  résulte  x = y/( — jy  x i — cos.B)-f-  \/( — \q  x i-|-cos.B). 

R3 

Mais  l’équation  (N)  donne  q = n~g,  en  faisant  toujours  R = 
3V^  s P » et  Par  conséquent  p = | R*.  Donc  x =s  1/ — JR’  x 

. 3,  , t>  i 1 4-  eos.  Ii  _ 

H/-iR3x  -X-B  = R x 


1 — cos.  B , },  ,n.  ..  L+  cos.  B -D  V tang.  ; B -f-  (/col.  1 B 


fin.  D 


Mais  (I.  gr),  ta,‘s’ A cot  A = Donc,  en  adoptant  l'équa- 

tion  (L),  on  aura  x = r , ou 

v J ’ un.  a A ' 

(O) * = - V^£. 

v ' «lu.  a A 


On  trouve  donc  ainsi  la  valeur  de  x par  le  moyen  des  trois 
équations  (N),  (L),  (0)v 


8a8.  On  reconnaîtra  que  les  mêmes  équations  servent  encore  , 
lorsque  l'éqnation  à résoudre  (G)  est  de  cette  forme  : 

x*  — px  — q — o. 

Mais  le  second  membre  de  l’équation  (O)  devient  positif. 


839.  Les  deux  dernières  formes  exigent  que  ne  soit  pas 
une  quantité  plus  grande  que  1 ; autrement  on  ne  pourrait 
supposer  = sin.'B  , puisqu'un  sinus  ne  peut  jamais  Ire  plus 
grand  que  le  rayon. 

83o.  Si  doue  il  arrive  que  p étant  négatif,  4 P%  soit  > a79*> 
ou  TfPi>\qtt  la  quantité  1 — se  présente  sous  une 


forme  imaginaire,  et  c'est  ce  qu’on  a nommé  le  cas  irréductible, 
parce  qu'on  n'a  pu  en  trouver  une  solution  analytique  générale 
délivrée  d'imaginaires , si  ce  n’est  sous  la  forme  de  séries  infinies. 
On  sait  cependant  que,  dans  le  cas  irréductible,  l'équation  a ses 
trois  racines  réelles,  quoiqu'elle  u’en  ait  qu’une  dans  tous  les  autres 
ess  que  nous  venons  d’examiner  et  de  résoudre. 


85 1.  Je  comprends,  avec  d'autres  Auteurs,  sous  le  nom  général 
de  cas  irréductibles , toutes  les  équations  du  3°  degré , qui  ont 
trois  racines  réelles.  Il  est  inutile,  autant  qu'étranger  à mon  but. 
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d’enlrer  dan»  les  distinctions  de  l'analyse  sur  la  définition  précise 
de  ce  cas;  d'autant  plus  tjn’i i est  indifférent  pour  la  Trigonométrie, 
que  les  racines  soient  rationnelles  ou  irrationnelles;  elle  découvre 
les  unes  et  les  autres  avec  une  égale  facilité. 

83a.  Pour  y parvenir  , il  faut  abandonner  la  solution  analy- 
tique embarrassée  de  quantités  imaginaires,  et,  parmi  les  formules 
trigonoinétriques,  en  chercher  une  qui  soit  comparable  à l’équation 

x3  — - px  db  q = o, 
qu’il  s’agît  de  résoudre. 

833.  Deux  formules  sont  de  cette  nature,  savoir  la  quatrième 
de  chacune  des  deux  tables  (4^0,  4&2)‘  Mais  pour  l’usage  de  ceux 
de  nos  lecteurs  qui  n’auraient  pas  étudié  le  chap.  IX,  nous  cher- 
cherons, parle  seul  secours  des  tables  I et  II,  celle  des  formules 
indiquées , que  nous  emploierons. 

Sin.  3 A = sin.  ( a A 4*  A)  = sin.  a A cos.  A 4-  cos.  aA  sin.  A = 
asin.  A cos.’A  -f-  (i  — asin.*A)  sin.  A = asin.  A(i  — sin.*A) 
4- sin.  A — asin.9  A.  D’où  sin.  3A  = 3siu.  A — 4s*n-,A  , équation 
qui,  rendue  homogène  (104)  , devient  R’  sin.3A=  3R*  sin.  A — 
4sin.5A;  en  divisant  par  4,  et  transposant,  on  aura 

(P)  sin.3  A — * R*  sin.  A 4"  i H*  sin-  3 A = o. 

834.  Comparant  celte  équation  ferme  à terme  avec  l’équation  pro- 
posée (83a)  , dan»  laquelle  je  prends  d’abord  q comme  positif;  si  on 
fait  x — sin.  A , on  aura  s*,  p = f R‘,  ce  qui  donne  R*  = J p , et 
R = a\/  jpi  a”,  q = J R*  sin.  3 A = ~ p sin.  3A;  d'où  l'on  tire 

3o 

sin.  3A  = Ce  sinus  étant  proportionnel  au  rayon  de  l'équation, 

qui  est,  comme  nous  venons  de  le  voir,  a \/\p,  il  faut  donc  (3g), 
pour  le  trouver  dans  les  tables,  le  diviser  parce  même  rayon, 
et  alors  on  aura 

(Q)  sin.  3A  = — x 

835.  La  valeur  de  3A  étant  connue  par  cette  équation,  celle 
de  A le  sera  aussi,  et  par  conséquent  celle  de  x = sin.  A.  Mais 
comme  sin.  A se  prend  dans  les  tables , où  R = î , il  faut  en- 
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suile  le  multiplier  par  le  ra_you  de  l'équation.  Donc 

(S)  x — sin.  A x 2 y/  \p. 

836.  Si  dans  l'équation  (P)  on  met  36o’  -f-  3A  au  lieu  de  3A, 
il  faudra  mettre  lao’-f-A  au  lieu  de  A.  Mais  sin.  (36o’ -f- 3A) 
— : sin.  36o’  cos.  3A  -+-  cos.  36o”  «in.  3 A — sin.  3 A , (jZ)  ; l'équa- 
tion (Q)  est  donc  la  même  quand  , au  lieu  de  x =s  sin.  A , on 
fait  .r  = sin.  (iao*  -f-  A).  C'est  donc  une  seconde  râleur  de  j:  qui 
satisfait  à l'équation  (P).  Mais  sin.  (iao’  A)  = sin.  (Go’  — A), 
(54).  On  aura  doue 

(T)  x = sin.  (6o“  — A)  x a )/  \p. 

837.  De  même,  si  dans  l’équation  (P)  on  met  730’-!-  3A  au 
lieu  de  3 A,  ce  qui  donne  a4o’  -f-  A au  lieu  de  A , on  aura  aussi 

sin.  (730°  -f-  SA)  = sin.  (SGo"  H-  5Go’  -f-  3A)  = sin.  3 A , et 
l'équation  (Q)  subsistant  toujours,  on  aura  une  troisième  valeur 
de  x , qui  sera  x — sin.  ( 340*  -f-  A ).  Mais  sin.  ( 340°  -f-  A)  = 

sin.  ( 180*  -f-  60“  -f-  A)  = — sin.  (Go’  -f-  A).  Donc 

(Z) x — — sin.  (60*  + A)  x a y/  § p. 

838.  L’équation  (Q)  suppose  évidemment  (839)  que  l’on  n’ait  pas 
4 P*  <£.  377*.  Aussi  ces  solutions  ne  sont  applicables  aux  cas  ré- 
solus (837,  8a3)  que  quand  4/P  = a7<7“  précisément:  alors  les 
formules  (S)  , (T)  donnent  deux  valeurs  égales  de  x,  et  la  formule 
(Z)  une  troisième  valeur,  tandis  que  la  méthode  (837)  ne  donne 
qu’une  valeur  de  x , c’est-à-dire  la  dernière  (Z). 

83g.  Qu’on  remarque  le  grand  avantage  des  solutions  trigono- 
niétriques  pour  le  cas  irréductible.  Par  le  rno/en  de  quatre  équa- 
tions seulement , (Q)  , ($)>  (T),  (Z)  , dont  le  calcul  est  très-court, 
puisqu'elles  renferment  toutes  un  facteur  commun  , 3 y/  J p , ces 
solutions  font  connaître  les  trois  valeurs  ou  exactes  ou  approchées 
de  x , valeurs  que  l’aualyse  ne  trouve  ordinairement  que  par  des 
voies  laborieuses. 

840.  Ces  mêmes  quatre  équations , en  changeant  seulement  lo 
signe  du  second  membre  des  trois  dernières , donnent  encore  les 
valeurs  cherchées,  lorsque  q est  négatif,  de  sorte  qu’on  ait  pour 
l’équation  à résoudre  , x 3 — px  — q = o.  lin  effet,  dans  ce  cas. 
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sin.  3A  devenant  négatif,  on  doit  prendre  >8o*  5A,  (75),  au 

lieu  de  5A  , et  par  conséquent  mettre  60'  -f-  A au  lieu  de  A.  Alors 
les  formules  se  convertissent,  savoir  (S)  en  (7.),  (T)  en  (S),  et 
(Z)  en  (T)  , avec  le  changement  de  signe. 

841.  On  reconnaîtra  facilement  qu’en  ajoutant  plus  de  deux  fois 
la  circonférence  du  cercle  (836,  837)  , on  n’aurait  jamais  d’autres 
valeurs  de  x que  les  trois  déjà  trouvées  : ce  qui  confirme  la  théorie 
des  équations , suivant  laquelle  l'équation  (P)  ne  peut  avoir  que 
trois  racines. 

Il  y a donc  trois  sinus  qui  résolvent  l’équation  (P) , savoir  sin.  A, 
sin.  (Go”  — A) , et  — sin.  (60”  A). 

842.  De  la  même  manière  que  nous  avons  eu  ces  trois  racines, 
on  trouvera  facilement  celles  de  chacune  des  équations  des  tables 
(480  à 483).  Il  faut  seulement  observer  qu’il  est  nécessaire  d'élever 
au  quarré  celles  qui  sont  impliquées  de  quantités  irrationnelles  -, 
alors  le  nombre  des  racines  devient  double,  chacune  d’elles  ajant 
deux  formes,  l'une  positive  et  l’antre  négative. 

En  général,  «A  étant  le  multiple  de  A,  et  faisant  c—  36o*,  les  ra- 
cines des  équutions(48o)  pour/t  impair,  et  des  équations  (485)  pour/» 

pair,  sont  : sin.  A,  sin.  ^ A )>  sin.  + à)  , et  ainsi  de 

suite  jusqu'à  la  dernière  sin.^"  » J ' c -f-  A^.  En  écrivant  cos.  au 
lieu  de  sin. , ces  racines  sont  celles  de  toutes  les  équations  (482). 

Si  n est  pair , alors  , dans  la  table  (480) , sin.  »A  se  convertit 
en  sin.V/A  , qui  équivaut  à c™'ai1-  ; d'où  résulte  évidemment 

que  l’arc  multiple  est  réellement  anA.  Ainsi,  pour  avoir  les  racines, 
il  faut  dans  les  quantités  ci-dessus  mettre  a n au  lieu  de  n,  si  ce 
n’est  dans  le  numérateur  de  la  dernière,  qui  reste  le  même  ainsi 
que  le»  précédons , et  donner  à chacnue  le  signe  double  ±.  Les 
mêmes  raisnnnemens  s'appliquent  facilement  aux  équations  (481)  , 
et,  pour  n impair,  aux  équations  (483). 

Ces  préceptes  peuvent  être  appliqués  par  ceux  de  mes  Lecteurs 
qui  n’auraient  pas  étudié  le  chap.  IX  ; puisque  quand  on  cherche 
les  raciues  d'une  équation  , il  n’importe  pas  de  savoir  comment 
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elle  s'est  formée  ; et  c'est  pour  que  ces  règles  soient  qtiles  à tous 

également , que  je  les  ai  placées  ici. 

843.  Exemples  de  la  résolution  des  équations  du  troisième 
degré , par  la  Trigonométrie. 

Soit  à résoudre  l'équation  z*  ax  -f-  53  = o.  C’est  le  cas  de 
la  formule  (G).  On  aura  donc 

tang.  B = 3-^5  X a l/f  = & X V'  î 

3 • 

taog.  A = |/  tang.  £ B 

x s=z  — cot.  a A x v/|. 

Yoici  le  calcul  de  ces  équations. 

log.  8 = 0,90308999 
cotnpl.  log.  3 = 9,53387875 

somme  0,42596874 

demi-somme  0,31298437  = log.  Y î 
log.  a = o,3oio3 
compl.  log.  99  = 8,00436481 

% _ log.  tang.  B = 8,518379a 

B = x*  53'  33',  16 
log.  tang.  jB  = 8, a 1 733 1 1 
le  tiers  de  log.  tang.  4 B,  ou  log.  tang.  A = 9,4057437 

A = i4‘  16'  49*,  49 

log.  cot.  a A = o, 3641 368 
log-  1/  * = 0,3129844 

somme  ou  log.  — x = 0,4771213  = log.  — 3. 

843.  * Dans  l'expression  log.  — x que  nous  venons  d’employer, 
ainsi  que  dans  l’artiele  8a3;  laissant  à part  la  question  (566)  sur  les 
logarithmes  des  quantités  négatives,  nous  entendons  (et  nous  entent 
(Irons  toujours  ) que  le  logarithme  d'une  quantité  négative  est  le 
même  que  celui  de  la  même  quantité  positive-,  ensorte  qu’en  écri- 
vant (8a3)  , log.  — * = 9,6562981 , nous  n’avons  d'autre  but  que 
d'avertir  le  Calculateur  qu’il  doit  donner  le  signe  négatif  à la  valeur 
de  x , c’est-à-dire  au  nombre  correspondant  à ce  logarithme , 
lorsque  les  tables  lui  auront  donné  ce  nombre. 
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844-  Proposons-nous  maintenant  de  résoudre  l'équation  .t3  *alx 
+ rv7  — °>  dan*  laquelle  p étant  négatif,  il  faut  d’abord  recon- 
naître combien  de  racines  réelles  elle  doit  avoir.  Or  4p3  = 4 x 
OÎt)’»  et  37?*  = 37  x et  log.4/>’  = o,485  , log.  377*  — 

0,42a.  Donc  4 P3  > 27?*.  C'est  donc  le  cas  que  l'analyse  regarde 
comme  irréductible.  Nous  aurons  par  conséquent  (Q), 


sin.  3A 


3X46  „ 
«47  X 


K y 403 
K ÎXÏÙ 


«il  V 
«oj  * 


Les  trois  valeurs  de  x seront  donc 
i*.  x — sin.  A V^Hff  » 
a*,  x = sin. (60“  — A)  v/frrî » 

3“.  a;  = — sin.  (60“  + A)  v/ffij. 

Voici  le  calcul  de  ces  quatre  équations. 


log.  1613  = 3, 3073650 
compl.  log.  i3a3  = 6,878440a 

somme  o,o858o5a 
demi-somme  0,0429036  log.  constant 


compl.  du  log.  constant  9.9570974 
log.  4>4  — a, 61700034 
compl.  log.  4o3  = 7,39469495 

Donc  log.  sin.  3 A = 9,9687927  = log.  sin.  68*  3a'  iff,  55 

log.  sin.  A = 9,6891306 

log.  constant  0,0439036 

1* log.  x = 9,65aoa33  = log.  0, 4285714 

log.  sin.  (60”  — A)  = 9,7810061 

log.  constant  0,0429036 

a* log.  x = 9,8239087  sa  log.  0,6666666 

log.  sin. (6o*  -f-  À)  = 9,9966060 

log.  constant  0,0439026 

l°g.  tt  * ss  0,0395086  âs  log.  — 1, 095a38 

29 
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845.  On  observera  en  premier  lieu  que  la  valeur  négative  est 
égale  à la  somme  des  deux  positives,  comme  elle  doit  l’être;  ce 
qui  prouve  l'exactitude  du  calcul.  Ensuite  il  est  facile  de  voir  que 
la  seconde  valeur  de  x est  j.  Pour  savoir  si  les  deux  autres  valeurs 
peuvent  être  de  même  exprimées  par  des  fractions  exactes,  on  aura 
recours  à l’expédient  que  j’ai  suggéré  (831) , et  ou  aura  pour  la 

première  valeur , compl.  log.  x = — 0,3679768  = log.  - 533333'» 

et  il  est  aisé  de  voir  qu’en  multipliant  par  3 la  dernière  fraction , on 
a x = f . En  effet  log.  f est  9,6520a32  , c’est-à-dire  précisément 
le  logarithme  de  la  première  valeur  de  x.  Mais  la  valeur  négative 
doit  être  égale  à la  somme  des  deux  positives  , prises  avec  un  signe 
contraire  ; elle  sera  donc  — j — f = — yf.  O11  aura  donc,  pour 
les  trois  valeurs  de  x dans  l’équation  donnée,  4-  î»  4“  *»  — î?» 
Eu  substituant  séparément  chacune  d’elles  dans  l’équation , on 
pourra  s’assurer  de  leur  justesse. 

846.  J’ai  rassemblé  les  solutions  de  toutes  les  équations  du  second 
et  du  troisième  degré  , dans  la  table  V , qui  a paru  utile  en  ce 
qu’elle  guide  le  calculateur,  sans  travail  et  avec  sûreté.  Je  vais 
m’occuper  de  la  solution  générale  de  l’équation  du  quatrième 
degré. 

Je  suppose  qu’on  ait  fait  évanouir  le  second  terme  de  cette  équa- 
tion : ce  qui  se  peut  toujours , comme  on  le  démontre  en  Algèbre  ; 
et  je  la  représente  par  la  formule  générale 

(r) x1  -J-  Ax*  4-  Jix  4-  C = o. 

Puis , je  la  partage  en  deux  facteurs  du  second  degré , par 
exemple  (x*4“mx  + n),  (x*  — mj+r);  leur  produit  me  donne 
ac4  4"  (n  4"  T — m‘)  x*  4 - m(r  — n)  x 4-  nr  — o;  d’où  résulte 
A = «4-  r — r m*,  B = m (r  — rt) , C = nr.  Donc  aussi  r 4-7» 

= A4-tn*,  n==^»  équations  qui , par  addition  et  soustrac- 

tion, donnent  les  deux  suivantes  : 

(u) ar  = A -f-  m'  + — • an  =»  A 4"  m‘  — ~- 

Or  le  produit  de  ces  deux  dernières  est  4 nr  = A*  4"  2 Am*  4" 
B’ 

m*  — m*  ‘ ou  ' “ suMtituant  4C  à 4 w, 
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({>)... T.\  m*  + a A/n*  + (A*  — 4 C)m‘  — B*  = o; 

équation  du  5*  degré,  en  faisant  m'=.y.  Sa  solution  doune  la 
valeur  de  m-,  puis  l’on  obtient , des  équations  (u),  les  valeurs  de  r 
et  de  n.  On  a par  conséquent  les  quatre  valeurs  de  x , au  moyen 
des  équations  x*  -f-  mx  + n = o , x'  — mx  -f-  r — o ; et  ces  va- 
leurs sont 


x = — \m  ± /(jm*  — n) , ou 
x = — {m  ± \/ (-iA-iW  + i); 
et  x = -f-  1 ro  d=  t/(  ou 

* = + i m =fc  |/(-  i A - i 


847.  L’équation  (<p)  renferme  si*  valeurs  de  m •,  mais  les  trois 
positives  sont  égales  respectivement  an*  trois  négatives,  comme 
le  fait  voir  l’équation  ro*  = y , qui  donne Substituant 
cette  valeur  de  m dans  l’équation  (p),  elle  devient  jr*  -f-aA y*  + 
(A* — 4C)/  — B*  = o.  Pour  chasser  le  second  terme,  je  fais 
y — z — 5 A ; il  en  résulte  l’équation  finale  à résoudre  , qui  est 

(X) — (j  A*  +4C)  z +(|  AC  — ïr  A*  — B“)  = o. 


848.  Pour  trouver  la  valeur  ou  les  valeurs  de  * , par  le  moyen 
de  la  Trigonométrie,  ma  table  V offre  les  formules  qui  suivent. 
rCT  cas.  Si  4(  s A*  H-  4C)3  < 37  (|  AC  — ^ A1  — B*)*,  on  a 


(*)• 


sin. D — g*c’_ » AJ  — 3B*  x "t* î — • 


x ï ✓CA*  + iaC), 


tang.  E = t/  tang.  j D , 


(-)• 


_ _ _ §y/(A»  + .aç) 
sin.  a E 


a"",  cas.  Si  4(j  A*-f-  4C)5  > ou  = 37  ( f AC  — A*  — B*)*, 
on  a,  après  avoir  fait  le  calcul  du  second  membre  de  l’équation  ('!'), 
auquel  je  donne  encore , quoique  improprement  dans  ce  cas , le 
nom  de  sin.  D , 


sin.  3F  = 


»ia.  U * 
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z = =fc  sin.  F x | i/(A*4-  12  C)  , 

. z = =fc  sin.  (60*  — F)  X | i/(A‘  + 12C), 
z es  =f=  sin.  (Go*  + F)  x j i/(A*  -f-  12C); 

dans  lesquelles  trois  valeurs  de  z , il  faut  prendre  le  signe  supérieur, 
lorsque  q , dans  la  table  V,  ou  la  quantité  qui  lui  correspond  dans 
l'équation  (%),  a le  signe  positif;  on  prendra  le  signe  inférieur, 
si  celte  quantité  correspondante  à q est  négative. 

849-  Dans  le  calcul  des  équations  précédentes  , à commencer  de 
l'équation  (4'),  il  faut  changer  les  signes  des  quantités  A,  C,  suivant 
que  chacune  de  ces  quantités  se  trouverait  négative  dans  l’équation 
(t).  Si  la  quantité  C est  négative,  et  qu'on  ait  de  plus  4 C > 5 A*  ; 
alors  le  second  terme  de  l'équation  (x)  devient  positif;  et  il  faut 
écrire,  dans  l'équation  (¥)  , tang.  D au  lieu  de  sin.  D ; dans  les 
équations  (Ÿ,  a)  , — (A*  -f-  12C)  au  lieu  de  (A'-f-  12  C);  et 
dans  l’équation  (a) , tang.  a£  au  lieu  de  sin.  aE. 


85o.  Voici  l'appercju  du  calcul  à faire , et  des  règles  à suivre  dans 
les  divers  cas. 

Équation  à résoudre  ; x*  -f-  Az*  -f-  Bx  -f-  C = o. 

Si  dans  cette  équation  les  signes  de  A et  de  C étaient  négatifs, 
il  faudrait  les  changer  dans  les  équations  qui  suivent.  On  y fera 
A = o,si  le  second  terme  manque  dans  cette  même  équation. 
Enfin  on  observera  toujours  les  règles  (j3)  des  signes  pour  les  lignes 
trigonométriques. 


Sin.  D 
tang.  E 


A*  4-  laC 

— >4  AC — j AJ  — gB* 
= V'ang.  ï D, 

;t/(A‘+laC) 

&in.  aE 


x ; i/(a.’  12C), 


Si  C a le  signe  négatif,  et  que  de  plus  on  ait  12  C > A*,  sub- 
stituez dans  ces  formules  — (A* -f-  12  C)  au  lieu  de  A*-f-iaC, 
tang.  D au  lieu  de  sin.  D , et  tang.  aE  au  lieu  de  sin.  aE. 

Mais  si  par  le  résultat  du  calcul  on  a sin.  D > 1 , alors  z a trois 
valeurs  réelles;  et,  au  lieu  des  deux  dernières  formules,  on  a 


sin.  3F 


1 

ùn.  U ’ 
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z = sin.  F X ! v/(A*  4-  laC) , 
z = siu.(6o'  — F)  x 3 ^(A*  + I2C)  , 
z = — sin.  (6o*  + F)  x ! j/(A*4-  iaC), 
m = \/(z  — j A). 

I.a  dernière  équation  a lieu  dans  tous  les  cas.  Et  quand  z a 
trois  valeurs , tirez-en  autant  de  valeurs  pour  m ; chacune  d'elles 
substituée  dans  les  deux  équations  qui  suivent,  produira  les  quatre  . 
mêmes  valeurs  pour  la  quantité  inconnue 

x = - Jtti  =fc  |/(~  i A - | z 4- 
* = 4-^±|/(-iA  _ _ -L). 

85i.  Exemple  I.  Soit  proposée  l'équation  .r*  4-  5-t*  4"  3o  x 
4-  3a  = o. 

Alors  A = 3 , B = 3o , C = 5a.  Donc 
sin.D  = ^ g'g_l8_g  goo  X | »/(9  4-4-9g)  ==_,g38  x “ 
log.  3g3  = a,  5g439a6 
moitié.  J....  1,3971963 


D 

= a43” 

>7 ' 

5i',o4 

4D 

= 131 

38 

55^5a 

log. 

— tang. 

i-D 

= o,aioi53o 

log. 

— tang. 

E 

■=  0,0700510 

E 

= ,3o* 

a3' 

56*,  58 

a F. 

= 360* 

47' 

53*.  16 

log. — J = i,iai io5o 


log.  a = o,  Soioôoo 

compl.  log.  5 . = 9,  5338787 

<■ . . 

log.  3 v/3g3  = 1,  iano5o 
log.  i3i  3=  a,  1173715 
compl.  log.  .938  = 6,  7,3646a  compiïog._*in.  aE  ~ o^o56a5a 
log. — sin.  D ==' 9,  95ioaâ5  ■*  ' log.  z = 1,136730a 

z = 1 3,  388446 , 

m = J3,  588446  — a ) = 11,  088446) 

log.  11,  388446  = 1,  0564644  •'  ' ' 

moitié  _o,  £>383533  = log,  771 3=  log.  5,374677 


K r=  — 1 , 687039  4=  l/(-  1 — 3,  34711 1 


1)- 


7 4.9^4  ^ 

— 1,6875394:  y p, 097757  = — 1, 6873394:  o,  3 ia06i. 
On  a donc  x = — a-,  x = — i,  374678. 

Les  deux  autres  valeurs  août  imaginaires. 
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85a.  Exemple  II.  Soit  l’équation  à résoudre 
x*  — 3a:*  -f-  3ox  -f-  56  = o. 

Alors  t A = — 3 , B = 3o , C = 56.  Donc 

sin.  D = X -J  I g -f-  672)  = -22- 

— a475. 5b + 18^- 9. 900  3 K v ^ 

X 3 |/68i. 

En  faisant  les  calculs  conformément  à ce  qui  a été  dit  (85o), 
en  trouvera 

D = i57°  5/  40’,  67  E = 1 3a*  58'  4c/,  o5 

z = 1?»  44064  in  = t/19, 44°64  = 4»  4°9l54 

X — 2 Æ = 2,40916, 

et  les  deux  autres  valeurs  sont  imaginaires. 

853.  Exemple  III.  Soit  à résoudre  l’équation  x* — 5a.*  — 
3ox  — 88  = 0,  qui  donne  A = — 3,  B = — 3o,  C = — 88. 
Alors  C est  négatif,  et  îaC  > A*.  On  a donc 

D = gr.w”.Iirï5  X 5 9)  = 
x £ /u>47 

d = 94*  a5'  i3',o4  E ==  45*  44'  i4',66 

t = — cot.  aE  x j V — (A*+i2C)  = — cot.aE  x f t/1047 
= -f-  o,  55538a 
m — t/a,  55538ai  = x,  5g8556 

x = 0,799278  d:  t/io,a446a3  = 0,799278  ± 3,200722.  Donc 
x = 4 ! x = — a,  4oi444* 

Les  deux  autres  valeurs  sont  imaginaires. 

854.  Exemple  IV.  Soit  x*  — xax*  4-  la*  — 5 = o. 
Alors  A — — 12,  B = 12  , C = — 3.  On  aura  donc 

sin’  D = 24.36+f. 744-9.  .44  X 1 v/,°8  = m X | t/«o8  = 

A X 4 /S. 

Or  ^ x 4t/3  > t*  Donc  sin.  3F  = ^ x Donc 

z—  2,89898  ; z = 4;  * = — 6,89898 

m = t/10,  89898  j m = 1/12  = 2 v/3  ; m—ÿ'i,  10102 , 

ou  • 

771  = 3,  5oi36i  J 77»S=  3,464lOl6;  7«=  1,049295. 
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F.n  se  servant  de  la  seconde  vnleur  de  z et  de  m , on  obtient 
pour  x les  quatre  valeurs  qui  suivent  : 

x = — v/3=t  j/ (4—  = — j/3  ± ^(3+^3) 

x = -J-  j/3  dt  y/{  3 — l/3)  ; ou 
x = + o,  4433768  ; * = — 3, 9073784  j 

x = -f-  3,  858o83 1 ; x = -f-  0,60601 85. 

Que  l’on  prenne  la  première  valeur  de  z et  de  m , on  aura 

x = - 65o68o  ±l/(4- o,  724745  + 3^7) 

= — 1, 65o68  ± y/(3, 275255  + 1,817432)  ; et 
x = -f-  1, 65o68o ± v/(5,  276355  — 1,817433);  ou 
x = — i,65o68  ±2,356698;  x = ± i,65o68±  1,  307403  ; 
ou  enfin  x = + o,  606018  ; x = — 3,907378; 

x = ± 3,  858o83  ; x = -f-  o,  445377. 

En  prenant  la  troisième  valeur  de  z et  de  m , on  trouverait  encore 
les  mêmes  quatre  valeurs  de  x. 

855.  Dans  la  résolution  trigonométriqne  des  équations  du  second, 
du  troisième  et  du  quatrième  degré , lorsque  les  cocffieiens  seront 
d'une  valeur  qui  excédera  les  tables  de  logarithmes , on  pourra 
néanmoins  faire  encore  usage  de  ces  tables,  et  se  dispenser  du 
calcul  fatigant  et  pen  nécessaire  en  nombres  naturels.  On  regar» 
dera  alors  comme  autant  de  zéros  les  chiffres  à droite , qui  excé- 
deront les  limites  des  tables  : et  quand  les  racines  exactes  n’outre- 
passeront pas  cas  limites,  on  les  obtiendra , ou , dans  tous  les  cas , an 
moins  les  racines  très-approchées,  autant  que  le  permettra  l’étendue 
des  tables.  C’est  en  procédant  ainsi  qu’on  trouvera,  par  exemple, 
que  4583  est  racine  de  l'équation  x 3 — - 19787781  x — 5573423964 

= o.i.  ■ 
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856.  Il  n’est  peut-être  rien  que  n’aient  tenté  le  travail  et  le  génie 
pour  parvenir  à la  solution  générale  et  directe  des  équations  su- 
périeures au  quatrième  degré.  Ces  recherches  n’ont  pas  atteint 
le  but;  et  le  professeur  Ruflini,  analyste  habile,  voulant  épargner 
à d’autres  et  à lui-même  un  temps  que  de  nouvelles  tentatives  au- 
raient inutilement  dévoré  , vient  de  publier  un  ouvrage  profond 
( Teoria  dell'  Equazionï),  pour  démontrer  l'impossibilité  du  succès. 

857.  Il  reste  donc  deux  opérations  à faire , pour  résoudre  une 
équation  particulière  quelconque  par  la  seule  voie  qui  puisse  être 
applicable  à toutes  généralement , c’est-à-dire  par  la  voie  indirecte 
ou  de  fausse  position.  Ces  deux  opérations  consistent,  1°.  à déter- 
miner les  limites  des  racines,  ou  à trouver,  pour  chaque  racine, 
dans  la  suite  naturelle  des  nombres , deux  nombres  entiers  et 
contigus  entre  lesquels  se  trouve  renfermée  la  valeur  de  la  racine; 

3”.  et  dans  le  cas  où  cette  valeur  n'est  pas  l’un  des  deux  nombres 
limites , à passer  de  la  connaissance  de  ces  deux  nombres  à la 
recherche  de  la  valeur  intermédiaire,  exacte  (831,  846,  855), 
ou  approchée  , de  la  racine. 

Les  problèmes  trigonométriques  conduisent  à l’usage  de  ces 
opérations  ; et  c’est  ce  qui  m'autorise  sans  doute  à m’étendre  autant 
qu’il  est  nécessaire  pour  en  développer  la  marche  qui  embrassera 
la  solution  numérique  de  toute  équation. 

858.  Je  préfère  , pour  la  recherche  des  limites , la  méthode 

• de  Lagnj  ( Mémoir.  de  l’Académ.  des  Sciences , Paris,  172a),  * 

comme  la  plus  facile  et  la  plus  prompte  que  je  connaisse  ; mais 
avec  les  modifications  que  j’ai  cru  convenables,  et  qui,  outro 
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divers  résultats  avantageux,  comme  on  le  verra  (886),  ont  surtout 
pour  but  de  mettre  cette  méthode  à l’abri  du  reproche  qu'on  lui  a fait 
jusqu’ici,  de  ne  faire  connaître  ni  les  racines  multiples,  égales  ou 
inégales , renfermées  entre  les  limites , ni  le  nombre  des  raciues 
imaginaires , quand  il  s'en  trouve  avec  les  racines  réelles. 

859.  Je  représente  généralement  comme  il  suit , toute  équation 
ordonnée  ; 

x“  4-  Ai""*  4-  4-  etc 4-  Z = o. 

Chacune  des  quantités  A,  B,  etc.,  Z, peut  être  positive  ou  négative, 
et  exprimée  par  un  nombre  entier  ou  fractionnaire.  Je  suppose 
positive  la  valeur  totale  de  tout  exposant,  parce  que  c’est  l'usage, 
et  parce  qu’il  est  toujours  nécessaire  de  la  rendre  telle.  On  a donc 
m>n,  m>(n4-?)i  etc. 

860.  À x je  substitue  successivement  tous  les  nombres  de  la  suite 
naturelle  arithmétique,  depuis  — j m jusqu’à  4-7  m> 8ans  excepter 

le  zéro.  Mais  si  m est  un  nombre  impair,  je  commence  de  — m^~1, 
et  je  finis  par  4-  — ^ , quand  Z est  une  quantité  positive  ; je 

commence  au  contraire  par  — > et  je  termine  par  4-  . 

quand  Z est  négatif. 

861.  Je  dispose  ensuite  les  résultats  successifs  de  l’équation  sous 
les  valeurs  correspondantes  attribuées  à x.  Si  ces  résultats  sont 
les  uns  positifs,  les  autres  négatifs,  nous  aurons  entre  les  valeurs 
supposées  de  a?,  qui  se  trouveront  avoir  fait  naître  des  signes  contigus 
différens , un  nombre  impair  de  racines  réelles  de  l’équation , 
desquelles  par  conséquent  ces  valeurs  sont  les  limites  (85j). 

863.  En  effet,  dans  une  série  arithmétique  d’un  ordre  quelconque 
(celle  des  résultats  est  de  l’ordre  m),  il  ne  peut  y avoir  change- 
ment de  signe  à moins  qu’il  n’y  ait  passage  par  zéro , c’est-à-dire 
précisément  par  le  point  où  toute  racine  réelle  amène  le  résultat; 
Une  seconde  racine  qui  serait  comprise  entre  les  mômes  limites  , 
changerait  de  nouveau  le  signe  , sans  que  cet  effet  fût  apperqu , le 
signe  précédent  se  retrouvant  alors  dans  les  résultats.  Une  troisième 
racine  rétablirait  la  contrariété  des  signes , et  ainsi  de  suite  altéré 

3o 
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nativement.  Et  telle  est  la  raison  du  nombre  impair  de  racines 
réelles,  quand  les  signes  sont  dissemblables. 

8G3.  Exemple.  I.  On  demande  les  racines  de  l'équation 
*5  — 9-r*  + 4J;Ï  *+*  66 a:*  — 13*  — 99  = o. 

864-  Qu’on  fasse  x*  — gx*  4*  4æ5  + 66**  — lax  — 99  =y. 
y représentera  le  résultat  provenant  de  chaque  valeur  (860)  substi- 
tuée à x;  et  le  premier  membre  sera  le  terme  général  de  la  série 
des  résultats. 

. 865.  Exécutant  ce  qui  est  prescrit  (860,  861)  on  a 
Y aleurs  de  x ; — a,  — 1 , 0,4-  1,+  3 , -f-  5 ; 

Valeurs  de  y ; — 19  , — 55 , — 99,  — 49 , 4.  61 , + 81. 

Donc  nous  devons  avoir  (861)  un  nombre  impair  de  racines 
réelles  entre  les  valeurs  4* 1 , +3  de  r,  qui  ont  produit  des 
signes  opposés  dans  les  résultats  contigus  — 49»  + 61  • En  effet, 
-(-  1,439873  est  une  racine  très-approchée  de  l’équation.  On  verra 
comment  elle  se  déduit  de  la  connaissance  des  limites  4*  1 , 4-  a, 
quand  nous  enseignerons  la  seconde  opération  annoncée  (857). 

866.  Mais  l'équation  (865)  a cinq  racines,  puisqu'elle  est  du 
cinquième  degré.  Pour  découvrir  les  limites  des  quatre  restantes, 
(en  supposant  qu’il  n’y  en  ait  qu’une  seule,  comme  il  arrive  le 
plus  souvent,  entre  les  limites  déjà  trouvées),  retranchez  la  pre- 
mière valeur  de  y de  la  seconde , la  seconde  de  la  troisième,  etc. , 
et  écrivez , dans  l’ordre  convenable , les  résidus  , c’est-à-de  les 
différences  premières  des  résultats*,  prenez  et  écrivez  de  même 
les  différences  secondes  , ou  différences  des  premières  -,  puis  les 
troisièmes , et  ainsi  de  suite , jusqu’aux  différences  de  l’ordre  m. 

867.  Ces  dernières  jouissent  de  trois  caractères  remarquables. 
1'.  Elles  sont  constantes , ainsi  qu'il  appartient  aux  différences 
de  toute  progression  arithmétique,  a*.  Elles  ont  la  même  valeur  nu- 
mérique dans  toutes  les  progressions  du  même  ordre  , par  conséquent 
dans  celles  qui  naissent  des  équations  du  même  degré.  5".  Cette 
valeur  est  égale  au  produit  de  tous  les  exposans  de  x dans  l’équation 
considérée  comme  complète , ( c’est-à-dire  comme  ayant  tous  ses 
termes),  même  quand  elle  ne  le  serait  pas;  ensorte  qu’on  peut 

l'exprimer  par  m(m  — 1 ) (m — 3) (m — m — 1).  Ce  produit 
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nous  fournit  donc  un  moyen  de  comparaison , pour  reconnaîlre 
si  le  calcul  des  résultats  et  des  différences  est  exact. 

868.  En  général,  soit  Dla  différence  première,  évidemment  cons- 
tante , dans  la  série  des  valeurs  do  x.  Soit  F.  la  différence  cons- 
tante, de  l’ordre  m,  des  résultats,  et  m le  plus  grand  exposant  (85;)) 

de  x.  On  aura  F.  = D"  X m (m  — i)  (m  — a) ( m — m — i). 

On  peut  se  convaincre  par  des  exemples,  et  nous  en  donnons  un 
(933),  de  la  vérité  de  cette  formule.  Pour  en  avoir  la  démons- 
tration, qui  n’appartient  pas  à ce  Traité,  on  peut  recourir  au 
Chap.  I du  Calcul  différentiel  d’Euler. 

8G9.  Reprenons  l’exemple  (865) , en  y appliquant  les  préceptes 
(866). 

Valeurs  de  y,  — 19,  — 55,  — 99,  — 4g,  61 , -f-  8i 

Différences  premières  — 16,  — 64 , -f-  5o,  + 1 10 , + ao 
secondes  — 4®»  H-  l,4»  + 60,  — 90 

troisièmes  + 162 , — 54,  — i5o 

quatrièmes  — 216  , — 96 

cinquièmes,  ou  de  l’ordre  «1,  + rao. 

870.  Si  l'on  veut  la  preuve  que  la  dernière  différence  -f-  rao 
est  constante,  on  peut  calculer , dans  l’équation  (864)  la  valeur 
de  y correspondante  à x = 4,  ou  à * = — 3,  et  étendre  ainsi 
l’opération  (869). 

Observons  que  sao  = 5. 4. 5. a.  1 , comme  nous  l’avons  dit  (867). 
Ici  D = 1 ,-  ensorte  qu’il  n’est  pas  nécessaire  de  recourir  à la 
formule  générale  (868). 

871.  J'appelle  différences  initiales  celles  qui  sont  à gauche  , 

— 16',  — 48,  etc.;  et  différences Jinales , celles  qui  sont  à droite, 
-f-20,  — 90,  etc.  Et  je  dis  que  parla  seule  inspection  des  ini- 
tiales, on  verra  sur-le-champ  s’il  y a des  racines  moindres  que 

— ï nt , quand  l’équation  est  de  degré  pair,  ou  que  — — ~ *,  quand 

le  degré  est  impair;  et  par  la  seule  inspection  des  finales,  on 
reconnaîtra  le  nombre  des  racines  plus  grandes  que  + jm,  air 

plus  grandes  qüe  •+• 

" * * • ’ • - ! / “ - . 
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872.  Si  l’on  veut  avoir  d’autres  valeurs  successives  dey  par  les 
nombres  à gauche,  c’est-à-dire  engendrées  par  les  valeurs  décrois* 
•sautes  — 3,  — 4,  etc.  de  x,  on  les  obtient  sur-le-champ,  par  le 
moyen  des  différences  , et  bien  plus  promptement  que  si  on  les 
déduisait  de  l’équation  , dont  le  calcul  deviendrait  de  plus  en  plus 
fatigant.  On  dispose,  ainsi  qu’il  suit,  les  différences  initiales,  en 
commençant  par  la  dernière  ou  cinquième,  qui  est  ici  -f-  120; 
on  soustrait  celle-ci  de  la  quatrième  qui  est  devenue  la  seconde  ; 
puis  le  résidu , ou  la  différence  quatrième  ainsi  modifiée,  se  sous- 
trait de  la  troisième  ; et  ainsi  de  suite , jusqu'à  ce  qu’on  arrive 
au  résultat , qui  sera  le  résultat  cherché  correspondant  à x = — 3. 
Voici  l’opération  : 

+ 120,  — 216,  -f-  16a,  — 48,  — 16;  y — — 19;  a-=— 2. 
-f-  i3o,  — 536,  + 498,  — 546,  -f-53o;  y ~ — 54g;  x=~ 3. 

Je  retranche  la  différence  cinquième  -f-  120,  de  la  quatrième, 
— 216.  Le  résidu,  — 336,  est  la  nouvelle  différence  quatrième, 
qui , retranchée  de  la  troisième,  ou  de  -f-  163,  donne  49®  pour 
nouvelle  différence  troisième  ; et  continuant  ainsi , je  finis  par 
déduire  la  nouvelle  différence  première , -1-  55o , de  la  valeur,  — 19, 
de  y,  et  j’obtiens  — 54g  pour  nouvelle  valeur  dey,  laquelle  cor- 
respond à la  valeur,  — 3,  de  x\  comme  on  peut  s'en  assurer, 
en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (864).  Par  ce  procédé 
on  trouverait,  pour  ainsi  dire  en  se  jouant,  les  valeurs  de  y,  cor- 
respondantes aux  valeurs  successives  de  x,  — 4>  — 5,  etc. 

875.  Or  les  signes  -f-  et  — des  différences  et  dey , qui  résultent 
de  l’opération  précédente,  étant  alternatifs,  on  voit  qu’à  la  seule 
inspection  on  doit  conclure  que  les  valeurs  dey  iront  toujours  en  s'é- 
loignant dezéro,  et  toujours  avec  le  signe  négatif.  Car  la  cinquième 
différence  accroît  toujours  la  valeur  numérique  négative  de  la  qua- 
trième -,  celle-ci  augmente  de  même  le  nombre  positif  dont  se  com- 
pose la  troisième  , qui  à son  tour  produit  le  même  effet  sur  le 
nombre  négatif  de  la  seconde  , comme  la  seconde  sur  le  nombre 
positif  de  la  première,  et  enfin  celle-ci  sur  la  valeur  négative  dey. 

1 La  série  des  valeurs  négatives  de  y s’éloigne  donc  continuel- 
lement de  zéro  ; il  n'existe  donc  pas  de  valeurs  de  x , au-dessous 
de  — 3 , qui  puissent  réduire  à zéro  la  valeur  de  y.  D'où  il  suit  que 
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l’équation  n’a  pas  de  racines  réelles  négatives  au-dessous  de— 5.  Mais 
cette  conséquence  pouvait  se  tirer  de  l'inspection  immédiate  des 
différences  initiales  (869)  -,  puisqu’il  était  évident  que  la  différence 
première,  — 16,  devait  être  convertie  en  positive  par  la  seconde, 
avant  de  porter  sur  la  valeur  négative,  — 19,  dey.  D’ailleurs  elle 
n’eilt  pas  suffi  par  elle-même  pour  l'anéantir.  L’assertion  (871)  se 
vérifie  donc  jusqu’ici. 

874.  Passons  maintenant  à l’examen  des  différences  finales.  Pour 
trouver,  par  leur  moyen , les  valeurs  consécutives  de  y,  provenant 
des  valeurs  successives , + 4 , -f-  5 , etc.  de  x , il  faut  ajouter  la 
différence  cinquième  à la  quatrième  , puis  leur  somme  à la  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite  jusqu’à  la  formation  dey,  ainsi  qu'on  le 
voit  dans  les  deux  lignes  qui  suivent} 

4- i30,  — 96,  — i5o,  — 90,  -f-  ao;y=  + 81;  x = + 3. 
-f-iao,  + 34,  — 136,  — 316,  — 196;  y = — x 1 5 ; * = +4. 

875.  Voilà  deux  valeurs  contiguës  dey  avec  des  signes  contraires. 
Il  y a donc  (861)  un  nombre  impair  de  racines  réelles  de  l'équation, 
qui  ont  leur  valeur  entre  + 3 et  + 4-  Et  dans  le  fait,  + 3,566774 
est  une  racine  très-approchée.  Mais  ses  limites  pouvaient  se  con- 
clure de  la  seule  inspection  (871)  des  différences  finales  (869),  sans 
faire  l'opération  (874)-  Car  il  est  manifeste  que  la  différence  cin- 
quième positive  ne  suffisait  pas  pour  détruire  à-la-fois  toutes  les  né- 
gatives, la  quatrième,  la  troisième  et  la  seconde  -,  et  que  ces  diffé- 
rences négatives  devaient  rester  encore  plusque  suffisantes,  pour  con- 
vertir en  quantités  négatives  la  différence  première  et  la  quantité  y. 

876.  De  la  considération  du  signe  positif  de  la  différence  cons- 
tante , on  doit  inférer  qu’à  la  longue  cette  différence  doit  convertir 
toutes  les  autres  en  positives , et  rendre  enfin  le  signe  positif  ày, 
qui  ensuite  conservera  ce  signe  en  augmentant  toujours.  Donc 
(861)  il  y a au  moins  une  racine  positive  plus  grande  que  4 > et  si, 
pour  en  trouver  les  limites,  on  continue  l’opération  (874),  on  aura 
— 379  et  + 1981  pour  valeurs  contiguës  dey  correspondantes  aux 
valeurs  + 7 , + 8 de  x.  Ces  deux  dernières  sont  par  conséquent 
les  limites  cherchées.  Et  en  effet,  + 7,366374  est  une  racine  très- 
approchée  de  l’équation. 
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877.  Nous  avons  trouvé  les  limites  de  trois  des  racines.  La 
recherche  des  deux  autres  exige  de  nouvelles  règles. 

Toute  fonction  (292)  peut  éire  représentée  par  l’ordonnée  d'une 
courbe  (G3).  Dans  l’équation  (8G4),  y est  fonction  de  x.  Nom- 
mant y l’ordonnée , x l'abscisse,  toute  équation  ainsi  disposée 
appartient  à une  courbe  décrite  par  les  points  extrêmes  des  ordon- 
nées y,  (G3). 

878.  Pour  plus  de  clarté,  je  mets  sous  les  yeux  la  courbe  de  l'éqna- 
♦•  tion  (86/,).  La  ligne  horizontale  est  l'axe  des  abscisses,  O le  point 

de  leur  origine  -,  à gauche  de  ce  point  sont  les  abscisses  négatives , à 
droite  les  positives,  telles  qu'elles  sont  divisées  par  les  nombres. 
Les  perpendiculaires  représentent  les  ordonnées  correspondantes. 
La  courbe  passant  par  leurs  points  extrêmes,  coupe  nécessairement 
l’axe , toutes  les  fois  qu’elle  traverse  de  l'ordonnée  positive  à l’or- 
donnée négative , ou  de  la  négative  à la  positive.  Dans  l’intcrsec- 
tion , y = oj  d’où  il  suit  que  OA  = x est  la  racine  trouvée  (865). 
Les  deux  autres  (875,  876)  tombent  dans  le  prolongement  de  l’axe 
à droite,  qu’il  m’a  paru  inutile  de  tracer. 

879.  Entre  les  ordonnées  — 35,  — 19,  qui  s’avancent  peu  hors 
de  l'axe , il  peut  se  faire  que  la  courbe  procède  ou  par  la  ligne 
ponctuée  qui  n’arrive  pas  jusqu'à  l'axe,  ou  par  la  ligne  pleine  qui 
la  coupe  en  deux  points,  tels  que  B,  C.  Ce  second  cas  est  celui 
ou , entre  deux  résultats  de  même  signe , se  trouve  un  nombre  pair 
de  racines  réelles,  — OB,  — OC , comme  je  l’ai  indiqué  (8Ga). 

880.  Ces  racines  sont  deux  racines  égales , si  les  points  B , C 
coïncident,  c’est-à-dire  si  l’axe  est  tangente  de  la  courbe. 

881.  Mais  les  racines  sont  imaginaires,  si  l'axe  ne  touche  en 
aucun  point  la  courbe  entre  les  ordonnées  — 35,  — 19,  qui  sont 
plus  courtes  que  les  ordonnées  négatives  qui  les  précèdent  et  qui 
les  suivent  immédiatement  hors  de  l’intervalle  qu'elles  com- 
prennent entre  elles.  C’est  le  cas  de  la  ligne  ponctuée. 

88a.  Aussi , l’équation  dont  il  s'agit  ayant  OB,  OC,  pour  racines 
réelles  négatives,  comme  nous  le  verrons,  il  suffit,  pour  qne  ces 
racines  deviennent  imaginaires , de  transporter  l’axe  en  GE , 
de  sorte  que  dans  cette  partie  il  passe  hors  de  la  courbe.  Et  ce 
déplacement  n’exige  que  d'alonger  l’ordonnée  — 99,  c’est-à-dire 
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de  changer  l’homogène  de  comparaison  , en  mettant,  par  exemple, 
dans  l'équation , — io3  au  lieu  de  — 99. 

883.  Cette  théorie  m'a  conduit  à établir  la  règle  suivante  : 

Lorsque  des  résultats  successifs , sans  changer  de  signe , 

s'approchent  de  zéro , puis  s'en  éloignent , cette  circonstance 
indique  un  nombre  pair  de  racines , ou  réelles  et  comprises  entre 
les  limites  correspondantes  aux  résultats  les  plus  voisins  de  zéro, 
ou  imaginaires. 

884.  Pour  distinguer  les  racines  réelles  des  imaginaires , voyez, 
an  moyen  de  valeurs  intermédiaires  de  x , s’il  y a mutation  de 
signes  dans  les  valeurs  correspondantes  de  y.  Si  ce  changement 
a lieu,  concluez  en  faveur  des  racines  réelles.  Si  les  épreuves  vous 
apprennent  au  contraire  que  cette  mutation  ne  peut  avoir  lieu , les 
racines  sont  imaginaires.  Ou  verra , par  tout  ce  qui  suit,  combien 
cette  vérification  est  prompte. 

885.  Dans  le  cas  de  l'équation  (864),  qu'on  suppose  x = — |, 
il  en  résulte  y — -+-  §| , valeur  positive  qui  est  entre  les  négatives 
— 35,  — 19.  Il  y a donc  deux  racines  réelles  négatives,  l’une 
entre  les  limites  — 1 , — | , l'autre  entre  les  limites  — J , — a.  En 
effet — 1,478091  et — 1,794839  sont  des  racines  très-approchées  de 
l’équation  proposée. 

886.  Nous  avons  donc  trouvéleslimitesdechacune  des  cinq  racines; 
et  cela  avec  une  extrême  facilité,  puisque  d’une  part  les  opérations 
sont  rapides  et  sans  travail , et  que  de  l'autre  nous  prenons  l’équa- 
tion telle  qu'elle  se  présente , sans  nous  occuper  ni  de  transfor- 
mations , ni  d 'éliminations , ni  même,  ainsi  que  nous  le  verrons, 
de  faire  disparaître  les  fractions.  H suffit  de  purger  l’équation  des 
quantités  irrationnelles.  Le  coefficient  même  qu'aurait  la  puissance 
la  plus  élevéedex,  pourrait  subsister;  seulement  alors  les  différences 
renferment  ce  même  facteur,  et  exigent  plus  de  calcul , parce 
qu'elles  sont  plus  fortes.  On  peut  en  voir  un  exemple  (914). 

Qu’on  observe  encore  que  l’union  des  valeurs  positives  et  néga- 
tives de  x,  dans  une  seule  opération  (860),  réduit  le  travail  à moitié, 
soit  parce  qu'on  trouve  à-la-fois  les  limites  des  racines  tant  posi- 
tives que  négatives , soit  parce  que  le  calcul  de  chaque  puissance 
de  x sert  à deux  emplois , la  valeur  numérique  de  la  puissance 
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étant  la  même,  soit  pour  x positif,  soit  pour  x négatif.  Ajoutons 
enfin  que  ces  puissances  sont  très -faciles  à calculer,  puisqu’il 
s'agit  des  nombres  les  plus  petits  entre  les  entiers. 

887,  Passons  à d’autres  exemples , pour  servir  de  direction  dans 
les  divers  cas. 

Exemple  IL  Soit 

xs  — -+-  4x}  — 2 ,r‘  — 5x  — 4 = o = y» 

Valeurs  de  r;  — a»—  *»  o , -f-  t , -f*  a , -f-  5 
Valeurs  de  y,  — i5o,  — 10,  — 4»  — 10 1 — aa,  — 10 
Différences  premières  -f-  120,  -f-  6,  — 6,  — 12,  -f-  ta 
secondes  — n4»  — ia,  — 6,  -f-  a4 
troisièmes  4-  10a  , + 6 , + 3o 

quatrièmes  — 96,  -+-  a4 

cinquième  constante  -f-  iao. 

888,  Observez  d’abord  que  la  différence  constante  lao  est  la 
même  que  celle  (869)  de  l'équation  du  cinquième  degré  (863); 
ce  qui  est  conforme  à ce  que  j’ai  affirmé  généralement  (867). 

Puis,  de  la  seule  inspection  des  différences  initiales  affectées  de 
signes  alternatifs , vous  conclurez  (873)  que,  de  ce  côté,  la  valeur 
de  y doit  aller  toujours  en  décroissant , et  que  par  conséquent 
l’équation  n’a  aucune  racine  négative  ; ce  qui  démontre  l’erreur  de 
la  règle  de  Newton,  d’après  laquelle  il  affirme  ( Arithm . univ. 
Tom.  Il,  Chap.  II)  que  cette  même  équation  a deux  racines 
négatives. 

De  même,  an  coup-d’ceil  sur  les  différences  finales  vous  apprendra 
que  le  signe  d t y doit  changer  dans  la  valeur  dej'  correspondante 
à la  valeur  -f-  4 de  x,  et  qu’ensuite  cette  valeur  de  y croîtra 
perpétuellement  de  ce  côté , et  toujours  avec  le  signe  positif.  Il  y 
a donc  un  nombre  impair  de  racines  réelles  entre  les  limites  + 3 , 
-f-  4>  En  effet  -f-  3,i3i  est  une  racine  très-approchée. 

889,  Mais  de  plus  les  résultats  — 10,  — 4»  — 10  *°nt  dans  le 
cas  de  la  règle  (883) , et  indiquent  un  nombre  pair  de  racines 
entre  les  limites  > — 1 , -t-  1.  Je  fais  z = + î;  et  je  trouve  y =s 
— 6 H-  Si  je  prends  x = — a , alors  y = — a }*.  Donc  les  limites 
qui  ont  produit  les  résultats  les  plus  voisins  de  zéro , sont  0 et 
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— J.  Je  suppose  encore  x = — 4*  et  j'ai  y — — a Maintenant, 
de  la  considération  des  différences  (884),  il  suit  manifestement 
qu'entre  les  limites  — j,  — d’où  sont  provenus  les  résultats 
les  plus  voisins  de  zéro , il  ne  peut  correspondre  aucune  valeur 
positive  de  y.  Car  pour  la  différence  J entre  les  valeurs  o et — ’ 
de  x ,y  diminue  de  1 il  n’est  pas  possible  qu’il  diminue  de  a f-J-J 
par  un  changement  moindre  que  de  j dans  x , tel  qu’il  conviendrait 
qu'il  fût  entre  les  limites  énoncées  ci-dessus.  Je  dis,  il  n'esl  pus  pos- 
sible, parce  que  près  du  maximum  ou  du  minimum  des  grandeurs, 
ce  sont  les  moindres  variations  de  ces  grandeurs , et  non  les  plus 
fortes,  qui  ont  lieu.  Nous  sommes  arrivés  à-peu-près  à un  minimum 
des  ordonnées  , c'est-à-dire  à un  des  sommets  de  la  courbe  qui  est  fï* 
le  lieu  géométrique  (63)  de  l’équation  (887).  Cette  équation,  par 
conséquent , a au  moins  deux  racines  imaginaires. 

890.  Reste  à déterminer  l’espèce  de  deux  racines.  Si  elles  sont 
réelles,  elles  ne  peuvent  se  trouver  qu’entre  les  limites  -+-  3 , -f-  4 , 
(888).  Pour  les  rechercher,  la  méthode  que  je  viens  d'employer  serait 
laborieuse.  Il  est  mieux  pour  ce  cas  de  suivre  une  autre  route.  S'il  y 

a trois  racines  entre  les  limites  — f-  3 , — }—  4 » ht  courbe  représentée  ric 
par  l’équation  sera  coupée  par  l’axe  en  trois  points,  tels  que  A, 

B,  C.  Hile  aura  donc  deux  sommets  D,  E;  l’ordonnée  GD  sera 
le  maximum  des  positives  entre  les  intersections  A,  B;  et  l’ordon- 
née FE  sera  le  maximum  des  négatives  entre  les  intersections  B , C. 
Nous  aurons  donc  deux  abscisses  terminées  aux  points  G , F , les- 
quelles répondront  auxdites  ordonnées  GD  , FE.  Or  de  telles 
abscisses  seraient  racines  dans  l'équation  différentiée.  Car  alors, 

comme  $ y = o , (aa8),  on  a aussi  -^-=0;  et  par  conséquent 

<r  -r 

les  valeurs  de  ces  abscisses  réduiraient  à zéro  l'équation  différen- 
tiée.  Nous  pouvons  donc  connaître,  par  ce  moyen,  si  lesdites  deux 
ordonnées  qui  seraient  chacune  un  maximum  , existent  réellement. 

891.  En  différentiant,  nous  aurons  5 a:4 — iôj*  -f-  iax*  — 4X 

— 5 = = o.  Pour  savoir  si  cette  équation  a des  racines  de 

valeur  intermédiaire  entre  -f- 3 et  +4»  nous  ferons,  comme  ci- 
dessus  (864) , 

(a) 5x*  — iGx*  -f-  tax*  — 4X  — 5 = y’. 

3i 
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Si  * s=  + 3 , on  trouve./  = + 64.  Si  x = -f-  4 , y'  = 4-  437» 
Ces  Jeu*  résultat*  ont  le  même  signe  ; donc,  ou  ils  n'indiquent 
aucune  racine,  ou  ils  annoncent  un  nombre  pair  de  racines  (86a). 
Sur  quoi,  je  raisonne  ainsi.  Pour  qu’il  y ait  deus  racines  réelles 
entre  les  valeurs  + 3 , •+-  4»  de  x,  il  est  nécessaire  que  la  courbe 
r;g. 48.  représentée  par  l’équation  (a),  coupe  l’a*c  en  deux  points,  tels 
que  G,  F,  qui  sont  les  points  marqués  de  ces  mêmes  lettres  dans 
la  fig.  47-  Il  y aura  donc  un  sommet  M et  un  maximum  MN 
des  ordonnées  entre  les  négatives.  Donc  nous  dirons,  comme  nous 
l’avons  dit  (890) , que  l'équation  (a) , en  la  différentiant , puis 
la  divisant  comme  ci-dessus  par  $x,  doit  nous  donner  une  racine 
aboutissant  au  point  N , si  le  maximum  MN  des  ordonnées  existe 
en  effet.  Ici , comme  il  ne  s'agit  que  d'une  seule  racine , les  résul- 
tats répondant  à ses  limites  doivent  avoir  des  signes  divers,  et 
il  ne  restera  plus  d’incertitude. 

893.  L’équation  (a)  étant  donc  différentiée,  nous  avons  aox3  — 
48.1»  -4-  a4x  — 4 = |^7  = o,  ou , en  divisant  par  4 , 

Sx3  — rax»  6x  — 1 = o = y'. 

Or , pour  x = + 3 , cette  équation  donne  7*  = -J-  44  » et  pour 
x=;_j-4t  7*  = -j-  i5i  ; et  ces  résultats  sont  tous  deux  positifs. 
Cette  équation  n’a  donc  pas  de  racine  réelle  entre  les  limites  + 3, 
+ 4.  Par  conséquent  le  maximum  MN  des  ordonnées  n’existe  pas, 
ni  les  deux  racines  de  l’équation  (a)  supposées  aboutir  aux  points 
G,  F , entre  les  mêmes  limites.  Donc  aussi  les  deux  ordon- 
ne- fc-  nées  maxinui , GD,  FE , disparaissent,  et  avec  ces  maxima 
les  deux  racines  que  nous  supposions  aboutir  à B,  C.  D’où  suit 
arec  évidence  que  l’équation  (887)  n’a  qu’une  racine  entre  les- 
dites  limites , racine  qui  est  celle  que  nous  avons  découverte  (888). 
Donc  les  quatre  autres  racines  sont  toutes  imaginaires,  et  non  pas 
seulement  deux  d’entre  elles , comme  Newton  le  déduit  de  sa  règle 
( loc.  cit.  ). 

893.  Nous  connaissons  (889)  les  limites  de  deux  de  ces  imagi- 
naires, mais  non  des  deux  autres.  Il  en  doit  être  ainsi  toutes  les 
fois  que  les  valeurs  de  x dans  l’équation  différentiée,  correspon- 
dantes aux  minima  des  ordonnées , sont  imaginaires.  Mais  la  re- 
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cherche  de  ce»  valeur»  multiplierait  le»  équations  à résoudre.  Noire 
but  est  de  déterminer  le  nombre  qui  nous  importe , et  non  les 
limites  inutiles  à connaître,  des  racines  imaginaires  de  l'équatiou 
primitive.  Et  c’est  à quoi  notre  méthode  parviendra  toujours.  Si 
l'on  veut  avoir  l’expression  des  racines  imaginaires , on  pourra , 
connaissant  les  racines  réelles,  tirer  cette  expression  du  seoond  et  du 
dernier  terme  de  l’équation,  quand  il  s'agit  de  deux  racines-,  ou 
de  toute  l’équation  divisée  par  le  produit  des  racines  réelles,  puis 
résolue  (85o) , s'il  s’agit  de  quatre  racines.  Mais  si  le  nombre  en 
est  plus  grand,  on  aura  recours  aux  moyens  donnés  par  Lagrange, 
( Résolution  des  Équations  numériques  , 17,40.) 

894.  Nous  avons  fait  le  calcul  (891)  des  valeurs  de  y,  pour 
rendre  le  raisonnement  pins  clair-,  mais  nous  pouvions  nous  en 
dispenser.  Il  suffit  de  différentier  deux  fois  l’équation,  et  de  cher- 
cher immédiatement  les  valeurs  de  /.  Et  les  différentiations  se 
réduisent  à multiplier  chaque  terme  de  l’équation  par  son  exposant, 
et  à lui  donner  un  exposant  moindre  d'une  imité.  Il  est  inutile 
d'écrire  les  différentielles. 

895.  Cette  méthode  ne  convenait  pas  dans  le  cas  (889).  Quand 
on  est  assuré  qu’il  existe  un  nombre  pair  de  racines  entre  deux 
limites  données , et  qu’on  cherche  seulement  si  ces  racines  sont 
réelles  ou  imaginaires  -,  comme  il  y a toujours  dans  les  ordonnées 
un  maximum  entre  deux  racines  réelles , et  un  minimum  le  plus 
souvent,  mais  non  toujours  (8g3),  entre  deux  racines  imaginaires, 
la  différentiation , dans  ce  cas , obligerait  k des  solutions  multi- 
pliées, ou  ne  conduirait  pas  à une  conclusion  certaine,  si  ce 
n'est  dans,  quelques  combinaisons  favorables,  que  nous  indiquerons 
bientôt  (897). 

896.  Je  propose  à ceux  qui  voudront  s’exercer , l'équation  x 5 — 
4**  — 4ÆÏ  — ax*  — 5x  — 4 — 0 » à traiter  de  la  même  manière 
que  l'équation  (887).  On  trouvera  une  racine  réelle  entre  les  limites 
+ 4 > 4-  5;  et  on  reconnaîtra  que  les  quatre  autres  sont  imaginaires, 
et  non  pas  deux  imaginaires  et  deux  négatives,  ainsi  que  Newton 
l'a  encore  inféré  , par  erreur,  de  sa  règle  (/oc.  cil.). 

897-  Exkmple  III.  Soit  x5  + x4 — 1 =0=7. 

Valeurs  de  x;  — 3,  — 1,  o,+  i,+  a,-f-  3 

Valeurs  de  y ; 17,  — 1 , — 1 , + ,,  -f-  47,  ■+•  5a5 
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En  prenant  les  différences , on  reconnaît  qu’il  n'y  a point  de 
racines  réelles  hors  des  limites  ci-dessus,  — a,  -1-3.  Une,  an 
moins , se  découvre  entre  les  limites  o et  -f-  i.  Mais  les  résultats 
égaux  — i , — i doivent  faire  soupçonner  quelque  nombre  pair 
de  racines  entre  les  limites  — i et  o.  C'est  ici  le  cas  d’abandonner 
la  méthode  (889);  car  on  voit  au  premier  coup-d’œil  que  l’équation 
différentiée  doit  donner  ses  racines  sans  travail.  En  effet  , de 
5x*  -+■  4x’  = o , on  tire  x = — f.  Substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  primitive,  on  trouvejr  = — 0,91808,  qui  est  le  minimum 
des  ordonnées  négatives  entre  les  limites  — 1 et  o.  Il  y a donc 
ici  des  résultats  négatifs  qui  s'approchent  de  zéro , puis  s'en 
éloignent;  ce  qui  atteste  (883)  l'existence  au  moins  de  deux  racines 
imaginaires,  le  minimum  connu  des  ordonnées  excluant  les  racines 
réelles. 

898.  Mais  si  les  limites,  o,  + 1 , comprenaient  trois  racines 
réelles,  et  non  une  seule,  nous  avons  vu  (890)  qu'alors  il  doit  y 
avoir  deux  ordonnées  qui  sont  chacune  un  maximum.  Or  de  telles 
ordonnées  ne  peuvent  exister,  puisque  l’équation  différentiée  n’a 
d'autre  racine  réelle  que  — | , et  que  cette  racine  est  hors  desdites 
limites.  Donc  quatre  des  racines  de  l'équation  primitive  sont  ima- 
ginaires , et  non  pas  seulement  deux  , comme  le  dit  Newton 
( toc.  rit.'),  toujours  d'après  la  même  règle  qu’on  peut  abandonner 
sans  scrupule  aujourd’hui  qu’on  en  connaît  de  plus  sûres. 

899.  On  pourra  s’exercer  sur  une  autre  équation  absolument  sem- 
blable , que  M.  l’abbé  Caluso  a résolue  (Mém.  de  Turin,  Tore,  vi, 
pag.  171  ) par  la  description  exacte  de  quatorze  ordonnées  servant 
à la  construction  de  deux  courbes.  Cette  équation  est  x5  — 5x* 
-J-  16  = 0.  On  trouvera  une  racine  entre  les  limites  — a,  — 1. 

3 3 

Et  par  la  différentiation  , x=  {/a  ; d’où  résulte  y = 16 — 5j/4 
= 11,2378  à très-peu-près  ; ce  qui  est  le  minimum  des  ordonnées 
positives  entre  les  limites  -f-  1,-4- a.  On  en  conclura  que  quatre 
racines  sont  imaginaires. 

900.  Exemple  IV.  Soit  proposée  l’équation 

x’  — 7x‘  -f-  38X*  — i55x*  -+■  aaix*  — '44*  “f-  36  = o —y. 

Valeurs  de  x; —4,  —3,  —a,  — -i,  o,  + 1 , a,  -f-  5 

V a leurs  dty,  — 3i5oo,  q,  -J-  a 1 00,  4.  576,  -f-  36,  o,  o. 
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Ici,  quatre  racines  exactes  se  manifestent.  On  pourrait  abaisser 
l’équation  au  troisième  degré,  en  la  divisant  par  leur  produit,  c’est- 
à-dire  par  (x4-  3)  (x  — i)  (x  — 2)  (x  — 5)«=o;  ensuite  la  résoudre 
directement.  Mais  nous  avons  un  autre  but,  et  nous  suivrons  les 
moyens  indirects. 

goi.  Si  on  prend  les  différences,  on  reconnaîtra  qu’on  ne  peut 
admettre  des  valeurs  de  x hors  des  Limites  — 4 et  +4.  Mais  en 
voyant  que  la  valeur  de  y correspondante  à x = -f-  4 est  néces- 
sairement positive,  on  conclura  que  le  nombre  des  racines  entre 
les  limites  o et  -f  4 ne  peut  Cire  impair  (883).  On  s’assurera  s’il 
y en  a quatre  ou  six,  par  l’équation  différentiée , (890,  892),  au 
moyen  du  nombre  des  maxirna  ou  minima , à chacun  desquels 
doivent  répondre  deux  racines , comme  l'ont  démontré  les  exemples 
précédens.  L’équation  différentiée  est 

•jx1  — 42X“  4-  5ox*  -f-  t5ax5  — 465 x*  -f-  — i44  = o — y' • 

Valeurs  de  s;  o,-f-i,  4-2,4-  3 

Valeurs  de  y' j — i44»  o,  o , 4- 48. 

902.  Nous  avons  deux  racines , 4-  1 , 4-2,  de  la  dernière  équation . 
Ces  racines  indiquent  des  lieux  d’ordonnées  minimes  dans  la  courbe 
représentée  par  l’équation  (900).  Mais  celle-ci  donne  , dans  les 
mêmes  lieux  , y = o ; le  zéro  ne  serait  pas  un  minimum , si  l’or- 
donnée passait  par  ce  point  en  devenant  de  positive  négative , ou 
de  négative  positive;  et  selon  la  théorie  des  courbes , une  ordonnée 
est  un  minimum , quand  celles  qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent 
sont  plus  grandes  qu’elle , et  ont  les  unes  et  les  autres  le  même 
signe.  Donc  les  racines  que  nous  venons  de  trouver  annoncent  que 
l’axe  est  tangente  de  la  courbe  dans  leS  deux  points  où  on  a x = 1 , 
x = 2,  et  par  conséquent  ces  racines  sont  doubles  et  égales  (880), 
à chacun  de  ces  deux  points. 

903.  Nous  connaissons  donc  cinq  racines  de  l’équation  (900)  , 
entre  o et  4-  4 » savoir  1 , 1 , 2 , 2 et  3.  Mais  il  a déjà  été  reconnu 
que  leur  nombre  doit  être  pair  entre  ces  mêmes  limites,  qui  par 
conséquent  en  renferment  une  autre  à découvrir.  Cela  nous  est 
encore  confirmé  par  l’équation  (901),  dont  nous  n’avons  trouvé 
que  deux  racines  eutre  les  résultats  de  signes  divers,  — -i44, 
4-48,  tandis  qu’elles  doivent  être  eu  nombre  impair  (66» ). 
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Pour  trouver  la  troisième  qui  reste  cachée,  on  opérera  comme 
on  l’a  fait  pour  l’équation  primitive.  DifTérentiant  l'équation  (901), 
puis  divisant  par  i , ce  qui , en  abaissant  les  coefficiens  , facilite 
les  calculs  , on  aura 

ai  te5  — io5x*  -f-  ioox1  + 238a:*  — 4^5 a:  -+-  aai  = o = y'. 

904.  Tl  suffit  de  calculer  les  valeurs  de  y’ , entre  les  limiteso, 
4-  5 , puisque  la  racine  efierebée  y est  comprise  ; et  on  aura  déjà 
remarqué  plus  d’une  fois  ci-dessus  l’avantage  de  ces  moyens  d’abré- 
ger. Or  si  x = o , on  a/  = -|-  aai  ; si  x = 1 , y’  = o ; là  se 
termine  le  travail.  Ce  dernier  résultat  fait  connaître  deux  racines 
égales,  par  les  raisons  exposées  tout  à l’heure,  pour  l'équation  (901); 
a:  = -f-  1 est  donc  une  double  racine  de  cette  dernière  équation  , 
et  par  conséquent  une  triple  racine  de  l’équation  primitive  (900); 
et  l’on  a ainsi , pour  les  sept  racines , — 3,  t,  1 , t , 2,  2 , 3. 

go5.  Pour  qu’on  entende  d’autant  mieux  ce  que  nous  avons  dit 
sur  la  recherche  de  ces  racines,  nous  représentons  par  des  figures 
les  trois  équations  (900,  901,  903),  entre  les  limites  o et+3. 
Et  d’abord , en  procédant  par  ordre  rétrograde , achevons  l’o- 
pération que  tout  à l’heure  (904)  il  nous  a suffi  de  commencer; 
nous  trouverons,  pour  x=  a , y' x=. — 5;  pour  x = 3 , y*  = 4-  176; 
Fig-  -î.>et  nouï  aurons  les  ordonnées  qui  conviennent  pour  figurer  l’équa- 
tion (9o3).  Entre  les  deux  ordonnées  de  signes  divers,  aai , 
— 5,  il  doit  y avoir  un  nombre  impair  de  racines.  On  en  connaît 
déjà  une  (904),  savoir  a;  = 4~  Les  deux  autres  eB,  o C se  dé- 
couvrent en  raisonnant  comme  on  l’a  fait  (690) , et  diiférentiant 
l'équation  deux  fois  (694). 

906.  La  figure  5o  est  le  lieu  géométrique  de  l'équation  (901). 
rij.  jo.L’axe  touche  la  courbe  dans  le  point  où  x = 1 , ce  qui  fait  voir 
que  cette  racine  est  double.  Les  deux  lignes  ponctuées  BL,  CM 
sont  les  plus  grandes  ordonnées  correspondantes  aux  racines  oB  , 
oC  (fig.  49)  de  l’équation  (go3).  Mais  l’équation  (901)  a encore 
une  racine  oH  qui  indique  comme  maximum  l'ordonnée  HN.  Voilà 
donc  trois  ordonnées,  qui  sont  chacune  un  maximum  , de  position 
alternativement  opposée , et  qui  nécessairement  donnent  les  trois 
racines  om , on , op  de  l’équation  (901).  Les  abscisses  oB,  oC,  oH 
sont  d'égale  grandeur  dans  les  deux  figures  .,9  > 5o. 
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907.  Enfin  la  figure  5i  représente  l'équation  primitive  (900).  Au  f>s. 
point  où  x = 1 , la  courbe  faisant  un  nœud  coupe  l’axe  en  trois 
points  a,  b,  c,  qui  doivent  se  considérer  comme  infiniment  voisins 
entre  eux  , et  qui  indiqueront  ainsi  les  trois  racines  égales  > , 1 , 1. 
Les  lignes  ponctuées  en  dedans  du  nœud  peuvent  représenter  les 
maxima  ou  plus  grandes  ordonnées  manifestées  ( 890  ) par  les 
deux  racines  égales  (906). 

908.  Je  dis  peuvent  représenter  ; car  dans  la  réalité  ces  maxima 
sont  des  ordonnées  qui  se  réunissent  et  coïncident  en  un  point  qu’ou 
nomme  multiple.  Mais  il  n’y  a pas  d’autre  moyen  de  mettre  sous 
les  yeux  les  racines  égales,  en  nombre  impair.  J'ai  dit  aussi  les 
maxima,  et  non  les  minima,  parce  qu’on  n’admet  pas  d'ordonnées 
de  cette  dernière  espèce  au  point  où  la  courbe  coupe  l'axe  (903).  Si 
les  racines  égales  -f-  1 de  l’équation  (900)  étaient  en  nombre  pair  , 
alors  le  nœud  serait  tangente  (902) , et  non  sécante  ; et  les  ordon- 
nées au  point  de  contact , seraient  dites  minimes. 

909.  Les  ordonnées  ms , pt , qui  sont  des  maxima,  correspondent 
aux  racines  om , op  (fig.  5o)  de  l'équation  (901).  L’autre  racine, 
on , de  cette  même  équation  , indique  un  minimum  au  point  où 
x =.  2,  (fig.  5i);  et  ce  minimum,  les  deux  racines  égales  + a 
de  l’équation  (900). 

910.  Dans  l’exemple  IV  (900  à 909),  on  a vu  combien  il  est 
facile  de  reconnaître  les  racines  égales , quand  elles  sont  ration- 
nelles. Voyons  maintenant  comment  on  doit  procéder  pour  trouver 
les  racines  égales  et  irrationnelles. 

Choisissons  l’équation 

(A)....  x • — i6xs-(-  85x4  — 144 — 57 x'  -J-  ia6x-f-  54  = o , 

traitée  par  M.  Ruflini,  dans  son  Mémoire  couronné  en  1804  par 
la  Société  italienne  des  Sciences. 

En  opérant  comme  dans  l'exemple  I , on  trouve 
Valeursdex;  — 5;  — aj  — ij  o;  -4- 1 j -{-a-,  +5 

Valeurs  dey  ;-f-  *4553  ; -f-  3662; -f- 11 7 J — f- 54î  H“49>  — i6aj  — 24$» 
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Diflér.  premières  — 1 1891  ; — 2545;  — 63  -,  — 5;  — a 1 1 ; — 8i 
secondes  + g546  '>  4-  2482  ; 4-  58  ; — 206;  4-  i3o 
troisièmes  — G864  ; — 2424  ; — 264  ; 4-  336 
quatrièmes  + 444°  ; -f-  2 1G0  ; 4-  Coo 

cinquièmes  — 3280-, — i56o 

sixième  constante  4*  72» 

Les  valeurs  dey,  4-  49  et  — *62  , manifestent  un  nombre  impair 
de  racines  entre  les  limites  -f-  1 , -+-  a. 

Les  signes  alternatifs  dans  les  différences  initiales  excluent  toute 
racine  au-dessous  de  — 3. 

Il  n’en  est  pas  de  même  des  différences  finales , pour  les  racines 
au-dessus  de  -1-  3.  En  effet,  x = -f-  4 donne  y = — 98,  et 
x = + 5 donne  y = + 9.  D’où  il  suit  que  4-  4 « 4-  5 sont  les 
limites  d’un  nombre  impair  de  racines. 

Les'difTérences  finales  donnent  lieu  de  penser  que  pour  les  valeurs 
de  x qui  suivraient , on  aurait  toujours  des  valeurs  positives  de  y. 
Cependant  si  on  fait  = trouve  y = -f-  54,  et  celle 

valeur  de  y ne  s’éloigne  pas  assez  de  +9  , valeur  de  y,  en  sup- 
posant x = 4-  5 , pour  empêcher  de  croire  à la  possibilité  d’un 
nombre  pair  de  racines  entre  ces  deux  dernières  valeurs  de  x. 

Cette  possibilité  est  bien  plus  apparente  encore  aux  points  où 
x = o et  x — -f-  1 , attendu  le  peu  d'inégalité  des  valeurs  cor- 
respondantes 4-  54 » +49»  dey. 

Commençons  par  examiner  ce  dernier  cas  parla  méthode  (880). 
,1e  fais  x = p,5,  et  je  trouve^  = 4-  89,578125.  Il  est  sûr  dès  lors, 
conformément  à la  règle  (883),  qu'il  existe  un  nombre  pair  de  ra- 
cines entre  les  limites  — 1 et  -+-  o,5. 

Maintenant,  si  je  fais  x = 5,5  ; j'ai  y — 4-  o,4oSi35,  valeur 
qui,  suivant  la  même  règle,  annonce  un  nombre  pair  de  racines 
entre  les  limites  4-  5,  4-6. 

Nous  avons  donc  promptement  découvert  où  se  trouvent  placées 
lessix  racines  de  l'équation;  deux  sont  entre  les  limites — 1,  et4-o,5; 
une  entre  4-  1 et  4-  a;  une  entre  4-  4 et  4-  5;  et  deux  entre  4-  5 
et  4-6. 

Je  cherche  les  deux  premières;  et  supposant  d’abord  x = — 0,5, 
j'en  déduis  y = 4-  0,578125.  Une  valeur  aussi  rapprochée  de  zéro 
me  prouve  que  Tune  des  deux  racines  en  est  bien  près.  Je  fais 
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*'  — — o,4 , et  j’ai  y — + ô.oSgySG;  puis  je  suppose  x = — o,  G* 
ce  qui  rae  donne  y = -f-  1,390816. 

Par  ces  valeurs  de  y , les  deux  racines  sont  confinées  entre  les 
limites  — o,5  et  — 0,6 , dont  l'exlrêine  rapprochement  porte  à 
regarder  comme  trcs-probable  que  ces  racines  sont  égales. 

Pour  lever  toute  incertitude , il  faut  différentier  (894)  l’équa- 
tion (A),  et  la  diviser  par  $x.  Alors  si  l’équation  nouvelle  ou 
seconde,  que  nous  nommerons  (B)  , a quelque  racine  commune  à 
la  première  (A),  celle-ci  aura,  comme  on  l’a  vu  (90a),  autant  de 
doubles  racines  égales  qu’il  y a de  racines  communes. 

L’équation  différentiée  , et  divisée  par  le  facteur  commun  a^jx, 
devient 

(B)  3x5  — 4ox«  -4-  17OX3  — ai6x*  — 5jx  + 63  = o. 

Or  si  les  équations  (A),  (B),  ont  quelques  racines  communes, 
je  dois  pouvoir  en  trouver  les  valeurs  par  le  moyen  du  plus  grand 
commun  diviseur,  ou  par  le  moyen  , qui  me  semble  plus  commode, 
de  l'élimination.  Voici  le  détail  de  cette  dernière  opération,  en 
faveur  de  ceux  qui  n’ont  pas  assez  d’usage  de  ces  sortes  de  calculs. 

Je  multiplie  l'équation  (A)  par  3,  l'équation  (B)  par  x,  et  j'ai 
les  équations  qui  suivent  : 

— 4®-*:1  -4-  355x4  — 4^ax3  — - 171  x*  -f-  378X  -J-  162  = o 
3x*  — 40 x5  + 170X4  — aiGx3  — 67 x*  -f-  65x  = o. 

Je  soustrais  cette  dernière  de  la  précédente.  Il  en  résulte 

(C)  — 8x*  -f-  85x4  — 3i6xJ  — 1 i4x*  -4-  3i5x  -f-  x6a  = 0. 

Je  multiplie  l'équation  (B)  par  8,  et  l'équation  (C)  par  3;  puis 
je  prends  leur  somme  qui  est 

(D)  — 65x4  4-  7I3X3  — 3070 x*  -f-  489 x + 990  = o. 

Je  multiplie  l’équation  (D)  par  8x , et  l'équation  (C)  par  65; 
du  premier  de  ces  produits  je  soustrais  le  second , je  divise  le  reste 
par  9,  et  j’ai  pour  quotient 

(E)  igx*  — a8ox3  -f-  ia58x*  — . i395x—  1170  = 0. 

Je  multiplie  l’équation  (D)  par  19,  l’équation  (E)  par  65;  je 
divise  par  8 la  somme  des  produits , et  je  trouve 

— 584x3  -f-  53o5x*  — 10173X  — ji55  = o. 
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Je  multiplie  cette  équation  par  igr;  puis  je  l'ajoute  à l'équation 
(F.)  multipliée  d’abord  par  584;  enfin  je  divise  la  somme  par  5, 
et  j’obtiens 

(G)  — 12545.Z5  + 108277  x%  — 190125.E  — i3G65G  = o. 

De  cette  équation  multipliée  par  58/, , je  soustrais  l'équation  (F) 
multipliée  par  ia545,  et  j'ai  pour  reste 

(H)  — 5317457  a:*  -f-  16587285X  4-  9952571  = o. 

On  reconnaît  aisément , à la  simple  inspection,  que  celte  équation 
est  divisible  par  le  coefficient  de  x‘  ; ce  qui  donne 
(K)  — 5 -r  — 3 = o. 

Voilà  donc  un  diviseur  du  second  degré,  de  l'équation  primi- 
tive (A). 

En  effet  la  division  donne  pour  quotient 

x4  — iixs4-33.e* — 12a: — 18  = 0. 

Je  détermine  les  racines  de  l’équation  (K),  qui  sont  - ~-3^?, 

5 ~ Puis  je  considère  que  si  l’équation  (A)  a des  racines 

a ' 

égales,  il  faut  que  quelqu’une  des  racines  de  l’équation  (K),  ou 
bien  de  l’équation  (L),  soit  deux  fois  racine  de  l’équation  (A). 
Je  tente  donc  la  division  de  l'équation  (L)  par  l’équation  (K)  ; ce 
qui  réussit , et  donne  pour  quotient  exact 
(M)  x*  — 6a:  4-  6 = o. 

Donc  l'équation  (TC)  est  un  double  diviseur,  et  l’équation  (AI) 
un  troisième  diviseur,  de  l’équation  (A).  De  la  solution  de  ce» 
diviseurs  du  second  degré , on  tire  les  six  racines  de  l'équation  (A), 
qui  sont 

S±y/37  S ±.  1/87  3d5V/3. 

a 7 a ’ T 

L’équation  (A)  a donc  deux  doubles  racines  égales  et  irration- 
nelles , dont  nos  méthodes  ont  dirigé  la  recherche. 

91 1.  Après  avoir  fait  voir  comment  on  trouve  les  racines  égales  , 
il  reste  à démontrer  comment  on  découvre  les  racines  a-peu-pres- 
égales  entre  les  mêmes  limites* 
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Soit  pour  EXEMPLE  V , 

x*  — ï5x*  + a5xs  — i5x*  + ^ x ■—  = o. 

F.n  faisant  disparaître  les  fractions  par  les  méthodes  connues  , on 
tomberait  dans  une  équation  presque  intraitable,  à cause  de  la 
grandeur  des  cocfficiens.  C’est  ici  le  lieu  de  prouver  ce  que  j'ai 
affirmé  (886)  , qu'il  suffit,  dans  mon  système,  que  les  fractions 
soient  réduites  au  meme  dénominateur. 


91a.  Soit  donc 


x*  — 15X4-!-  a5x5  — i5x*  + 3 x — jf®  =/. 


Valeur»  de  Xj  — 3, 

Valeurs  VJ 1 307  j’yj  , 

D.ffcteuces  premier**  -f-  863 

Mcnnde* 
t/uisitam 
tjtiau  toute* 


— a,  — i,  o,  +i,  +3, 

-443*;|,-57|îf,-^,-î|*,-a9M,+64^î 

• J*  -4_'7i8'i*J7  _|_5-7*37  Jli  q8,5-&  J-ns*17. 

3 95  » + 395»  * "V  3 95  » 395  » -*u395  > I yJ19t 

— 476,  — 3a8 , — 58,  — 28,  -f-i22 
+ i5o,  + 270,  + 3o,  -(- i5o 

120 , — 240  , +120 


r.ü.juKTiirs 
tîiicioc  ctmiurtte 


— 3 60  , + 36o 
+ 720 


9i3.  Une  racine  est  certainement  comprise  (861)  entre  les 
limites  + a , + 3.  Les  différences  finales  excluent  tonte  racine 
plus  grande  que  5.  Mais  des  initiales  on  conclut  facilement  qu’il 
est  de  même  certain  qu’il  y a une  racine  au-dessous  de  — 3;  ses 
limites  sont  en  effet  — 4»  ”5.  J’observe  ensuite  que.  d’après  la 
règle  (883) , des  racines  en  nombre  pair  doivent  être  renfermées 
entre  les  limites  o,  + t.  Comme  j’ignore  le  nombre  de  ces  racines, 
je  dois  (8g5)  employer  ici  la  méthode  (889).  Je  fais  x = J = o,5; 
je  trouve  y = — ■ o,oooo35.  Les  résultats  les  plus  voisins  de  zéro 
étant  ceux  qui  correspondent  aux  valeurs  o et  + j de  x,  je  sup- 
pose x = + 0,4  j ce  qui  me  donne  y — + 0,00694.  V oilà  donc 
les  limites  de  deux  racines  réelles , savoir  pour  l’une  o et  -*-a  , et 
pour  l’autre  -nr  et  A-  Il  pourrait  se  faire  qu’entre  les  premières 
ou  entre  les  secondes  de  ces  limites  , les  racines  fussent  au  nombre 
de  trois  (86t),  et  non  d’une  seule.  Pour  éclaircir  ce  doute  , on  pour- 
rait différentier  deux  fois,  puis  conclure  comme  on  l’a  fait  (892). 
Mais  comme  il  se  peut  aussi  que  les  deux  racines  qui  restent  à 
découvrir  soient  entre  les  limites  + s,  + l , qui  oat  produit  de* 
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résultats  de  même  signe,  nous  continuerons  de  suivre  la  méthode- 
(889).  liprouvons  donc  x = 4~  0,6;  nous  en  tirons  yz=i-\-  o,oog5  - 
par  conséquent  les  racines  sont  en  effet  l’une  entre  les  limites  £ 
et  et  l’autre  entre  les  limites  ^ et  r. 

914 • Afin  qu’on  n'abuse  pas,  par  inadvertance,  du  raisonne- 
ment dont  je  me  suis  servi  (889)  pour  conclure  des  racines  ima- 
ginaires, je  prends  pour  exemple  VI  , 

Qxi  -f-  75.1 4 -f-  ax5  — >o4-£*  — 4ox  + 7 = 0 =/. 
Araleursdcx;  — 5,  — aj  — 1,  o,  4-1,  -f-a 

Valeurs  de.?”,  4-  3oa5,  4-  HGy  , -f-  7,  4-  7,  — 5i , -f-  101S 

Différences  premières,  — a458  , — 56o,  o,  — 58,  +1066 
secondes  4-1898,4-560, — 58,-f-na4 
troisièmes  — i53S,  — 618,  4-  118a 

quatrièmes  4-  730  , 4-1800 

(886,  867)  cinquième  constante  -f-  1080  = 9 x 5.4. 3. a.  i„ 

gi5.  Deux  racines  sont  en  évidence,  l’une  entre  les  limites  o et 
4-  1 , l’autre  entre  les  limites  -f-  1 et  4-  a.  Il  est  manifeste  par  les 
différences  finales  qu'il  n’y  en  a aucune  au-dessus  de  a.  Les  diffé- 
rences initiales  en  font  prévoir  une,  qui,  en  étendant  (87a)  les 
différences,  se  trouve  être  entre  les  limites  — 8 et  — 9.  Reste  à 
déterminer  la  place  de  deux  racines.  Or  les  résultats  successifs  égaux 
4-  7,  4-7,  doivent  (8S3)  faire  soupçonner  qu’elles  se  trouvent 
entre  les  limites — 1 et  o.J’essaje  x— — et  je  trouve  _y==-j- 5 

giG.  Si  ou  raisonnait  ainsi:  pour  | de  variation  dans  x,  y est 
diminué  de  1 jj  \ il  n’est  donc  pas  possible  qu’il  diminue  de  5 ^ 
pour  des  variations  moindres  que  j dans  x-,  et  par  conséquent  les 
deux  racines  sont  imaginaires  ; un  pareil  argument  serait  pré- 
maturé et  faux.  Je  dis  prématuré,  puisque  nous  ne  savons  pas  encore 
de  quel  côté  est  le  minimum  de  la  valeur  de  y , c’est-à-dire  si  ce 
minimum  est  entre  les  limites  — 1 et  — { , ou  bien  entre  les  limites 
— - ‘ et  o : cela  connu,  c’est  alors  qu’il  sera  temps  de  faire  la  dernière 
épreuve,  puis  de  conclure,  ainsi  que  nous  l’avons  fait  avec  toute 
sûreté  (889).  J'ajoute  faux  , puisqu’en  faisant  x — — | , on  obtient 
y = — \ îîi»  résultat  qui  indique  une  racine  réelle  entre  les  limites- 
— 1,  — et  une  autre  entre  les  limites  — f , — j. 
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On  peut  roir  combien  l'équation  (9*4)  a coulé  de  travail  à 
M.  l'abbé  Caluso  (/oc.  cit.  899,  pag.  178  à i85);  on  y trouvera 
de  très-bous  préceptes  pour  reconnaître  les  diviseurs  du  second 
degré. 

917.  J’ai  dit  (895)  qu’à  chaque  couple  de  racines  imaginaires  ne 
correspoud  pas  toujours  , comme  il  est  arrivé  (889),  un  minimum 
d’ordonnée-,  et  j'en  ai  dit  la  raison  (8q3).  J'ajouterai  en  premier 
Heu,  que  la  règle  (883)  est  toujours  vraie,  quand  les  indices  sur 
lesquels  elle  est  fondée  se  manifestent  ; srils  n’existent  pas , il  est 
évident  qu’elle  n’est  plus  d’aucun  usage.  Cela  n’empêche  pas  de 
découvrir  le  nombre  des  racines  imaginaires;  car  lorsqu’on  a trouvé 
celui  des  racines  réelles  que  l’équation  admet,  on  doit  conclure 
avec  pleine  certitude  que  celles  qui  restent  sont  toutes  imaginaires. 
C'est  ce  que  j'ai  fait  (892). 

918.  En  second  lieu,  il  reste  foire  voir  que  l'équation  dif- 
férentiéc  peut  offrir  les  indices  qui  manquent  dans  l’équation  pri- 
mitive. C’est  ce  que  nous  allons  prouver  par  un  dernier  exemple. 

Exemple  VII. 

sc*  -f-  uia!  -f-  6x*  -f-  19952:  -+-  35878  = o =y. 

919.  La  solution  directe  de  cette  équation  serait  assez  laborieuse. 
E11  pareil  cas,  nous  nous  servons  utilement  des  solutions  indirectes 
que  nous  avons  préparées  pour  les  degrés  supérieurs. 

Valeurs  dex;  — 3,  — 1 , o,  -f-  1 , -{-a 

Valeurs  de  y ; -f-  3 1044»  -+-  3078 1 , -f-  35878,  ■+  3-989,  -f-  40792 
DilTér.  premières  -f-  2737 , -f-  2097  , -j-  31 1 1 , a8o3 
secondes  —640,  + 14,  -f-  69a 

troisièmes  -f-  654  » -f-  678 

quatrième  constante  * -f-  24. 

920.  Les  différences  finales  excluent  toute  racine  positive.  Les 
différences  initiales  annoncent  deux  racines  négatives;  car  la  diffé- 
rence seconde  négative  accroît  (873)  la  première  positive , laquelle 
diminue  le  résultat,  et  parvient  bientût  à le  rendre  négatif;  et 
la  quatrième  dort  à la  longue  changer  les  signes  de  toutes  les  autres,, 
et  restituer  h y sa  valeur  positive.  L’équation  a donc  deux  racines 
négatives  au-dessous  de  — a.  En  effet  ces  deux  raciucs  sont,  à 
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très-peu -près,  — 6,iog5  et  — m,o8i5.  Les  deux  autres  racines 
ou  sont  comprises  entre  les  mêmes  limites  que  l’une  de  ces  raciues, 
ou  sont  imaginaires. 

921.  C’est  ici  le  cas  de  différentier  deux  fois  (890  à 894)  ; ce 
qui  donne  x‘  -f-  -t-j*-  x -f-  1 = o , équation  dont  les  raciues  sont 
— - ijirfc  i y/ra5o5,  et  se  trouvent  l'une  et  l’autre  hors  des  limites 
des  précédentes.  Mais,  pour  indiquer  une  marche  générale,  appli- 
cable à une  équation  quelconque  , j’adopte  les  voies  indirectes 
pour  arriver  à la  même  conclusion , et  faisant  successivement 
x = — 6,  .r  = — 7 , je  trouve  que  l'équation  ci-dessus  donne,  dai  s 
le  premier  cas , / — — 296;  et  dans  le  second  , y’  — — 338  j.  Ces 
valeurs  de  x ne  sont  donc  pas  (892)  les  limites  de  trois  racines  dans 
l'équation  (918).  De  même,  pour  x = — m , j'ai/  = -+-G161  -(•; 
et  pour  x — — 112,  y’  = -f-  G3a9-  Ces  valeurs  11e  sont  donc  pas 
davantage  les  limites  de  trois  racines.  D'où  il  suit  nécessairemeut, 
et  quoique  l’indice  de  la  règle  (883)  manque  absolument,  que 
deux  des  racines  de  l’équatiou  (918)  sont  imaginaires. 

92a.  Ce  serait  un  long  travail  que  de  chercher  par  les  diffé- 
rences (87a)  les  racines  d'une  valeur  élevée  , comme  serait , par 
exemple,  la  racine  — m.  En  pareils  cas  ( je  parle  toujours  des  équa- 
tions en  général,  de  quelque  degré  qu’elles  soient  ) , il  vaut  mieux 
supposer  pour  x des  valeurs  de  loiu  en  loin , ou  multiplier  les  pre- 
mières supposées  par  quelque  puissance  de  10,  selon  qu’il  paraî- 
trait plus  convenable  d’après  les  résultats  obtenus. 

Mais  si  l'on  n'avait  besoin  que  de  connaître  l’espèce  de  toutes 
les  racines , et  non  leurs  limites , une  seule  différentiation  peut 
remplir  ce  but,  puisque  si  l’équatiou  diliérenliée  manifeste  dts 
racines  imaginaires,  l'équation  primitive  doit  en  avoir  au  moins 
autant  (ôqî). 

9a3.  Dans  notre  exemple , la  première  différentiation  donne 

*»  +.1J1  *•  4.  5x  + AUlsso  =/. 

Valeurs  de  x \ — 2 , — 1 , o , -f-  j 

Valeurs  de/;  +817;,  577  i , +498?»  + 585* 

Différences  premières  — 339  J , — 79  i * -f-  87  *. 

On  voit  qu’entre  les  limites  — 1 et  o se  manifeste  l’indice  de 


Digitized  by  Google 


DES  ÊQLATIOKS.'  a55 

deux  racines  qui  ne  se  découvraient  pas  (918,  gig)  dans  l'équation 
primitive.  La  grande  valeur  des  résultats,  et  la  petitesse,  par 
comparaison  , de  celle  des  différences  premières,  permettent  dans 
ce  cas-ci,  de  faire  sur-le-champ  l'application  du  raisonnement  (88g), 
et  de  conclure  qu’entre  les  valeurs  de  ÿ , -f-  5jj  et  -f-4ç®>  il  ne 
peut  y en  avoir  aucune  qui  soit  négative.  Ces  valeurs  attestent 
donc  (885)  qu’il  y a deux  racines  imaginaires.  Il  y en  a par 
conséquent  autant  dans  l'équation  primitive. 

g a/,.  Je  propose  encore  , pour  dernière  épreuve  , à ceux  qui 
voudront  s'exercer,  l’équation  x*  -f-  6.r* — ia.r  + 6 = o,  dont 
les  racines  sont  toutes  imaginaires.  Pour  s'en  assurer,  il  faut, 
apres  les  opérations  (860 , 866)  , chercher  les  valeurs  de  y corres- 
pondantes aux  valeurs  o,5  ; 0,755  0,85  o,85  de  x.  Il  était  à propos 
de  donner  aussi  un  exemple  où  la  courbe  se  trouvât  passer  si  près 
de  l'axe , qu’on  pût  douter  quelque  temps  s'il  n’en  est  pas  coupé. 

ga5.  Du  reste,  je  me  suis  servi  de  figures  pour  mettre  sous  les 
jeux  les  fondemens  de  ma  méthode.  Mais  je  crois  ce  secours  inutile 
à ceux  qui  aurout  bien  compris  les  préceptes  analytiques.  En  tout 
cas,  je  dois  observer  qu'il  n’est  besoin  ni  de  temps,  ni  d'exactitude 
pour  tracer  ces  figures,  et  qu'il  suffit  d'avoir  l'attention  de  placer 
les  ordonnées  positives  dans  la  partie  supérieure,  et  les  négatives 
dans  l’inférieure.  Aussi  celles  de  x et  celles  dey,  unités  de  même 
espèce,  sont  néanmoins  représentées  dans  mes  figures,  sans  aucun 
égard  à leurs  proportions. 

ga6.  Je  crois  avoir  épuisé  le  premier  point  (8^7),  en  enseignant 
à trouver  très-facilement  les  limites  des  racines  réelles  d'une  équa- 
tion quelconque,  et  de  plus,  le  nombre  des  racines  imaginaires 
quand  il  j en  a.  Jusqu'à  présent  on  ne  pouvait  parvenir  à déter- 
miner ce  nombre  que  par  des  méthodes  extrêmement  laborieuses  5 
et  je  crois  avoir  fait  une  chose  utile,  en  ouvrant  aux  mathéma- 
ticiens une  route  sûre  et  aisée. 

Il  s'agit  maintenant  de  satisfaire  au  second  point,  et  de  résoudre 
ce  problème  : Les  l imites  d'une  racine  étant  données  , déterminer 
sa  valeur  numérique , aussi  approchée  qu'on  le  voudra. 

927.  Retournons  à l'exemple  (865),  où  l'on  a trouvé  que  -f-  ir 
~h  a soûl  les  limites  d’une  racine.  11  faut  de  la  connaissance  de 
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■ces  limites  passer  à la  détermination  approchée  à volonté  de  la 
valeur  de  la  racine.  Pour  procéder  par  une  hypothèse  voisine  de 
ces  limites,  j'emploie  la  correction  des  doubles  fausses  positions, 
laquelle  consiste  à ajouter  à la  plus  petite,  -+-  i , des  deux  limites, 
le  résultat  correspondant  4g  » divisé  par  la  différence  entre  ce  ré- 
sultat et  le  suivant  ; et  j’ai  ainsi  x = i -f-  — J, 45  à-peu-près. 

J'introduis  cette  valeur  dans  l'équation  donnée  (863),  écrite  comme 
il  suit  : 

(b) xs  — gx4  -f-  4*1  -f-  66x*  — nx  = 99  = «. 

J'appelle  n'  la  somme  en  chiffres  des  termes  du  premier  membre , 
(s’il  n'est,  par  hasard,  égala  «)*,  et  par  le  moyen  expéditif  des 
logarithmes,  j’ai  n'  = 100,1847.  Je  fais  $ ri  z=.  n — ri,  et  j'ai 
$ ri  =■ — 1,1847.  différencie  l'équation  (b),  ce  qui  donne 
(5x*  — 36x5  -f-  iax*  -f-  i3ax  — 12)  $x  = $ ri Donc  $x  = 
$»'  : (Sx4  — 36-c3  -f-  iax*  -+-  iîax  — 13).  Je  substitue  les  va- 
leurs précédentes  de  x et  de  $«',  et  j’obtiens  $x  = — 0,010137, 
quantité  qui,  ajoutée  à la  valeur  i,45  de  x,  donne  x = 1,459873. 

928.  Nous  voilà  parvenus , avec  une  senlc  hypothèse , au  moyen 
de  la  correction  fournie  par  le  calcul  différentiel , à trouver  une 
valeur  de  la  racine,  exacte  jusqu’à  la  sixième  décimale,  laquelle 
ne  pèche  que  relativement  à celles  qui  suivraient.  Pour  s’en  con- 
vaincre, on  peut,  avec  cette  valeur  nouvelle,  calculer. l’équa- 
tion (b);  puis  de  la  valeur  qui  en  résultera  pour  ri , déduire  celle 
de  $»',  enfin  chercher  par  l’équation  différentielle  la  nouvelle 
correction  $ x \ elle  sera  — o,oooooo58.  On  emploiera  ainsi  suc- 
cessivement les  nouvelles  valeurs  de  x,  jusqu’à  ce  qu’on  obtienne 
l’approximation  desirée. 

939.  Les  quantités  constantes  et  l’uniformité  des  opérations 
rendent  la  répétition  de  ces  calculs  peu  fatigante*,  à moins  qu’on 
ne  veuille  plus  de  décimales  que  n’en  peuvent  donner  les  loga- 
rithmes, cas  où  l’on  ne  peut  éviter  de  faire  usage  des  nombres 
naturels.  La  méthode  que  nous  exposons  a l’avantage  de  résoudre 
avec  nne  égale  facilité  toutes  sortes  d’équalious  les  plus  compli- 
quées , soit  algébriques  , soit  trigonométriques , et  même  trans- 
cendantes. Aussi  sommes-nous  surpris  qu’on  n’y  ait  pas  eu  recours 
dans  beaucoup  de  problèmes,  et  spécialement  dans  celui  de  Kepler 
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(i485),  dont  la  solution  ne  peut  s'obtenir  avec  plus  de  simplicité 
et  de  promptitude  par  aucune  autre  voie.  Peut-être  nous  objec- 
tera-t-on que  notre  méthode  est  substantiellement  la  même  que 
celle  de  Newton  : mais  comme  celle-ci  est  très-laborieuse , tant 
pour  l'explication  que  pour  les  opérations  préparatoires,  il  nous 
semble  que  nous  avons  droit  à la  propriété  que  nous  a assurée  la 
première  édition  de  cet  Ouvrage. 

g3o.  Si  l’on  voulait  avoir  en  une  fraction  non  décimale  l'expres- 
sion de  la  valeur  1,4598734a  trouvée  ci-dessus  , on  se  servirait  du 
moyen  qui  sert  à réduire  en  fraction  continue , supprimant  la  vir- 
gule , puis  divisant  par  le  dénominateur  qui  était  sous-entendu , 
c'est-à-dire  par  100000000,  puis  encore  divisant  ce  diviseur  par 
Je  reste,  et  ainsi  de  suite  , de  même  que  l’on  opère  pour  chercher 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres.  Ayant  ainsi 
obtenu  autant  de  quotiens  qu’il  y a de  décimales  dans  le  nombre 
donné,  on  les  rangera  comme  il  suit: 

1,  3,  3 , 1,  t,  1,  11,  1. 


Puis  on  divisera  le  premier  quotient  par  1 , c'est-à-dire  qu’on 
écrira  7.  On  multipliera  chacun  des  deux  termes  de  cette  fraction 
par  le  second  quotient,  et  le  numérateur  s'augmentera  d’une  unité; 

ce  qui,  dans  le  cas  présent,  donnera  —~t  ouf.  Les  deux  termes 

de  cette  fraction  seront  ensuite  multipliés  par  le  troisième  quotient, 
et  on  ajoutera  au  numérateur  le  numérateur  de  la  fraction  pré- 
cédente, et  au  dénominateur  celui  de  cette  fraction  précédente. 

Ou  continuera  ainsi  jusqu’à  la  fin.  La  troisième  fraction  est|^  ■■ 
Les  voici  toutes  par  ordre  : 

i I iî  il  AS  15  Ut  4SI 

1*  a # 7 * T » 1 6 * «5  > a 9 1 9 ïiî* 

De  ces  fractions  la  première  est  moindre  que  le  nombre  donné,  la 
seconde  plus  grande , et  elles  procèdent  ainsi  toujours  en  alter- 
nant, mais  s’approchant  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  ce  nombre. 
La  dernière  le  représente  sans  erreur  jusqu’à  la  cinquième  décimale. 

q3i.  Je  passe  aux  problèmes  trigonométriques.  Je  me  proposa 
d’abord  l’équation 

8 sin.  x -f-  tang.  x 4/7803  = 55  = », 


53 
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dans  laquelle  on  demande  la  grandeur  de  l'arc  x.  Comme  celle 
équation  contient  deux  différentes  lignes  trigonométriques  de  cet 
arc  , il  est  nécessaire  d’en  éliminer  une  , pour  découvrir  les  limites 
de  l’autre. 


93a.  Substituant,  par  exemple  , la  valeur  (I.  34*)  de  tang.  x. 


on  a 8sin.x  4- 


ÿ(  I — ^7®°^  = 55  ; Pui*  * en  chassant  le 

signe  radical  qui  renferme  l’inconnue , on  parvient , au  mojen  des 
opérations  usitées,  à l’équation  qui  suit  : 


a. 55 


sin.’x  •+- 


78034-55* — 64 
64 


a. 55 


sin.’x  H — ~ sin.  x = 


55* 


sin/x  — 
ou  bien 

. , 880  . , . 10764  • . . 880  . 3oa5 

sxu.4x  — TT  sm.’x  H — ^ sin.'x  4-  -gj  sin.  x — • -gj-  ==  o — y. 


64 


64 


933.  La  solution  directe  de  cette  équation  serait  extrêmement 
laborieuse,  et  quoiqu’elle  ne  soit  que  du  quatrième  degré,  il  vaut 
mieux  recourir  aux  voies  indirectes.  Or , comme  tous  les  sinus 
sont  renfermés  entre  les  valeurs  — 1,4-1,  nous  aurons 

Valeurs  de  sin.  x ; — 1,  — i,  0/  4"ï»  4“  * 

Valeurs  de  y,  4-  121  — io  — 47  o,4-xax|*. 

Différences  premières, — i3a  j|,  — 56 1^,  4-  47  » + 131  H 

secondes  , + 95  , 4-  84  rî  » 4-  74  rî 

troisièmes  , — 1 1 ri  > — 9 

(868)  quatrième  constante,  4-  x |^  = (j)4'x  4-5. a. 1. 

934.  On  apperçoit  deux  racines  ; l’une  exacte , c’est-à-dire 
sin.  x =■  î = sin.  3o*  ; l'autre  entre  les  limites  — 1 , — J.  Quant 
aux  deux  autres  racinas,  ou  elles  se  trouvent  entre  les  mêmes  limites 
que  l’une  des  racines  déjà  découvertes,  ou  elles  sont  imaginaires. 
Dans  le  premier  cas , l’équation  différentiée  deux  fois  doit  avoir 
une  racine  (891)  entre  les  limites  ci-dessus.  La  différentiation 
réitérée  donne 


(c) »iu.*x  — ÿ/  sjn.  x 4-  »/f  = o =j’.  . 

De  sin.*= — x,  il  résulte  y*  «=4-  sin.x=0,</s=4-^?} 

de  sin.  x = 4-  > » y*  ~ 4-  Y»**  L’équation  (c)  n'a  donc  point  de 
racines  réelles;  donc  aussi  deux  des  racines  de  l’équation  (g3a) 
sont  imaginaires. 
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' g35.  Cherchons  maintenant  la  râleur  de  la  racine  qui  existe 
entre  les  limites  — i , — ■ A en  juger  par  les  résultats  corres* 

pondans , la  plus  grande  limite,  — j,  est  la  plus  voisine  de  la 
valeur  cherchée.  De  cette  limite  retranchons , suivant  la  règle 
d'après  laquelle  a été  faite  l'addition  (927)  à la  moindre  limite , 
la  quantité  7^  ( en  n’employant  dans  les  deux  termes  que  les 
nombres  entiers)  , ou,  à très-peu-près  , 0,0757  , et  nous  aurons  , 
par  la  première  supposition,  siu.  x = — 0,5757  = sin.  21 5*  9', 
à-peu-près. 

g36.  Avec  la  valeur  2i5*  9'  de  x , je  calcule  l'équation  (931), 
comme  plus  expéditive  qùe  l’équation  (932);  et  observant  que 
taug.  ai5*  9'  est  positive  (75),  je  trouve 

tang.  xt/7803  = 62,19783 

Mais  8 sin.  x = — 

’ 1 ‘ ~ *‘i 

Donc  n'  = 57,59208 

Et  par  conséquent  (927) , $ n'  = n — n'  = — 2, 09208. 


937.  En  différentiant  l’équation  (931),  qui  est  de  même  plus 
expéditive  que  l’équation  (g3a)  pour  les  calculs  suivaas , et  met- 
tant n'  au  lieu  de  n,  attendu  que  la  valeur  exacte  de  x n’est  pas 

encore  connue , j'obtiens  ( II.  38’,  4o‘),  8 cos.  *+■•—“?— - 

= Bin'>  d’°ù 

n ^ — a,5qao8 — a,5t)2o8  2,59208 

~ Ecrirai 5V  f t/78°3~ ,=X~“ S.M»  *8  + 132, 18909“*  • *5,58791' 

3 — CO».‘2l5*9' 

Effectuant  la  division , et  multipliant  le  quotient  par  R',  (633) , 
il  en  résulte  ^jx  = — 70' 57'. 

938.  L’erreur  est  trop  grande  pour  que  les  secondes  soient  exactes. 
Je  diminue  donc  x de  7»',  et  j’ai,  pour  seconde  supposition, 
x = 2iS"  58';  puis,  calculant  avec  cette  valeur  l’équation  (93i), 
je  trouve  n'  = 55,o38  j et  $ n'  = — o,o38.  Donc  alors 


»*  = - 


o,  o38  __ 

8co». ai5*58*  -p 

cos.*ai3  5o 


o,  o38 


121,78778  • 

x 

ou  enfin , en  achevant  le  calcul,  et  multipliant  par  R',  $x: 
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— 64',4-  On  a donc  ai 3‘  58'  — i'4',4  = ai3’  5&  55', 6 pour  valeur 
très-exacte  de  x , obtenue  par  deux  suppositions  seulement. 

939.  Trouver  la  limite  commune  de  la  convergence  des  deux 
séries  (U),  (381),  et  (JL),  (3oo). 

Le  but  de  la  solution  de  ce  problème  est  de  reconnaître  quelle 
est  la  plus  convergente  de  ces  deux  séries  pour  calculer  la  tangente 
d’un  arc  donné. 

Si  on  veut  calculer  une  tangente  par  le  mojen  de  la  série  (Z) 
des  cotangentes,  il  feut  emplojer  90“  — A au  lieu  dr  A.  Cette 
substitution  faite  , si  l’on  compare  deux  termes  également  distans 
du  premier  dans  les  deux  séries  , la  Convergence  sera  la  même 
lorsque  ces  deux  termes  auront  des  valcnrs  égales.  Cette  compa- 
raison ne  doit  pas  être  faite  entre  tes  premiers  termes,  la  série  la 
plus  convergente  étant  celle  dans  laquelle  les  termes  diminuent 
le  plus  de  valeur  à mesure  qu’ils  s’éloignent  du  premier.  Je 
prends  donc  le  huitième  terme  de  la  série  (U)  , qui  est  (296) , 

gj  ,3  , de  même  le  huitième  terme  de  la  série  (Z), 

qui  est  En  les  mettant  en  équation  , et  multipliant 

les  deux  membres  par  34. 5*.  7 .9 . 11  . i5  , j’ai  X A,s  = 

4(90'—  A),J,  ou  X A,s  = (go‘  — A)|J,  équation  de  la- 

quelle il  s’agit  de  tirer  la  valeur  de  A.  Soit,  pour  plus  de  simplicité, 
— a.  En  tirant  la  racine  i3*,  j’aurai  y a A'*  =90*  — A, 
et  par  conséquent  ÿaA'*  + A = 90*  = n. 

940.  La  méthode  des  limites  (860  et  suiv.)  ne  s’appliquant  pas 
commodément  à cette  équation  , il  vaut  mieux  procéder  , par  des 
suppositions,  en  les  corrigeant  comme  on  l’a  vu  (937  et  suiv.). 

Désignons  donc  par  B une  valeur  de  A supposée  à volonté,  et 
soit  d'abord  B =40*.  Je  fais  le  calcul  suivant  ; 
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log.  4<>  — 1,60305999 
(63i),  compl.  log.  R*  = 8,34187737 

log.  B = 9,84393736 

log.  B's  ou  1 5 log. B s=  7,6590604 
!__■  . _ 1 H-  9»956g  * ==  5,9683816 

®*  \ compl.  log.  140  ss  7,8538730 

log.  aB,s  as  1,4813140 

tj  log.  uB'5  sb  o,  1159395 
Pour  avoir  jAjB'5  en  degrés,  j'ajoute  log.  R*  =b  1,7581336 

somme  1,8730631 

Donc  i/aB'5  = 74’,  48585 
B = 40° 

« — 
Somme  (927)  (que  je  désignerai  par  n ')  114°,  48385 

La  véritable  valeur  de  n est  90° 

Erreur,  ou  $n'  = 34%  48385 

g4i.  Cette  erreur  est  considérable,  et  mériterait  une  seconde 
supposition  avant  de  faire  usage  du  calcul  différentiel.  Mais  nous 
nous  en  dispenserons,  et  nous  obtiendrons  une  correction  presque 
juste  en  employant , dans  le  calcul  numérique  de  l'équation  diffé- 
rentielle que  nous  allons  former,  une  valeur  B — î^B  au  lien 
de  B.  Cet  expédient,  réellement  utile,  m'a  été  suggéré  par  les 
différentielles  finies  des  lignes  trigonométriques,  ( table  II)  , dans 
lesquelles,  comparées  aux  infinitésimales,  on  a cos.  $B) 

au  lieu  de  cos.  B , et  cos.  B cos.  (B  -f-  $ B) , ou , à très-peu-près, 
cos.* (B  4-1# B)  au  lieu  de  cos.*B;  ce  qui  doit  se  dire  de  même 
des  autres  formules  de  cette  espèce.  Mais , en  considérant  la  chose 
plus  généralement  encore , qu’on  observe  que  le  calcul  infinitési- 
mal donne  $(a:*)  = ix$x,  et  le  calcul  fini  $(jc*)=  (ar-f-  $-x)‘ 
— = = 3$lx(x+1,9lxy,  d’où  l’on  voit  qu’en 

employant  * au  lieu  de  x,  dans  l’équation  ^(x%)  — 0ix^x , 
cette  équation  devient  très-exacte,  quelle  que  soit  la  valeur  finie 
de  $ x.  Et  quoique  les  différentielles  des  puissances  plus  grandes 
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s’éloignent  peu  à peu,  et  de  plus  en  plus,  de  cette  exactitude 
précise , on  obtient  néanmoins  encore  une  grande  approximation  ; 
ce  dont  l'exemple  présent  donne  une  preuve  remarquable. 

94a.  En  différentiant  l’équation  (93g)  que  j'exprime  ainsi  : 

H-  B = «V  j’aurai  $n'  = H <**»**”'  $B  + $B  = 

$ B ( i -f-  r|  7 B^  ) ; d’où,  je  tire  $ B = —r, — j et  puis- 

* + 14 

que  $ ri  = | ri  à-peu-près , si  je  suppose  de  même  $ B = | B 
= 8",  j’aurai  B — j $B  = 36*  pour  la  valeur  à emplojer,  au 
lieu  de  B,  dans  l’équation  différentielle , dont  voici  le  calcul, 
dans  lequel  j’appelle  D la  quantité  B — J $B: 

log.  36  = i,5563oa5o 
compl.log.  R°  = 8,34187737 

log.  D = 9,79817987 
Idem  = 9.  79817987 
Je  tire  du  calcul  précédent  log.  a — 3,  8aai536 

log.  uD*  ==  3, 4 1 85 1 334 

^4  log.  «D*  = o,  36396356 
log.  i5  = 1, 17609136 
comp.  log,  1 3 = 8,  886o5665 

* somme  o,  535no5 

Donc -fl  \ZaD‘  — 3,  n4o3 

compl.  log.  3,  n4o3  = 9, 5066776 
log.  $ n'  = log.  — a4,48385  = 1 , 3888797 

somme  ou  log.  — $ B = o,  895557. 

Donc  $B  = — 7,863  = — 7*  5a',  et  par  conséquent  je  trouve 
pour  la  valeur  cherchée  de  A , 5a*  8'j  ce  qui  ne  diffère  que  de 
peu  de  secondes  de  la  véritable  valeur,  comme  on  peut  le  recon- 
naître par  une  seconde  opération.  Mais  dans  la  solution  du  pro- 
blème dont  il  s'agit , plus  d’exactitude  serait  inutile , et  nous 
pouvons  conclure  que  pour  calculer  une  tangente  , la  plus  conver- 
gente des  séries  (U)  et  (Z)  est  la  première  quand  l’arc  est  moindre 
que  3a*,  et  la  seconde  quand  l’arc  est  de  plus  de  5a*. 
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943.  Si  dans  les  deux  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre 
on  essaie  d’employer  les  règles  ordinaires  pour  la  correction  des 
fausses  positions,  on  reconnaîtra  que  la  méthode  que  nous  pro- 
posons est  bien  préférable  à ces  règles.  Pour  le  prouver  d’autant' 
mieux , nous  allons  appliquer  cette  même  méthode  à divers  pro. 
blêmes  relatifs  à la  quadrature  du  cercle , qu’Euler  a résolus  au 
moyen  d’un  grand  nombre  de  fausses  positions,  (Anal,  infinit. 
Lib.  II,  cap.  XXII). 

944-  Dans  le  premier  de  ces  problèmes,  il  s’agit  de  trouver 
quel  est  l’arc  égal  à son  cosinus.  L’équation  à résoudre  est  donc 
A = cos.  A. 

Je  suppose  d’abord  pour  A une  valeur  quelconque  , que  je 
nomme  P-,  j’appelle  Q la  valeur  que  j'aurai  pour  A dans  le  second 
membre,  lorsque  j’aurai  mis  P dans  le  premier  ; ce  qui  me  donnera 

(C) P = cos.  Q. 

En  différentiant,  j’ai  $P=—  $Q  sin.  Q.  Je  fais  $P  = A 
— P;  d’où  il  suit  que  $Q  = A — Q,  et  que  par  conséquent 
A = P+  $P  = Q-f-  $ Q.  Donc 


CD) #P  = Q — P + $Q. 


Donc  aussi  Q — P -f-  $Q  = — $Q  sin.  Q , ou  Q — P = — . 
âQC*  4- sin.  Q)  = — #Q  x asin.*(45* -f-  iQ),  ( I.  n*).  D’où 

je  déduis 


(E) 


— 


—HQ— P) 
«“■•(45°+iQ)' 


Les  équations  (C),  (E)  nous  donneront  promptement  la  valeur 
cherchée  de  A.  * 


945.  En  effet,  supposons  d'abord,  avec  Euler,  P = 5o°. 

log.  3o  = 1,477121 
(63i),  compl.  log.  R*  = 8,341877 


log.  P = log.  cos.  Q = 9, 718998  ; 

ce  qui  donne  Q = 58*  a6'  : donc  4 (Q  — P ) = ,5'  — ,4.,  a 

à-peu-près-,  et  45°  -f-s  Q = 74"  *3’.  En  calculant  l’équation  (E), 
on  aura  par  conséquent 
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log.  l4>3  — If  l5a2Q 
compl.  log.  sin.  74“  i3'  = o,  01669 
o, 01669 

log.  — â Q = »>  i8567  » 

ce  qui  donne  $ Q = — • i5“,  33  = — i5°  ao'.  Pour  avoir  cette 
valeur  plus  approchée , j’emploie  (g40  Q •+•  i $ Q au  l*eu  8e  Q 
dans  l’expression  siu.  (45“+  î Q)  -,  et  j’ai  Q -f-  i $ Q = 58“  36' 
— 7*  40' = 5o“  46',  et  45“  + i (Q  *+•  i #Q)  = 70“  a3'.  Alors 

l’équation  (E)  donne  $ Q = — ,i„  ‘^o°~aô'  = ~ ,8“.  Donc  A ou 
Q + Q = 58“  a6'  — 16“  = 4a’  a6'. 

Cette  valeur  de  A ne  peut  être  exacte , parce  que  l’erreur  $ Q 
est  trop  grande-,  mais  elle  est  assez  approchée  pour  qu’en  faisant 
encore  une  autre  supposition  seulement,  on  parvienne  à la  valeur 
cherchée.  Soit  donc , pour  seconde  supposition  , et  en  prenant 
pour  les  minutes  un  nombre  qui  puisse  se  réduire  exactement  en 
dixièmes  de  degrés , P = 4a“  a4' = 4a’<  4-  En  calculant  l’équa- 
tion (C) , on  a 

log.  4a>  4 = >,  60736586 
compl.  log.  11“  = 8,34187737 

log.  cos.  Q = g,  8693433. 

Donc  Q g=  42“  16'  o',  89  et  î ( Q — P ) = — • 3'  5g’,  555.  Alors 
l’équation  (E)  donne  $ Q = = a88*>^»  et  en  employant 

Q-f-  i $Q  au  lieu  de  Q dans  le  dénominateur,  on  aura,  avec 
toute  la  précision  que  peuvent  donner  les  logarithmes  à sept  dé- 
cimales, #Q  = = 386',  36.  Donc  A ou  Q + $ Q 

n=  42*  16'  o*,  89  -f-  4'  46',  36  = 42“  ao'  47*,  a5.  Euler  fait  sept 
suppositions  et  calcule  trois  règles  de  trois  pour  arriver  à cette 
valeur.  Au  lieu  de  i5'  = o',  a5 , il  trouve  14*  par  une  erreur 
dans  la  dernière  des  proportions  qu’il  emploie  : mais  au  surplus 
les  logarithmes  à sept  décimales  ne  peuvent  donner  exactement 
les  tierces;  et  si  je  tiens  compte  des  centièmes  de  secondes,  c’est 
dans  la  seule  vue  d’avoir  les  dixièmes  avec  précision. 

Ce  problème  est  utile  pour  trouver  le  sinus  qui  divise  en  deux 
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parties  égales  l’aire  du  quart  de  cercle,  cf  pour  trouver  la  corde 
qui  divise  eu  deux  parties  égales  l’aire  du  dcnii-cercle,  comme  on 
peut  le  voir  dans  le  troisième  et  le  quatrième  problème  d'Euler. 

Dans  le  second  problème  qu’il  se  propose,  il  s'agit  de  trouver 
le  secteur  que  la  corde  divise  en  deux  également;  dans  ce  cas,  on  a 
à résoudre  l’équation  A = sin.  aA.  Je  fais  P — sin.  aQ  , et  j’ai 
$P  = a $ Q cos.  a Q = Q — P-f-  $Q,  suivant  la  formule  (D). 
Donc  Q — P=  a^i Q(cos. aQ  — a)  = 3$  Q (cos.  aQ  — cos.  60’) 
= Q »iu.  (îo”  — Q)  sin.  (3o°  + Q),  (FI.  a4*);  et  par 
conséquent 


0O ICQ -P) 

fin.  (3o° — Q)  »in.  (3o“-f-  (J) 

Faisons  maintenant,  avec  Euler,  P = 5o*;  nous  aurons  ~ = 


sin.  a Q = sin.  6o°  46’  = sin.  1 19"  14',  (54).  Cette  dernière 
valeur  est  celle  qu’il  convient  d’employer,  puisqu’elle  donne  pour 
Q une  valeur  plus  approchée  de  celle  de  P;  cette  valeur  sera 
5q*  57'  = Q.  Donc  i ( Q — P)  = a’  a4'  à-peu-près , et  (;5) , 

3Q  = -,i„.  u9°3/ sin. B9°37j  = — 4*.  « i P«is,  en  employant 
Q -hiïïQ  au  l»c«  de  Q,  ce  dont  nous  n’avertirons  plus,  $ Q = 

— a,n.  3/,j4Mn.'VTy  = — 5‘»  a5’  Par  conséquent  A ou  Q + 

£Q  = 5g*  3/  -5*  i5’  = 54-aa\ 

Soit  donc  pour  seconde  hypothèse  P =3  54’  ai'  = — — 

R® 


sin.  aQ  : alors  Q =,  54*  i3'  34',  5 ; et  par  conséquent  i (Q  — P) 

= — 1'  5x',  375  ; ce  qui  donne  ilQ  = ■’-i-i.??1' 

373  ; et  enfin,  avec  toute  la  précision  qu’on  peut  desirer,  $Q  = 
— aio.  24°  i5'  So'  sin.'&f  i5'  5o’ ==  a7a  • ^9*  Donc  A = Q ■+•  $ Q = 


54»  i3'  54',  5 + 4'  3a',  4 = 54*  18'  6*,  9. 

La  solution  de  ce  problème  a coûté  à Euler  six  hypothèses  et 
deux  règles  de  trois. 


Dans  le  cinquième  problème , Euler  propose  de  tirer  d’un  point 
de  la  circonférence  deux  cordes  qui  coupent  l’aire  du  cercle  en  trois 
parties  égales.  On  a alors  à résoudre  l’équation  A = sin.  (60°  — A). 
Je  fais  P ss  sin.  (6o*  — Q) , et  j'ai  $ P = — ^ Q cos.  (60”  — Q)  = 
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Q — P -f-  â Q > Ie  *'re  Q — P ==  — $ Q C 1 + cos.  6°’  — Q) 

= — 3â  Q cos.*(3o* — îQ)>  (I  a4*)î  et  par  conséquent 


âQ  = 


-:(Q-p) 

c‘o».*(3o*—  iQ) 


Faisons  acluellcment , comme  Euler,  P = ao”.  Nous  aurons  = 
sin.  ( 60°  — Q ) = sin.  ao*  aG'  ; ce  qui  donne  Q = 5g*  54' , 
et  i CQ  — P)  = g*  4/  = g9 , 8 à-peu-près.  Donc  # Q = 

= — 10%  i ; et , plus  exactement , % Q = — ~ q ’.R = — io",  3. 

s ’ ' 1 u *■  c«s.*ia“43 

Donc  A = Q -f-  $ Q = 3g*  34'  — io*  j8'  = ag”  16'. 

Soit  donc,  pour  seconde  supposition,  P = ag°  i5'  = -^7-  = 


sin.  (Go”  — Q ) ; ce  qui  donne  Q sr  39"  18'  8',  17.  Alors  1 (Q  — P) 
= >'  34',  o85  ; et  £ Q = = — 101';  et,  plus  exacte- 

ment, 5Q=c-^to  = -ioi',i8.  Don.  Q + £Q  ou 

A = ag*  iG'a7*,  comme  le  trouve  Euler,  au  moyen  de  six  sup- 
positions et  de  deux  règles  de  trois. 

L’objet  du  sixième  problème  d’Euler  est  de  trouver  un  arc  qui 
soit  égal  à la  somme  du  rayon  , du  cosinus  et  du  sinus.  On  a à 
résoudre  l’équation  180°  — À = 1 -f-  cos.  A -f-  sin.  A.  A l’unité 
je  substitue  la  valeur  du  rayon  en  degrés , laquelle  est  üy°,  39578 , 
comme  on  peut  le  déduire  de  log.  R*,  (63i);  et  j’ai  iaa”,  70433  — A 
s=  cos.  À + sin.  A = sin.  ( 45*  -h  A)  \/a > ( H*  7* )•  Soit,  pour 
abréger,  iaa“,  7042a  = C ; nous  aurons,  toujours  par  la  même 
méthode,  C — P = sin.  (45°  -f-  Q ) i/a , et  — $P  = 
cos.  (45*  -f-  Q)  j/a  = P — Q — â Q > d’oa  l’on  tire  P — Q = 

Si  Q ( / i H-  cos.  45*  + Q ) t/a  = cl  Q C cos-  45’  + cos.  45”  + Q) 
t/a  = a$  Q cos.  (45”  -f-  s Q)  cos.  î Q t/a , (II.  ao*).  Et  par  con- 
séquent 

<1  n _ . 

^ ' cos. -J  Q cos.  (45°  + î Q)  v^2 

Soit , avec  Euler  , P = 40’  ; alors  C — P = 8a”,  7042a.  Mais 
est  > 1 , tandis  que  cette  quantité  doit  être  égale  à 
sin.  (45*  -+-  Q)  j donc  la  valeur  supposée  pour  P est  trop  petite. 
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Par  la  seconde  supposition  d’Euler , P = 4S*  > ce  V1*  donne 

8o'7°**3  — sin.  (45*  + Q)  = sin.  84*  5a',  et  par  conséquent 

Q ==  39”  5a',  i (P  — Q)  = i*  4'  = »%  07  à-peu-près,  et 

gn „ **-°7.  ,*1—7 - = i*,9  = i*  54' -,  et,  plus  exacte- 

C*  V — co>.  lt)*5G'  coj.64”3bVâ  ” r 

__oriA  q n 1 * °7  - — ; i*  o4  = i*  56'.  Donc 

ment  * cfl  V coe.  ao°a4/  COS.  l/a  *** 

Q -+-  ou  A = 5g-  5a  4-  1*  56'  = 4>“  48'. 

Soit  donc,  pour  dernière  hypothèse,  P = 41*  48'  — 4**#  8* 
Alors  C — P = 8o%  90433  ; et  — sin.  86-  49'  36*,  4 ; ce 

qui  donne  Q = 41”  4g' 36*,  4 , et  J (P  — Q)  = — 48*.  a- 

q O ~~  48‘» 3 — — — 80',  4.  Cette  quantité  est  si 

— cos.  ao.  55'  cos.  b 5"  55'  y à ^ ’ * 1 

petite*  qu’il  est  inutile  d’appliquer  au  dénominateur  la  correction 
ordinaire.  On  a donc  A = Q -f-  BQ  = 41’  4®'  7 >°<  valeur 
qu’Euler  obtient  par  quatre  suppositions  et  deux  règles  de  trois. 

Dans  le  septième  problème , Euler  cherche  un  secteur  qui  soit 
égal  à la  moitié  du  triangle  formé  par  le  rayon , par  la  tangento 
et  par  la  sécante.  L’équation  à résoudre  est  aA  = tang.  A.  Je  fais 

aP  = tang.  Q,  et  j’ai  a$P  = ~~  = a(Q  — P + $Q). 
et  Q - P » âQ  (îïàrç- 0 = *Q  X ” 

BQ  x (L  a5‘>  Donc 

0 q »(P  — Q)  eo»*Q 

^ co».  aQ 

| 30 

Actuellement  faisons,  avec  Euler,  P = 6o*  : nous  aurons  -jp  — 
tang.  Q ; Q = 64*  a9';  a(P  — Q)  = — 8“  58'  = — 8’,  95 
à-peu-près  -,  £ Q = - = a*'  = a*’  38'  > et  ’ 

plus  exactement , $ Q = — 8 = 2%  a65.  Donc  A 

°U  Q -+-  B Q = 66*  45'. 

Soit  donc , pour  seconde  supposition  , P = 66%  75  ; et  par 
conséquent  = tang.  Q.  Alors  Q = 66”  46'  i8*,7a;  a (P  — Q) 
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e » //  o rv  i57*,i(<(cn».*66“4S'  , 

,57  * 44  » $ Q = cnà~ 1 35° 3? — — 55  ï!'1.  scrupu- 
leuses, J Q = ■ - igff  ÿgÿ  54'  ^ 5y,  S,,  Donc  A 

= Q + ^ Q = 66»  /,G'  54',  a3. 

F.uler  parvient  à ce  résultat  au  moyen  de  six  suppositions  dont 
le  P.  Fontaua  a aussi  fait  usage,  (Tom,  JI  des  Mémoires  de  la 
Société  Italienne.  ) 

Enfin,  dans  le  huitième  problème  , Euler  se  propose  de  déter- 
miner un  arc  qui  soit  égal  à sa  corde  continuée  jusqu’à  la  ren- 
contre du  prolongement  du  rayon  qui  passe  à 90°  de  l'origine  d« 
eet  arc.  L’équation  à résoudre  est  A sin.  j A = 1.  Je  l’écris  ainsi, 
A = coséc.  J A , expression  qui  conduit  plus  promptement  à l’équa- 
tion différentielle  ci-après.  Je  fais  ensuite , comme  dans  les  opé- 
rations précédentes,  P = coséc.  i Q , et  réduisant  à la  forme 
infinitésimale  la  différentielle  finie  de  la  cosécante  (1407),  j’ai 

= - ; aQ  x = Q - P + âQ.  «I  Q - P = 

Maintenant  faisons,  avec  Euler,  P = 70’.  On  a = coséc.  I Q , 

R* 

ou  — = sin.  j Q = sin.  54°  56'  : donc  Q = 109°  5a',  et  Q 

P = 3g*  5a'  = 39%  87  à-peu-près.  Mais  — 0,  4a88  : 

donc  $ Q = — ;q  ‘ gl  = — 37°,  9.  Plus  exactement, 

i,4ase  » afin.ffîS/ 

— 0,60735,  et  =a  — 34 °,8.  Donc  A ou 

Q + =85"  4'. 

Seit  donc , pour  seconde  supposition  , P = 85°  3'  = 85",  o5. 

— » R°  " 

Nous  aurons  = sin.  7 Q = sin.  4a°  ai'  V,  9 ; et  par  consé- 


quent Q = 84°  4a'  7’,  8;  et  Q — P = — 20'  5a',  a = — ia5a',2. 
Mais  ^.^1— °’8l^6:  donc  = 690',  a = 

11'  3o’,  a.  Plus  rigoureusement,  5^  = 0,812098  ; donc 

9i*,oa==  u'  3»’,  02.  Donc  A = Q -f 
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= 84*  53'  38',  82.  Euler  trouve  une  valeur  un  peu  moins  approchée  : 
il  y parvient  après  six  suppositions. 

945.  Les  éqnations  résolues  dans  l'article  précédent  sont  du 
genre  des  équations  transcendantes  , parce  qu'elles  contiennent 
l'arc  A sous  deux  formes  hétérogènes  (179),  c’est-à-dire  parce 
que  l'arc  y est  comparé  et  égalé  à des  lignes  droites  , telles  que 
les  lignes  trigonométriques  de  cet  arc  ou  de  ses  multiples. 

946.  Il  est  facile  de  résoudre  par  notre  méthode  l’équatiou  de 
cette  forme  , sin.  n A — m sin.  A , que  propose  d’Alentbert , 
( Opusc . Math.  Tom.  V,  p.  222),  et  de  laquelle  il  s’agit  de  tirer 
la  valeur  de  l’arc  A.  Je  fais  sin.  «P  = m sin.  Q , et  j’ai  n $ P 
cos.  «P  — m'c ) Q cos.  Q.  Substituant  la  valeur  (D)  de  $ P,  (q44)»  jc 

trouve  #Q  = — 1 j ‘ Deux  suppositions  donneront  la 

—co».  Q — co».  n P 
n 

valeur  de  A , pourvu  que  l’on  observe , dans  l’une  et  dans  l’antre 
de  ces  suppositions,  de  faire  deux  calculs  pour  avoir  la  valeur  de 
$ Q,  en  employant , dans  le  second  de  ces  calculs,  cos.  n(P-f-i$P) 
et  cos.  (Q  3$  Q)  au  lieu  de  cos.  n P et  de  cos.  Q,  (940* 

947.  Au  reste  ce  problème  et  ceux  de  l’article  (944)  peuvent,  se 
résoudre  directement  par  les  séries  infinies.  Par  exemple,  l'équation 
de  d'Aleinbcrt  se  transforme  eu  celle-ci  (267 J,  nA  — \ n3 AJ 
-1-  vis  n!A5  — etc.  = m (A  — JA*  -f-  733  A5  — etc.).  Donc 
(n  — m)  A — J (n3  — m)  A’  -f*  773  (n5  — m)  A*  — - etc.  1=  o. 
Divisant  par  A , et  transposant , on  a 

n — m — J (n3  — m)  A*  — jh  (ns  — m)  A'  -f-etc. 

Qu’on  fasse  A*  —y , et  cette  équation  comparée  à l’équation  (259), 
en  observant  qu’ici  n — m tieut  lieu  de  m dans  l’équation  (P) , 
donnera  une  autre  équation  de  la  forme  (Q),  (260),  de  laquelle  on 
tirera  la  valeur  de  y,  et  par  conséquent  celle  de  A ou  de  \/y. 

94b.  Nous  avons  donné  les  moyens  de  résoudre  une  équation 
quelconque.  Il  nous  reste  à faire  voir  combien  la  Trigonométrie 
donne  de  facilité  pour  arriver  à de  certaines  solutions  qu'on  n’ob- 
tient qu’avec  peine  par  la  voie  de  l’analyse. 

Soit  l’équatiou 

(F) 0 cos.  A -+■  b sin.  A = n, 


c 


/ 


/ 
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de  laquelle  on  veut  tirer  la  valeur  de  l’arc  A.  Je  divise  cette  équa- 
tion par  a- , et  faisant 


. Tj  b «in.  B 
(G) tang.B  = - =~â, 

j’aurai  (II.  4')  , 

»y>  /A  71  V 1%  cos.  B 

(H; COS.  (A  — B)  = — — . 


La  solution  des  équations  de  la  forme  (F)  se  réduit  donc  à cher- 
cher par  l’équation  (G)  un  arc  B , et  par  l’équation  (H)  un  arc 
(A  — B)  : la  somme  ou  la  différence  de  ces  deux  arcs  est  égale- 
ment l’arc  cherché  A.  Car  l’équation  (F)  est  implicitement  du 
second  degré , comme  on  peut  le  voir  en  substituant , par  exemple  , 
l/(i  — sin. ‘A)  à cos.  A , puis  résolvant  l’équation  par  les  méthodes 
ordinaires,  pour  en  tirer  la  valeur  analytique  de  sin.  A. 

g4g.  Le  problème  de  d’Alembert  ( Opusc . Tom.  VI,  pag.  3a5), 
tendant  à réduire  le  binôme 


a cos.  A + b cos.  B 

au  monome  x eus. y , est  d'une  expression  analogue,  quoique  d'un 
autre  genre. 

Qu’on  écrive  B = A + m;  et  ^ = A + t. 

On  aura  a cos.  A -f-  b cos.  A cos.  m — b sin.  A sin.  m — x cos.  A 
cos.  z — x sin.  A sin.  z ; d’où  cos.  A ( a -f-  b cos.  m—x  cos.  z ) 
= sin.  A ( b sin.  m—x  sin.  z).  Donc  en  faisant 

x cos.  z = a -f-  b cos.  m , il  en  résultera 
x sin.  z = b sin.  m. 


Divisez  la  seconde  de  ces  deux  équations  par  la  première,  vous 
aurez 

b tin.  m 


tan  g.  z = — —t— ; 

0 o-f*p  cot.  m 7 


quarrez  les  deux  mêmes  équations , et  leur  somme  donnera 
x‘  = a*  + 3 ab  cos.  m ■+•  b‘. 


Le  problème  est  résolu , puisque  x,  z , et  par  conséquent  y,  sont 
exprimés  au  moyen  des  quantités  du  binôme  donné. 

D’Alembert  en  déduit  cette  conséquence,  que  toute  quantité  com- 
posée des  termes  a cos.  A,  b sin.  B,  etc.,  peut  se  réduire  de  la 


Digitized  by  Google 


DES  ÉQUATIOMS.  3T! 

même  manière  à la  forme  x cos  .y,  ou  bien  x sin. y , en  faisant 
y — 90” — y . Si  l’on  avait  plus  de  deux  termes,  on  réduirait  les 
deux  premiers  à un  seul , puis  ce  terme  et  le  troisième  encore  à 
un  seul,  puis  celui-ci  et  le  quatrième,  et  ainsi  de  suite. 

950.  Soit  maintenant  à résoudre  l'équation 
a tang.  x -J-  b cot.  x = n. 

En  multipliant  l’équation  par  , et  transposant,  on  a tang.” j. 

— i 2 tang.  x = — ^ > équation  facile  à résoudre  par  la  mé- 
thode (818). 

g5i.  Soit  enfin  proposée  l’équation  suivante,  finie  ou  infinie; 
(K). ...  z — u a sin.  u 4-  b sin.  aa  + c sin.  5 u 4-  etc. , 

dans  laquelle  on  cherche  la  valeur  de  u.  Cette  équation  est  du 
genre  des  transcendantes  (g45).  La  solution  la  plus  facile , dans 
les  cas  particuliers,  est  celle  que  j’ai  donnée  (940).  Mais  si  l'on 
veut  une  formule  générale  infinie,  dans  laquelle  la  série  soit  con- 
vertie analytiquement  comme  il  suit, 

CL). ...  b = j + A sin.  z 4-  B sin.  az  4-  C sin.  3 z -f-  etc. , 

les  méthodes  trigonométriques  que  nous  avons  vues  jusqu'à  présent 
sont  extrêmement  laborieuses;  ce  qui  m’a  donné  lieu  de  chercher 
la  méthode  beaucoup  plus  simple  que  je  vais  exposer. 

g5a.  Si  dans  la  série  (K)  on  substitue  les  valeurs  de  siu.  u,  sin.  au, 
sin.Sü,  etc.,  données  par  la  série  (W),  (367),  on  aura,  en 
réunissant  les  coefficiens  de  chaque  puissance  de  u , 

(M) . . . z = (1  -f-  a -f-  ab  -f-  3c  4-  etc.)  u — \ (a  -f-  a Jô-f-  3Jc-f-etc.  ) u*. 

4-  7^5  Ca  + a5A>  + 35c  4“  etc.)  — etc. 

En  traitant  de  même  la  série  (L) , elle  deviendra 

(N) ...  n=(i-f- A-f-aB-f-3C+etc.)z — jL(A4-a3B4-3’C4-etc.)  z’ 

4-  u 3'^  ^ ( A -f-  a5B  4-  35C  4-  etc.  ) zs  — etc. 

g53.  Pour  plus  de  simplicité,  exprimons  ces  deux  séries  comme 
il  suit  : 


« 
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z — mu  — nu * + pu 5 — qu’  4-  tu * — etc. 
u = Mz  — NzJ  4-  P z5  — Qz’  4-  Rz‘  — etc» 

Substituons  ensuite  dans  la  dernière  les  valeurs  de  z,  zj,,  z!,  etc.,' 
prises  de  la  précédente;  et  ordonnant  les  ternies  relativement  aux 
puissances  de  u , (aG3) , nous  aurons 


Mz  =M mu 

— Mwn’-f-  M pus — Mm* — etc. 

— Nz’= 

— N m3  +3N  m'n — 5N/n*/>-f-  3N  m'q — etc. 

— 5N/n«*-f-  6N mnp — etc. 

-f-  Nn* — etc. 

+ Pz5  = 

P/»5  — 5Pm4«-f-  5P m*p  — etc. 

+ ioPm3«* — elc. 

— Qz'= 

— Qui’  + jQm*n — etc. 

4-Rz’  = 
— elc. 

4“  Rrn*  — etc. 

954.  D’où  nous  tirerons  par  la  méthode  exposée  (a64)  , 


M 

N 

P 

Q 


— m 

__  — pm 

“ ~ m7 


i fl  n1  — iïmnp  -f*  Çm* 


55 n4  — 55™/!*/*  -f*  1 om'nq  -f-  om*pt  — rm3 

Ce  sont  les  équations  finales  du  problème , puisqu’en  substituant 
dans  ces  équations  les  valeurs  de  M,  N,  P,  etc,,  m,  n,p,  etc., 
prises  dans  les  séries  (N),  (M),  il  ne  reste  plus  qu’à  les  résoudre 
par  les  méthodes  ordinaires , pour  en  tirer  les  valeurs  des  indéter- 
minées A,  6,  C,  etc.  Nous  en  allons  faire  un  essai  sur  le  problème 
de  Kepler  (i485),  en  nous  bornant  à la  quatrième  indéterminée  D. 

g55.  Au  lieu  de  M = on  a par  les  séries  (N),  (M) , 


1 -f-  A -f-  aB  -f-  5C  -f-  4D  := 
(O)...  A + aB  -f-  3C  + 4D 


-f-a  + aè-J-3c-f-4<Z * 

a-f*  aô-f-3e-f-4^ 

1 -f-  a -f-  ab  -+*3t  -f-  4 J* 
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Au  lieu  de  N = — on  a j ( A + 8B  + 37C  + 64D) 

o + 8i  4-  »7c-t-  64<t 
6'(i  4-a4-a6  + 3c  + 4^)'  * 


CP)-  ■ A+8B+J7c+C4D=-(|  ;t”t;cÆV 


956.  Or , dans  le  problème  de  Kepler , a = ac  , b — \e'~ f-  j e4, 
c = je’,  d—-^e*,  (en  désignant  par  e l’excentricité  de  l’orbite 
d'une  planète).  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (O),  et 
réduisant , on  a 


A + aB  + 3C  + 4D  = 


a«4- j**4-«*4- 
» -f-ae-Me’  + e’  + 1**’ 


Qu'on  effectue  la  division,  en  négligeant  les  puissances  de  e supé- 
rieures à la  quatrième  que  nous  avons  prise  pour  limite,  et  on 
aura 


(Q)'. ....  A 4*  s B 4*  5 C 4*  4 ^ ===  "■  2 e -4-  « s1  — 5s3  4“  îf  ^ • 


Pour  simplifier  de  la  même  manière  l’équation  (P),  il  faut  premiè- 
rement élever  à la  quatrième  puissance  la  valeur  (1 
+ e1  + \ e4)  de  1 -f-  a + 3 b 3c  + t^d.  Dans  cette  opération 
on  peut  négliger  même  la  quatrième  puissance  de  e,  parce  que 
dans  la  division  elle  n’influe  que  sur  la  cinquième.  Alors  on  a 
facilement  (i  -f-  ae  + | e*  + e5)4  = 1 -4-  8e  + 5oe*  + 73e1. 
En  divisant  par  le  second  membre  de  cette  équation  la  valeur  do 
0-4-80  + 370-4-  64  d,  qui  est  ae  + 6e*  -4-  9e1  -4-  ne*# 
l’équation  (P)  deviendra 

(R). ..  A + 8B  + 370  + 640  = — 3 e +•  10  e*  -—39e5  + 65e4. 


957.  Dans  le  problème  de  Kepler,  la  série  (K)  a cette  propriété,’ 
que  les  coefficiens  a,  c,  etc.,  correspondans  aux  multiples  im- 
pairs de  u , contiennent  seulement  les  puissances  impaires  de  e , 
c’est-à-dire  de  l’excentricité , et  que  les  coefficiens  b , d , etc. , 
correspondans  aux  multiples  pairs  de  u , renferment  seulement 
les  puissances  paires  de  e.  La  même  loi  doit  avoir  lieu  dans  la 
série  (L),  comme  le  démontre  Laplace , (Mécanique  Céleste , 
Tom.  I,  pag.  181  ).  Si  donc  on  admet  pour  principe  que  la  valeur 
des  indéterminées  A,  C , doit  être  exprimée  par  les  puissances  im- 
paires de  e,  et  la  valeur  de}  indéterminées  B,  D,  par  les  puissances 

55 
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paires,  on  pourra  tirer  la  valeur  de  ces  quatre  inconnues  des  deux 
seules  équations  (Q),  (H)»  en  les  décomposant  en  quatre  autres, 
comme  il  suit  : 

A + 3Ç  = — ae—  3e3;  aB+  4^  = + 

A-j-  37c  = — ae  — 29e3  ; 8B  + 64D  = ioe’-j-ôSe4. 

C’est  par  cet  artifice  que  des  cinq  équations  finales  seulement  (954), 
j’ai  tiré  la  valeur  de  neuf  indéterminées,  en  poussant  l'approxi- 
mation, dans  la  série  (L),  jusqu’à  sin.gz  et  à la  neuvième  puissance 
de  l’excentricité,  comme  on  le  verra  (1489). 

g58.  Dans  l’analyse  trigonométrique,  on  a quelquefois  besoin 
de  développer  les  valeurs  approchées  de  sin.(«  sin.u),  sin.  (ncos.u), 
cos.(«  sin. a)  cos.  (n  cos.a).  F.n  considérant  n sin.  a comme  un 
arc,  on  a parla  série  (W),  (267), 

sin.  (n  sin. a)  = n sin.  a -+■  — etc. 

959.  Si  l’on  veut  cette  valeur  exprimée  non  par  les  puissances 
du  sinus  de  a , mais  par  les  sinus  des  multiples  de  a , on  substi- 
tuera les  valeurs  de  sin.3a,  sinAi , etc.,  prises  dans  la  table  ($09),  et 
l’on  aura 

sin.(n  sin.  u)=(n— — ctc.)sin.  fl-f-g— ~ -f-etc.)  sin.  3u 
■+-  ■*—  etc.^  sin.  5 a -f-  etc. 

, t 

On  développerait  de  même  les  autres  sinus  et  cosinus  proposés, 
en  se  servant , pour  les  cosiuus,  de  la  série  (a85). 

Il  est  facile  de  voir  qoe  l’utilité  de  ces  opérations  dépend  de  la 
convergence  des  séries  formées  comme  ci-dessus;  et  que  cette 
convergence  sera  d’autant  plus  grande  que  la  quantité  n sera 
plus  petite. 


j 
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Définitions , ISotions  et  Propositions  préliminaires  , 
particulières  à la  Trigonométrie  sphérique. 


960.  la  A Trigonométrie  sphérique  enseigne  à résoudre  les 
triangles  formés  par  trois  arcs  de  grands  cercles  (96a)  sur  la  sur- 
face d’une  sphère.  Les  côiés  de  ces  triangles  sont  par  conséquent 
des  arcs,  et  s’évaluent  comme  les  angles  , en  degrés,  minutes,  etc. 
Trois  parties  étant  connues  dans  un  triangle  sphérique,  la  Tri- 
gonométrie sphérique  donne  les  moyens  de  trouver  toutes  les  autres 
dans  la  plupart  des  cas. 

96t.  Si  l'on  prend  pour  centre  un  point  à volonté  dans  l’univers, 
tous  les  points  situés  à une  même  distance  de  ce  centre  appartien- 
dront à la  surface  d’une  sphère  ayant  cette  distance  pour  rayon. 

Il  est  donc  indifférent  que  le  globe  sur  lequel  s’exerce  la  Trigo- 
nométrie sphérique  , soit  réel  ou  seulement  imaginé , petit  ou  grand , 
plein  ou  vide  intérieurement  en  totalité  ou  en  partie  : les  propo- 
sitions trigonométriques  sont  générales  pour  une  sphère  quelconque-, 
il  suffit  que  dans  une  même  démonstration , dans  une  même  formule, 
on  n'emploie  pas  en  même  temps  des  sphères  de  diverses  grandeurs, 
des  arcs  de  rayons  différens. 

963.  On  appelle  grands  cercle s ceux  qui  ont  pour  centre  et 
pour  rayon  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère.  Tous  les  grands 
cercles  sont  donc  égaux  entre  eux.  Si  on  conçoit  que  le  demi- 
cercle  AEDB  fasse  une  révolution  entière  autour  du  diamètre  AB, 
le  point  D , que  je  suppose  à égale  distance  des  points  A et  B , F's 
décrira  dans  cette  révolution  la  circonférence  d’un  grand  cercle, 
dont  le  rayon  est  celui  CD  de  la  sphère,  et  le  centre  celui  C de 
la  sphère.  . 
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Fif-  5>.  9G3.  Mais  chaque  autre  point , comme  F , de  la  demi-circon- 

férence AF.DB  décrira  un  petit  cercle  ayant  pour  rayon  une  or- 
donnée EF,  et  pour  centre  un  point  F différent  du  centre  C de 
la  sphère.  Il  est  évident,  i*.  que  les  petits  cercles  sont  égaux  entre 
eux,  lorsqu’ils  ont  leurs  centres  à une  même  distance  du  centre 
de  la  sphère*,  a*,  que  les  petits  cercles  sont  d’autant  plus  petits 
que  leur  centre  est  plus  distant  de  celui  de  la  sphère. 

964.  Si  on  divise  nno  sphère  en  deux  parties  égales , le  plan 
coupant  passera  par  le  centre,  et  par  conséquent  la  section  de  la 
surface  de  la  sphère  sera  un  grand  cercle.  Mais  par  chaque  point 
de  la  surface  on  peut  faire  une  section  qui  passe  par  le  centre  de 
la  sphère , et  qui  la  divise  par  le  milieu  : donc  le  nombre  des  grands 
cercles  de  la  sphère  est  infini. 

965.  On  sait  par  la  Géométrie  élémentaire,  que  trois  points 
qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  déterminent  la  position  d’un  plan. 

Si  donc  le  plan  coupant  passe  par  le  centre  de  la  sphère  et  par 
deux  points  donnés  sur  sa  surface , la  direction  du  plan  coupant, 
et  par  conséquent  la  section  de  la  superficie,  seront  déterminées. 
Donc  d’un  point  à un  autre  sur  la  surface  de  la  sphère , on  peut 
toujours  tracer  ou  concevoir  un  arc  de  grand  cercle , et  il  ne  peut 
y en  avoir  qu’un  seul , si  ce  n’est  lorsque  cet  arc  est  de  180°,  (966). 

9 66.  Puisque  le  centre  de  la  sphère  est  commun  & tous  les 
grands  cercles  , toute  ligne  d’intersection  de  leurs  plans  passera  par 
le  centre  commun , et  sera  par  conséquent  un  diamètre  commun 
à la  sphère  et  aux  cercles  coupés.  Ainsi  AB  est  le  diamètre  de  la 
sphère,  du  cercle  ADBL  et  du  cercle  AGB  (duquel  la  moitié 
seulement  se  voit  obliquement  dans  la  figure  ).  Mais  tout  diamètre 
divise  la  circonférence  en  deux  parties  égales;  donc  1°.  les  grands 
cercles  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales  j a°.  les 
points  d'intersection  des  circonférences , comme  A et  B , sont 
toujours  dis  tans  de  180“  l’un  de  l'autre . 

9G7.  On  peut  donc  renfermer  avec  deux  arcs  seulement  une 
portion  de  surface  de  la  sphère , pourvu  qu’ils  soient  chacun  de 
i8o\  Alors  la  superficie  comprise,  comme  AEDBKGA,  se  nomme 
fuseau. 

968.  On  appelle  axe  d'un  grand  cercle  celui  des. diamètres  de  _ 
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la  sphère,  qui  est  perpendiculaire  an  plan  ou  à un  diamètre  quel- 
conque de  ce  cercle.  Si  on  conçoit  que  dans  la  fig.  5a  le  rayon  CD 
de  la  sphère  soit  élevé  perpendiculairement  au-dessus  du  plan  sur 
lequel  est  décrit  le  grand  cercle  AEDBL  , CD  sera  le  demi-are 
de  ce  cercle.  De  même,  AB  est  l’axe  du  grand  cercle  dont  la  cir- 
conférence passerait  par  les  points  D et  L,  et  dont  le  plan  serait 
perpendiculaire  au  cercle  ADBL. 

969.  Les  points  extrêmes  de  l’axe  , tels  que  A et  B , se  nomment 
les  pâles  du  grand  cercle  dont  AB  est  l’axe.  L’arc  AD  = 90"  = BD 
mesure  sur  la  superficie  de  la  sphère  la  distance  des  pôles  à la 
circonférence  ; et  par  conséquent  chaque  point  de  la  circonférence 
est  distant  de  90*  de  chacun  des  pôles.  Deux  grands  cercles  ne 
peuvent  donc  avoir  les  mêmes  pôles. 

970.  On  peut  concevoir  une  infinité  de  petits  cercles  parallèles 
& chaque  grand  cercle.  Si  EF  est  parallèle  à CD , le  petit  cercle 
qui  a pour  rayon  EF,  se  nomme  et  est  en  effet  parallèle  au  grand 
cercle  décrit  par  le  rajon  CD  dans  la  révolution  du  demi-cercle 
ADB  autour  de  In  droite  AB.  Or  entre  les  pôles  A et  B de  ce 
grand  cercle,  on  peut  concevoir  une  infinité  d’ordonnées  à l’axe 
AB,  parallèles  à CD,  comme  EF.  Donc,  etc. 

Il  s'ensuit  que  toute  section  de  la  sphère  est  un  cercle,  même 
lorsqu’elle  ne  passe  pas  par  le  centre  , puisqu’on  peut  toujours  ima- 
giner une  section  parallèle  qui  passe  par  le  centre,  (964}. 

971.  Les  pôles  d’un  grand  cercle  sont  aussi  ceux  de  tous  ses 

parallèles,  et  tous  les  points  de  chaque  circonférence  sont  à une 
même  distance  de  l'un  ou  de  l’autre  des  pôles.  Il  est  évident,  paç 
exemple , que  la  révolution  (963)  du  rajon  FE  aütour  de  l'axe  AB 
n’altère  en  aucun  point  les  distances  EA,  EB.  1 . 

D'après  ces  principes  il  est  aisé  de  déterminer,  avec  des  compas 
sphériques,  sur  la  surface  d’un  globe,  les  pôles  d’un  cercle  donné, 
ou  de  décrire  d’un  pôle  donné  un  grand  ou  un  petit  cercle. 

972.  Si  deux  arcs  de  cercles  inégaux  s'appuient  sur  une  môme, 

corde,  et  qu'ils  soient  l'un  et  Vautre  moindres  que  la  demi-cir- 
conférence, le  plus  grand  est  celui  qui  est  décrit  d'un  plus  petit 
rayon.  • r 

Ce  théorème  s'énonce  ordinairement  sans  démonstration , comme 
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une  vérité  que  la  seule  opération  du  compas  rend  évidente;  et  si 
j’en  ai  rencontré  quelques  démonstrations  géométriques,  elles  m'ont 
paru  peu  satisfaisantes.  J’ai  déduit  de  l'analyse  celle  qui  suit;  elle 
est  rigoureuse. 

Fig. 53.  Les  arcs  DBE , DAE  étant  sous-tendus  par  une  môme  corde  DE, 
étant  de  plus  moindres,  l'un  et  l'autre , que  de  180°,  et  décrits,  le 
premier  du  rayon  FE,  le  second , du  rayon  CE  > FE , je  dis  qu'on 
a DBF.  > DAE. 

En  effet  la  différence  de  l'arc  à la  corde , tous  les  termes  étant 
rendus  homogènes  (104)  , est  (278),  A — asin.  îA=jx  A 

X — — 577—  -f-  etc.;  ce  que  j’écris  ainsi,  pour  abréger, 

» • ■ a m *in.î  1 A , nain. H A . . ~ , r. 

À — asm.  à A = 1 j^-= (-  etc.  Donc,  (en  Faisant 

DBE  = B , DAE  = À , la  corde  DE=  aK  f CE  = R , FE  = /*), 

■o  17  m K5  , "Ks  , . XT  m K*  , 

ou  aura  B — aK  = — — (-  — + etc. , et  A — aK  = 4- 


+ etc.  Mais,  d’après  les  conditions  données,  on  a R > r;. 

çt  il  s’ensuit  que  chacun  des  termes  du  second  membre  dans  la 
dernière  équation  est  moindre  que  chacun  des  termes  semblables 
dans  la  précédente.  Donc  on  a B — aK  > A — aK,  et  par  con- 
séquent B > A;  ce  que  j'avais  à démontrer.  ; 

973.  L’équation  (378)  n'est  pas  applicable  aux  arcs  qui  excèdent 
180’  ; mais  il  est  clair  que  dans  ceux-ci  c’est  tout  le  contraire  de 
ce  qui  arrive  pour  les  arcs  au-dessous  de  180°.  Car  les  circonfé- 
rences étant  comme  les  rayons,  si  de  la  plus  grande  on  retranche 
une  portion  plus  petite  que  celle  qu’on  déduit  de  la  moindre  cir- 
conférence , comme  on  vient  de  le  voir,  la  partie  de  circonfé- 
rence qui  restera  de  la  plus  grande,  l’emportera  d’autant  plus  sur 
celle  qui  reste  de  la  plus  petite. 

974.  Je  conclus  de  ce  qui  précède  , que  l'arc  de  grand  cercle  , 
au-dessous  de  1800,  est  le  plus  court  qu'on  puisse  mener  d'un 
point  à un  autre  sur  une  surface  sphérique. 

L'arc  de  grand  cercle  est  la  mesure  naturelle  et  unique  de  toute 
distance  sphérique , parce  que  c’est  une  mesure  constante.  Les 
petits  cercles  (965)  étant  au  contraire  inégaux,  la  Trigonométrie 
u 'en  fait  aucun  ujage.  Aussi  quand  nous  parlerons  simplement 


Digitized  by  Google 


DE  LA  TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE.  37g 

de  cercles  on  d’arcs,  nous  entendrons  toujours  les  grands  cercles 
ou  les  arcs  de  grands  cercles.  . , 

975.  Considérons  dans  la  fig.  54  le  fuseau  AEDBKGA  de  la 

fig.  5a;  et  cherchons  a évaluer  l’angle  formé  sur  la  surface  de  la,  „ .. 
sphère  par  la  rencontre  de  deux  arcs,  par  exemple  l’angle  DAM. 

Il  est  clair  que  l’angle  DAM  est  le  même  que  l’angle  EAG  : la 
grandeur  d’un  angle  sphérique , de  même  que  la  grandeur  d’i*i 
angle  rectiligne,  est  indépendante  de  celle  des  côtés;  puisqu’un 
a.’ig'e  sphérique  n'est  que  l'ouverture  ou  l’inclinaison  mutuelle 
de  deux  arcs , considérée  dans  les  points  immédiatement  contigus 
à celui  dans  lequel  ils  se  rencontrent.  Mais  l'arc  infiniment  petit 
se  confond  avec  sa  tangente  (284) , puisqu’ils  ont  leur  origine  au 
même  point , et  qu’ils  sont  l’un  et  l’autre  perpendiculaires  au  rayon 
qui  aboutit  à ce  point.  Donc  un  angle  sphérique  quelconque,  h.AG, 
formé  par  le  concours  de  deux  arcs  AE,  AG,  est  le  même  que 
l’angle  formé  pur  le  concours  des  tangentes  de  ces  deux  arcs.  Or 
les  tangentes  des  arcs  AE,  AG,  sont  respectivement  parallèles  aux 
rayons  CD,  CM  , qui  sont  perpendiculaires  à AC,  en  supposant 
AD  =go”  =e  AM.  Par  conséquent  l'angle  formé  par  ces  tangentes 
sera  égal  à DCM.  Mais  cet  angle  ayaut  son  sommet  au  centre  dp 
la  sphère,  il  a pour  mesure  l'arc  DM.  Donc  i°.  un  angle  sphérique 
a pour  mesure  l’arc  compris  entre  ses  côtés,  à 90“  de  distance  de 
leur  intersection.  . 

976.  L'angle  DCM  est  aussi  celui  qui  sert  de  mesure  à l’incli- 

naison mutuelle  des  deux  plans  AEDB,  AGKB.  Si,  pour  ipesnrér 
cette  inclinaison  , on  prenait  un  angle  quelconque  formé  par  des 
lignes  non  perpendiculaires  à la  commune  section  AB,  les  lignes 
diversement  inclinées  donneraient  des  angles  différens , qui  par 
conséquent  ne  seraient  pas  propres  k fixer  une  quantité  déterminée 
pour  l'inclinaison  des  deux  plans.  Et  en!  effet,  quand  deux  plans 
Sont  perpendiculaires  l’un  k l'autre,  leur  angle  d’inclinaison  est 
nécessairement  droit  ; or  il  est  facile  de  voir  qu’il  ne  serait  pa* 
droit,  si  on  le  considérait  formé  par  des  lignes  qui  ne  seraient  pas 
perpendiculaires  l’une  et  l’autre  à la  commune  section.  Donc  2°.  un 
angle  sphérique  a pour  mesure  l’inclinaison  des  plans  des  deux 
arcs  qui  le  forment.  ...» 
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Fi8  54.  977.  En  appliquant  à l’angle  DBM  tout  ce  que  nous  venons  de 

dire  (975  , 976) , on  démontrera  de  même  qu’il  a aussi  pour  mesure 
l’arc  L)M.  Donc  i*.  les  circonférences  de  deux  cercles  forment 
deux  angles  égaux , aux  deux  points  de  leur  intersection  ; a”,  ces 
deux  points  sont  les  pôles  (966 , 969)  de  l'arc  qui  sert  de  mesure 
commune  à ces  deux  angles. 

978.  Pour  qu'un  angle  sphérique  soit  de  90*,  il  faut  donc  que 
ses  côtés,  prolongés  s'il  est  nécessaire,  passent  par  les  pôles  l’un 
de  l'autre.  En  effet  l’inclinaison  des  plans  est  visiblement  égale 
à celle  de  leurs  axes  (968);  si  donc  deux  plans  sont  perpendicu- 
laires entre  eux , l'axe  de  l'un  sera  nécessairement  dans  le  plan 
de  l’autre. 

979.  Ainsi,  dans  la  pratique  , si  l’on  veut  former  un  angle  droit  à 
l’extrémité  D d'un  arc  DE,  on  prendra  sur  DE,  prolongé  s’il  le 
faut,  un  arc  DA  = 90’.  Ensuite  du  point  A pour  pôle  et  de  l’in- 
tervalle AD,  on  décrira  un  arc  DM;  et  on  aura  ADM=go% 
puisque  DE  prolongé  passe  par  le  pôle  A de  l’arc  DM  , et  que 
DM  prolongé  jusqu’à  ce  qu’il  fût  de  90” , se  terminerait  à un  point 
distant,  par  la  construction,  de  90*  des  points  A et  D,  et  qui 
par  conséquent  (969 , 965)  serait  le  pôle  de  l'arc  DE. 

980.  On  peut  donc , d’un  point  quelconque  de  la  surface  de  la 
sphère,  mener  un  arc  perpendiculaire  sur  un  arc  donné,  prolongé 
s’il  est  nécessaire  ; puisqu’il  suffit  pour,  cela  de  tracer  un  arc  qui 
passe  par  le  point  donné  et  par  le  pôle  de  l'arc  donné.  D’où  il  suit 
que  tous  les  arcs  perpendiculaires  à un  cercle  vont  se  couper  aux 
pôles  de  ce  cercle;  et  réciproquement,  qu'un  arc  qui  coupe  deux 
ou  plusieurs  arcs  à 90*  de  distance  de  leur  commune  intersection, 
les  coupe  tous  perpendiculairement.  Par  exemple  ADM  = 90* 
= AMD. 

981.  L’arc  mené  du  pôle  d’on  cercle  au  pôle  d’un  autre  cercle, 
mesure  évidemment  l’inclinaison  réciproque  des  axes  de  ces  cer- 
cles : mais  L'inclinaison  des  axes  est  la  même  que  celle  des  plans 
de  leurs  cercles  respectifs  (9G8)  ; donc  la  distance  des  pôles  de 
deux  cercles  est  égale  à l’inclinaison  de  leurs  plans. 

98a.  Lorsque  des  petits  cercles  se  trouvent  dans  un  problème, 
ou  peut  les  éliminer  de  deux  manières.  Suit  EG  un  arc  de  parallèle  ; 
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au  lieu  de  cet  arc,  on  peut  introduire  soit  l’arc  de  grand  cercle 
compris  entre  les  mêmes  points  E,  G,  soit  l’arc  parallèle  de  grand 
cercle,  DM,  ou,  ce  qui  revient  au  même  (975),  l’angle  au  pôle, 
EAG,  oppose  à l’arc  EG  de  petit  cercle  qu’on  veut  éliminer.  Pour 
parvenir  à l’une  ou  à l’autre  de  ces  substitutions,  il  faut  d'abord 
établir  le  théorème  suivant. 

t)85.  On  sait  que  les  circonférences,  ou  leurs  parties  homologues  ^ 
c’est-à-dire  les  arcs  d’un  même  nombre  de  degrés  , sont  propor- 
tionnelles aux  rayons  ; il  s’ensuit  qu’un  arc  de  grand  cercle  est  à 
l’arc  homologue  d’un  petit  cercle  dont  le  rayon  est,  par  exemple, 

EF,  comme  CE  est  à EF  r:  i : sin.AE.  C’est-à-dire  qu'un  arc ti6  5». 
de  grand  cercle  est  à un  arc  de  même  nombre  de  degrés  d'un  petit 
cercle , comme  le  rayon  de  la  sphère  est  au  sinus  de  la  distance 
du  petit  cercle  à son  pôle  ; analogie  qui  donne  la  longueur  d’un 
arc  de  petit  cercle  en  parties  de  grand  cercle. 

984.  Cela  posé,  i*.  soit  DBE  un  arc  de  petit  cercle,  au  lieu  Fig.  si. 
duquel  on  veuille  employer  l’arc  DAE  de  grand  cercle  (974  )• 
Menant  la  corde  commune  DE,  on  aura  (609),  iDE  = CÈ  x 

sin.  ;C  = EF  x sin  4 F.  Mais  EF  est  égal  (983)  au  rayon  de  la 
sphère  , multiplié  par  le  sinus  de  la  distance  du  pôle  au  petit  cercle 
dont  EF  est  le  rayon;  substituant  dans  la  dernière  équation  cette 
valeur  de  EF , on  en  tire  la  suivante  : sin.  * arc  cherché  de  grand 
cercle  = sin.  i arc  de  petit  cercle,  sous-tendu  par  la  même  cordc 
X sin.  de  la  distance  de  ce  petit  cercle  à son  pâle. 

. 1 ' 

985.  a’.  Les  rayons  FE,  FG , de  i’arc  de  parallèle  EG,  étant  Fig  54. 
perpendiculaires  (963)  sur  AB , et  par  conséquent  respectivement 
parallèles. à CD,  CM,  l’angle  EFG  que  forment  ces  rayons  est 
égal  à l’angle  DCM.  Il  s’ensuit  qu'un  arc  DM  de  grand  cercle  est 

du  même  nombre  de  degrés  qu’un  arc  quelconque  EG  parallèle 
et  compris  entre  les  mêmes  arcs  AD  et  AM  qui  sç  réunissent  à 
leur  pôle  commun  A.  On  a donc  (983),  DM  : EG  ::  1 : sin.  AF.  ; 
mais  DM  = DAM , (975)  ; donc  un  arc  de  petit  cercle  égale 
r angle  au  pôle  qui  lui  est  opposé,  multiplié  par  le  sinus  de  la 
distance  de  cet  arc  au  pôle.  Au  moyen  de  cette  équation  , on  pourra 
substituer  l’angle  au  pôle , au  lieu  de  l’arc  opposé  de  petit  cercle. 

986.  Si  dans  i’anaJogie  (985)  on  écrit  (73) , sin.  90°  ou  sin.  AD  j 
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sj.au  lieu  de  i , on  pourra  l'exprimer  généralement  comme  il  suit: 
les  arcs  homologues  parallèles  sont  entre  eux  comme  les  sinus 
des  distances  respectives  au  pôle  commun. 

987.  La  plus  grande  distance  entre  deux  cercles  ADB , AMB , 
(ou  la  plus  grande  largeur  d’un  fuseau  quelconque  AEDBKGA) 
est  à 90’  des  points  d'intersection  de  ces  deux  cercles.  Car  la 
proportion  DM  : EG  ::  1 : sin.AE,  fait  voir  que  comme  aucun 
sinus  n'est  plus  grand  que  le  rayon  , de  même  l'arc  EG  de  parallèle, 
quelle  que  soit  sa  distance  du  pôle  , ne  sera  jamais  plus  grand  que 
DM.  Il  en  serait  de  même , et  à plus  forte  raison*  (974) , si  EG 
était  un  arc  de  grand  cercle.  • " 

Nous  n’en  dirons  pas  plus  sur  la  comparaison  des  petits  et  des 
grands  cercles. 

988.  Si  l’on  entend  bien  les  principes  que  nous  venons  de 
développer  avec  quelque  étendue , il  ne  restera  aucune  difficulté 
dans  la  Trigonométrie  sphérique}  tout  ce  qui  suites!  appuyé  sur 
ces  principes. 

Puisque  l’angle  rectiligne  que  font  ensemble  les  tangentes  de 
deux  arcs  au  point  de  leur  intersection , est  égal  à l’angle  sphé- 
rique formé  par  ces  mêmes  arcs  (975),  les  propriétés  suivantes 
des  angles  rectilignes  conviennent  nécessairement  aux  angles  sphé- 
riques. 

1°.  Un  angle  sphérique  est  toujours  moindre  que  de  180’. 

a".  Un  arc  qui  tombe  sur  un  autre  arc  forme  deux  angles,  égaux 
ensemble  à deux  droits. 

3*.  Les  angles  opposés  au  sommet  que  forment  deux  arcs  qui  se 
coupent,  sont  égaux. 

4».  La  somme  des  angles  formés  par  l’intersection  de  deux  arcs 
est  de  36o*. 

989.  Pour  enfermer  avec  trois  arcs  une  portion  de  surface  de 
la  sphère  , c’est-à-dire  pour  former  un  triangle  sphérique , il  est 
nécessaire  que  deux  arcs , par  exemple  AN , AK , soient  coupes 
par  un  troisième,  comme  NIC,  avant  que  les  deux  premiers  se  réu- 
nissent (967)  au  point  B,  à 180*  de  l'autre  point  A d’intersection. 
Ce  qüe  nous  disons  de  AN  et  AK  est  également  vrai  de  AN  et 
NK , ainsi  que  de  AK  et  NK.  Donc  un  côté  quelconque  de  triangle 
■sphérique  est  nécessairement  moindre  que  de  180’. 
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Cette  règle  et  la  suivante  expriment  deux  conditions  sans  les- 
quelles il  n’est  pas  possible  de  construire  un  triangle  sphérique 
avec  trois  arcs  donnés. 

990.  Puisque  l’arc  qui  passe  d’un  point  à un  autre  est  sur  la 
sphère  la  mesure  la  plus  courte  de  la  distance  entre  ces  deux  points 
(974),  un  côté  quelconque  d'un  triangle  sphérique  est  nécessai- 
rement moindre  que  la  somme  des  deux  autres  côtés. 

991.  Donc  NK  est  <£.  (BN  + BK).  Mais  BN  -f-  BK  = 56o* 

— AN  — AK;  donc  (NK  -f-  AN  -f-  AK)  est  < 36o° , ou  la  somme 
des  trais  côtés  d’un  triangle  sphérique  est  toujours  moindre  que 
de  560”. 

99a.  La  somme  des  trois  angles  est  toujours  moindre  que  de 
54o*,  (988,  i*0  : nous  allons  prouver  qu’elle  surpasse  toujours  i8o“; 
ce  qui  forme  une  différence  essentielle  entre  les  triangles  sphé- 
riques et  les  rectilignes. 

993.  Dans  un  triangle  sphérique  quelconque  ABC,  si  on  prend  fi*.  55. 
successivement  pour  pôle  les  sommets  des  trois  angles  A,  B,  C, 
et  qu'on  décrive  à 90’  de  distance  les  arcs  DE,  EF,  DF,  ces 
arcs  formeront  par  leur  rencontre  un  triangle  comme  DFE. 

Par  cette  construction  le  point  E est  à 90°  des  points  A et  B; 
donc  E est  le  pôle  (969,  g65)  de  l’arc  AB.  Par  la  même  raison, 

D est  le  pôle  de  AC,  et  F le  pôle  de  BC. 

Du  pôle  E prolongez  AB  jusqu’en  G,  et  du  pôle  D prolongez 
AC  jusqu’en  H;  vous  aurez  par  la  construction  GE  = 90*  = DH. 
Donc  GE  + DH  = 180»  = GE  -f  DG  + GH  = DE  -f-  GH. 

Mais  GH  est  la  mesure  de  l’angle  A,  (gy5)  ; donc  DE  est  le  sup- 
plément de  A. 

On  trouvera  de  même  que  EF  est  le  supplément  de  B,  et  DP 
de  C. 

Maintenant  si  du  pôle  E on  prolonge  GA  jusqu’en  L , GL  sera 
la  mesure  de  l'angle  E.  Mais  GA  = 90“  e=  BL , et  par  conséquent 
GA  4-  BL , ou  GL_-f-  AB  = 180’.  Donc  l’angle  E est  supplément 
de  l’arc  AB, 

On  trouvera  de  même  que  D est  supplément  de  AC , et  E. 
de  BC. 

Donc  les  angles  et  les  côtés  du  triangle  DEF  sont  les  supplé- 
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mens  des  côtés  et  des  angles  respectivement  opposés  dans  le  triangle 
ABC,  et  vice  versâ.  On  doit  faire  attention  à cette  propriété  de» 
triangles  DEF , ABC , ( dont  l'un  se  nomme  , relativement  à 
l’autre,  triangle  polaire  ou  supplémentaire),  parce  qu’elle  est 
d'nn  grand  usage  dans  la  Trigonométrie  sphérique.  Nous  allons 
dans  ce  moment  déterminer  sans  peine , par  le  moyen  de  cette 
propriété,  quelle  est  la  limite  en  moins  de  la  somme  des  trois 
angles  d’un  triangle  sphérique. 

994.  Puisque  les  trois  côtés  DE,  EF , DF  sont  supplémens  des 
trois  angles  A,  B,  C,  il  en  résulte  que  DE  + EF  + DF-)-A  + 
B + C = 54o°.  Mais  ( DE  -J-  EF  -f-  DF  ) est  < 36o“ , (991).  Donc 
1”.  la  somme  des  trois  angles  d’un  triangle  sphérique  surpasse 
toujours  180°.  Et  il  en  résulte  2°.  que,  si  le  triangle  est  équi- 
latère,  l'angle  formé  par  la  rencontre  de  deux  arcs  est  plus 
grand  que  l'angle  rectiligne  formé  par  leurs  cordes. 

gg5.  Lorsque  chacun  des  côtés  AB,  AC,  BC  est  moindre  que 
de  90°,  chacun  des  angles  du  triangle  supplémentaire  DEF  est  plus 
grand  que  90*.  Et  si  les  angles  A,  B,  C sont  tous  aigus,  chacun 
des  côtés  du  triangle  DEF  sera  de  même  plus  grand  que  90’.  Enfin 
lorsque  chacun  des  côtés  AB , .\C , BC  sera  de  90%  le  triangle  ABC 
*e  confondra  avec  le  triangle  supplémentaire  (99^)-  Donc  un 
triangle  sphérique  peut  avoir  ses  angles  et  ses  côtés  tous  égaux 
à 90*,  ou  tous  plus  petits  ou  tous  plus  grands  que  90°. 

1 t : >r;  1 ■ 

996.  Donc  (994,  992)  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle 
sphérique  peut  varier  de  180°  jusqu'à  54p”  exclusivement.  Par 
conséquent  de  la  connaissance  de  deux  angles  on  ne  peut  pas 
déduire  la  valeur  du  troisième , comme  dans  la  Trigonométrie 
rectiligne  : mais  en  échange  on  a cet  avantage , que  les  trois  angles 
étant  donnés,  on  peut  trouver  la  valeur  d’un  côté  quelconque, 
comme  nous  le  verrons  en  son  lieu. 

997.  Qu’on  observe  combien  les  variations  des  angles  diffèrent 
de  celles  des  côtés.  Si  les  côtés  sont  infiniment  petits,  ils  ne  sur- 
passent leurs  cordes  respectives  que  de  quantités  infiniment  petites 
du  troisième  ordre , du  cinquième  ordre  , etc. , ( 278 ).  I,c  triangle 
peut  donc  alors  être  considéré  comme  rectiligne , et  par  conséquent 
la  somme  des  angles  est  de  180°.  Cest  là  le  cas  de  la  moindre  gran- 
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deur  possible,  tant  des  côtés  que  des  angles.  Supposons  maintenant 
que  le  triangle  infiniment  petit  croisse  jusqu’à  ce  que  chacun  des 
côtés  soit  de  90°.  Alors  chacun  des  angles  sera  droit  (995);  en- 
sorte  que  la  somme  des  angles  sera  accrue  de  90°,  tandis  que 
celle  des  côtés  sera  augmentée  à très-peu-près  trois  fois  autant  : 
le  contraire  arrive  si  l’accroissement  des  côtés  continue,  puisque, 
quel  qu’il  soit , jamais  il  ne  sera  de  90’  pour  les  trois  côtés  à-la- 
fois  (991);  tandis  que  celui  des  angles  peut  être  à très-peu-près 
de  trois  fois  90“ , (996). 

. 998.  Deux  triangles  sphériques  sont  égaux,  lorsque  les  trois 
côtés  de  l’un  sont  respectivement  égaux  aux  trois  côtés  de  l'autre. 

Car  en  posant  les  côtés  égaux  l'un  sur  l’autre , ils  coïncideront 
nécessairement  dans  tous  leurs  points.  D’où  il  suit  que  les  angles 
seront  respectivement  égaux. 

999.  Si  dans  deux  triangles  sphériques  les  angles  sont  respec- 
tivement égaux , leurs  triangles  polaires  auront  les  côtés  respec- 
tivement égaux,  comme  supplémens  d’angles  égaux.  Donc  les  deux 
triangles  polaires  auront  leurs  angles  respectivement  égaux  (998). 

Par  conséquent  les  supplémens  de  ces  angles , qui  sont  les  côtés 
des  triangles  donnés  , seront  respectivement  égaux.  Donc  deux 
triangles  sphériques  sont  égaux , si  les  trois  angles  de  l’un 
sont  respectivement  égaux  aux  trois  angles  de  l'autre.  C’est 
encore  une  différence  essentielle  entre  les  triangles  sphériques  et 
les  triangles  rectilignes. 

1000.  Deux  triangles  sphériques  sont  de  même  égaux  ,1°.  lors- 
qu’ils ont  deux  côtés  et  l'angle  compris  respectivement  égaux  ; 
a*,  lorsqu’ils  ont  deux  angles  et  le  côté  compris  respectivement 
égaux. 

Ces  deux  propositions  se  démontrent  par  la  superposition , 
comme  dans  les  triangles  rectilignes. 

• tooi.  On  peut  toujours  , par  trois  points  donnés  sur  la  surface 
d'un  globe , faire  passer  un  cercle  , lequel  sera  un  grand  cercle 
dans  le  cas  seulement  où  les  trois  points  donnés  seront  tous  trois 
dans  un  même  plan  passant  par  le  centre  de  la  sphère  (965). 

En  effet,  soient  A,  B,  C les  trois  points  donnés.  Menez  lesFi|  K 
arcs  de  grand  cercle  AB,  BC;  par  les  points  du  milieu  de  chacun 
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de  ces  arcs,  c’est-à-dire  par  E et  par  D,  élevez  les  arcs  perpendi- 
culaires EP,  DP,  qui  se  rencontreront  en  un  point  quelconque  P; 
et  menez  les  arcs  AP , BP , CP • 

Les  deux  triangles  APE,  BPE,  rectangles  en  E,  seront  égaux 
(1000,  t*.);  donc  AP  = BP.  On  a de  même  BP  = CP.  Donc 
si,  de  l’intervalle  AP  = BP  = CP,  et  du  point  P pour  pôle,  on 
décrit  un  cercle , il  passera  par  les  points  A , B , C. 

On  peut  donc  toujours  circonscrire  un  cercle  à un  triangle  sphé- 
rique quelconque. 

rooa.  Les  angles  à la  base  d'un  triangle  isoscèle  sont  égaux  i 
rig  57.  En  effet,  si  AB  = AC  , qu’on  prenne  à volonté  AD  = AE, 
et  que  l'on  mène  les  arcs  BD,  CE.  Les  triangles  ABD,  ACE  sont 
égaux  (1000,  1°.).  Donc  BD  = CE.  Par  conséquent  les  triangles 
BCE,  BCD  sont  égaux  (998).  Donc  les  angles  homologues  sont 
égaux*,  et  par  conséquent  EBC  = DCB,  ou  ABC  = ACB. 

1003.  Au  moyen  du  triangle  supplémentaire,  on  démontre  faci- 
lement la  proposition  inverse;  c’est-à-dire  que  si  un  triangle  sphé- 
rique a deux  angles  égaux,  les  deux  côtés  opposés  sont  égaux 
entre  eux. 

1004.  De  là  il  suit  que  dans  tout  triangle  sphérique  les  côtés 
égaux  sont  opposés  à des  angles  égaux  , et  réciproquement  ; en- 
sorte  que  tout  triangle  sphérique  équiangle  est  aussi  équilalùre , 
et  réciproquement. 

1005.  Dans  tout  triangle  sphérique  le  plus  grand  côté  est 
opposé  au  plus  grand  angle , et  le  plus  petit  côté  au  plus  petit 
angle. 

Fig.sa.  Soit  BAC  > B : menez  un  arc  AD  , de  sorte  que  A = B; 
vous  aurez  AD  = BD,  (ioo3).  Donc  BC  = AD  -f-  DC.  Mais 
(AD  -f-  DC)  est  > AC,  (990)  ; donc  BC  est  > AC.  C’est  ce  que 
nous  avions  à démontrer. 

1006.  Dans  tout  triangle  sphérique  , si  l'on  prolonge  un  côté, 
l'angle  extérieur  est  plus  petit  que  les  deux  intérieurs  opposés . 

D + ADC  = 180”,  (988 , a”.).  Mais  (A  + B-f  D)  est  > 
180* , (994)  : donc  ( A -f-  B -f-  D ) est  > (D  -f-  ADC) , ou 
(A+  B)  est  > ADC;  ce  qu’il  s'agissait  de  démontrer. 

ris- 1007.  Si  A et  B sont  les  pôles  d’un  arc  DM,  chacun  des  area 
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AD,  AM  , BD,  BM  est  de  90“,  et  par  conséquent  (998)  les 
triaugles  ADM , BDM  sont  égaux , et  chacun  d’eux  est  la  moitié 
du  fuseau  AEDBMGA.  Si  on  imagine  un  arc  qui , partant  du 
point  A , vienne  partager  par  le  milieu  l’arc  DM,  le  demi-fuseau 
ou  le  triaDgle  ADM  sera  divisé  en  deux  triangles  égaux  (998).  Il 
en  sera  de  même  du  triangle  BDM , si  on  prolonge  jusqu’au  point  B 
l’arc  supposé.  Donc  un  demi-cercle  qui  partage  également  l’arc  DM, 
et  qui  se  termine  aux  pôles  A et  B de  cet  arc  , divise  en  deux 
fuseaux  égaux  le  fuseau  AEDBMGA.  Donc  les  fuseaux  sont  entre 
eux  comme  les  arcs  DM  qui  mesurent  leur  plus  grande  largeur  (987). 
Si  l’arc  DM  croît  jusqu’à  36o” , le  fuseau  AEDBMGA  devient 
évidemment  égal  à toute  la  surfaco  de  la  sphère.  Donc  la  surface 
de  la  sphère  est  à 56o*  comme  un  fuseau  quelconque  est  à l’arc 
DM  qui  mesure  la  plus  grande  largeur  de  ce  fuseau.  Mais  DM 
est  aussi  la  mesure  (978)  de  l'angle  DAM  ou  DBM  d’un  fuseau 
quelconque  AEDBMGA.  Donc  la  surface  d’un  fuseau  quelconque 
pourra  toujours  se  trouver  par  l’analogie  suivante  : 360’  sont  à 
la  surface  de  la  sphère  comme  l'angle  d'un  fuseau  à la  surface 
de  ce  fuseau.  Cette  analogie  sera  encore  utile  pour  déterminer 
facilement  la  surface  d'un  triangle  sphérique  quelconque. 

1008.  Si  on  voulait  évaluer  la  surface  d’un  fuseau  tronqué , 
comme  AEG , terminé  par  un  arc  EG  de  petit  cercle  ayant  son 
-pôle  en  A , on  raisonnerait  comme  il  suit. 

Puisque  la  surface  d’un  segment  de  sphère  , engendré  , par 
exemple,  par  la  révolution  du  plan  AEF  autour  de  la  portion  AF  de 
l'axe  , EF  étant  perpendiculaire  à AF , a pour  expression , comme 
onle  démontre  en  Géométrie,  AF x36o%  ou(i — cos.  AE)  x 36o* 
= a sin.*  i AE  x 36o°  ; qu’on  établisse  l’analogie,  l’angle  EAG  est 
à la  portion  AEG  de  la  surface  du  segment,  comme  36o°  est  à 
la  surface  entière  de  ce  segment  ; ou  A : AEG  ::  36o°  : a sin.*  j AE 
X 36o*  ::  1 : a sin.*  i AE.  D’où  il  résulte  que  la  surface  AEG 
d'un  tronc  de  fuseau  = Axa  sin.’  j AE  = l'angle  du  fuseau  , 
multiplié  par  le  sinus  verse  de  la  longueur  du  tronc. 

100g.  Si  A et  B sont  les  pôles  du  globe  terrestre , ensorte  que 
AB  soit  l'axe  autour  duquel  se  fait  la  rotation  diurne  de  la  Terre, 
le  cercle  auquel  appartient  l’arc  DM  se  nomme  l'équateur  -,  tous 
les  cercles  qui  passent  par  les  pôles , comme  ADB , AMB , se 
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nomment  méridiens  ou  cercles  horaires  ; et  la  position  géogra- 
phique d'un  lieu  se  fixe  de  la  manière  suivante.  Soit  A le  pôle 
arctique,  B le  pôle  antarctique,  le  point  G la  ville  de  Paris  sur  le 
globe  terrestre,  et  ADB  le  méridien  qui  passe  par  Pile  de  Fer,  lequel 
a été  adopté  pour  premier  méridien  par  un  grand  nombre  de  Géo- 
graphes. L'arc  GM  qui  mesure  la  distance  du  point  G à l'équateur, 
est  ce  qu’on  appelle  la  hauteur  du  pôle  ou  la  latitude  géographique 
boréale  de  Paris,  laquelle  est  de  48”  5o'  ; et  l’arc  DM  qui  mesure 
la  distance  du  méridien  AGMB  du  lieu  G au  premier  méridien , 
se  nomme  la  longitude  géographique  de  Paris , et  elle  est  de  20“. 
La  latitude  des  lieux  situés,  comme  le  point  K , entre  l’équateur 
et  le  pôle  antarctique , se  nomme  latitude  australe.  Ce  sont  ces 
deux  données,  la  longitude  et  la  latitude,  qui  déterminent  la  posi- 
tion exacte  d’un  lieu  quelconque  sur  une  carte  géographique. 

1010.  De  là  vient  que  les  distances  d la  perpendiculaire  (800) 
réduites  en  degrés,  minutes,  etc.  (696),  s’appellent  encore  diffé- 
rences de  latitude  ; et  les  distances  à la  méridienne , (800),  diffé- 
rences de  longitude.  Ces  dénominations  sont  à la  vérité  impropres 
et  inexactes,  et  nous  donnerons  (laoo)  un  exemple  des  corrections 
convenables  pour  obvier  à ce  défaut  d'exactitude,  en  supposant 
la  Terre  sphérique  (801). 
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Résolution  des  Triangles  sphériques  rectangles. 


101 1.  Un  triangle  sphérique  peut  avoir  deux  de  ses  angles  et 
même  ses  trois  angles  (997)  de  90°. 

Or  1”.  si  chacun  des  trois  angles  est  droit,  chacun  des  côtés  est 
aussi  de  90°,  et  réciproquement  (995).  Dans  ce  cas  on  n’a  point 
de  solution  à chercher  ; toutes  les  parties  du  triangle  sont  évidem- 
ment connues. 
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ioia.  a’.  Si  «leux  angles  sont  droits,  les  côtés  opposés  sont  aussi 
de  90° , et  réciproquement  (980).  Mais  ces  données  ne  suffisent  pas 
pour  faire  connaître  le  troisième  côté  et  l'angle  opposé  : on  sait 
seulement  (975)  qu’alors  cet  angle  et  ce  côté  sout  égaux  entre  eux. 

1013.  Enfin  si  le  triangle  sphérique  n’a  qu’un  angle  droit , sa 
résolution  dépend  de  deux  théorèmes  fondamentaux , dont  le  second 
donne  ordinairement  beaucoup  de  peine  aux  Commençans.  Jo 
prends  la  démonstration  du  premier  dans  les  Élémens  de  Mathé- 
matiques de  l'abbé  Marie,  et  j’espère  avoir  réduit  celle  du  second 
au  môme  degré  de  clarté  et  de  simplicité. 

Soit  E le  centre  de  la  sphère , et  soient  sur  la  surface  trois  arcs  ng. 
AB,  AC,  BC,  qui  forment  un  triangle  rectangle  en  A.  Qu’on 
prolonge  chacun  des  arcs  BA  , BC  jusqu’à  ce  qu’on  ait  BH  = 90* 

= BF.  On  aura  1°.  BEF  =90*  = BEH  , puisque  ces  angles  sont 
mesurés  par  les  arcs  de  90”,  BF,  BH;  par  conséquent  FF.,  HE 
sont  perpendiculaires  à BE;  a'.  FE  — HE  = CE  = AE  = BE  , 
puisque  toutes  ces  lignes  sont  rayons  de  la  sphère;  3*.  FH  sera  la 
mesure  (975)  de  l'angle  ABC  que  je  nommerai  B.  Qu’on  abaisse 
les  perpendiculaires  FG  sur  EH,  CL  sur  AE , CD  sur  BE;  qu’on 
mène  la  ligne  DL , à laquelle  CL  sera  perpendiculaire,  puisque 
DL  est  dans  le  même  plan  que  AE.  Les  triangles  rectangles  CLD, 
FGE  seront  semblables  et  leurs  plans  parallèles,  CD  et  FE  étant 
parallèles  entre  elles,  et  FG,  CL  perpendiculaires  sur  le  même 
plan  BAHE  ; d'où  il  suit  que  DL  est  aussi  parallèle  à GE , et 
perpendiculaire  à BE. 

1014.  Cela  posé,  DC  : CL  ::  FE  : FG.  Mais  DC  est  le  sinus 
de  BC,  CL  le  sinus  de  AC,  FG  le  sinus  de  FH  ou  de  B.  Donc 

sia.  BC  : sic.  AC  ::  1 : sia.  B. 

En  prolongeant  CA , CB,  du  point  C jusqu’à  90*,  on  trouverait,' 
par  la  même  méthode , que 

sin.  BC  : sin.  AB  ::  1 : sin.  C. 

Donc,  théorème  I;  dans  tout  triangle  sphérique  rectangle i 
le  sinus  de  l’hypoténuse  est  au  sinus  d'un  côté , comme  le  rayon 
est  au  sinus  de  l'angle  opposé  au  même  côté. , 

1015.  Les  triangles  rectangles  EDL,  ELC  donnent  (53o,  Sag) 

5Z 


DL 


CL 


ago 

EL  ^ sin.DEL  ' tang.CEL* 

tang.  FEH  ::  1 : tang.  B.  Donc 
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Mais  DL 


CL  ::  GE 

tang.  B 


FG  ::  i : 
Mais  DEL 


' «La.  DEL  tang.  CEL‘ 

— AB , et  CEL  = AC.  Donc 

i : tang.  B ::  sin.  AB  : tang.  AC. 

Et  par  conséquent,  théorème  II;  dans  tout  triangle  sphérique 
rectangle  le  rayon  est  à la  tangente  d’un  angle,  comme  le  sinus 
du  côté  adjacent  est  à la  tangente  du  côté  opposé. 

1016.  Ce  théorème  fait  voir  que  dans  les  triangles  sphériques 
rectangles , un  côté  quelconque  est  de  la  même  espèce  que  l'angle 
opposé ; puisque  tang.  B et  tang.  AC  ont  un  même  signe  dans 
l’analogie , et  que  par  conséquent  l’une  ne  peut  devenir  négative 
que  l’autre  ne  le  devienne  aussi. 

Les  règles  ordinaires  des  signes  suffisent  pour  déterminer  l’espèce 
de  la  chose  cherchée  dans  tous  les  cas  non  douteux,  et  pour  dis- 
penser de  former  des  règles  particulières,  et  d’indiquer  l’espèce 
dans  chaque  cas,  comme  on  le  faisait  ordinairement. 

1017.  Pour  qu’on  puisse  connaître  d’un  coup-d’oeil  tous  les  cas 
douteux  î supposons  KN  perpendiculaire  sur  ADB  : les  triangles 

pij  54.  ANK , BNK  rectangles  en  N , auront  le  côté  NK  commun  et 
KAN  = KBN  , (977).  On  voit  qu’alors  la  connaissance  des  va- 
leurs de  NK  et  de  l’angle  opposé  ne  détermine  pas  auquel  des 
deux  triangles  ces  données  appartiennent;  de  manière  que  lorsque 
les  circonstances  du  problème  ne  lèvent  pas  l’incertitude,  on  ne 
peut  savoir  par  la  Trigonométrie  si  l’hypoténuse  est  moindre  que 
de  90°,  comme  BK,  ou  plus  grande  comme  AK,  et  de  même  si 
le  côté  et  l’angle  inconnus  sont  BN  et  BKN , ou  leurs  supplémens 
AN  et  AKN.  Concluons  qu’un  angle  et  le  côté  opposé  étant 
donnés , l’espèce  de  chacune  des  autres  parties  d'un  triangle 
sphérique  rectangle  est  douteuse. 

1018.  Comme  un  sinus  ne  peut  jamais  être  plus  grand  que  le 
r,fr59  rayon,  on  ne  peut  jamais  avoir,  dans  l’analogie  (ioi5),  tang.  AC 

> tang.  B.  Mais  AC  et  B sont  toujours  de  la  même  espèce  (1016). 
Donc  dans  les  triangles  sphériques  rectangles,  un  angle  oblique 
ne  peut  jamais  être  plus  petit  s’il  est  aigu  , plus  grand  s’il  est 
obtus,  yue  le  côté  qui  lui  est  opposé. 
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1019.  La  règle  (1016)  fait  voir  que  l'arc  perpendiculaire , s’il 
est  moindre  que  de  90%  est  le  plus  court,  et  s’il  est  plus  grand  que 
de  90°,  le  plus  long  qu’on  puisse  mener  sur  la  sphère  d’un  point 
donné  & un  cercle.  En  effet,  dans  le  premier  cas  il  sera  opposé 
à un  angle  aigu , et  par  conséquent  il  sera  moindre  (ioo5)  que  tout 
autre  arc  mené  du  point  donné  au  même  cercle,  lequel  arc  sera  l’hy- 
poténuse du  triangle  résultant  de  cette  construction.  Dans  le  second 
cas , il  sera  opposé  à un  angle  obtus,  et  dès-lors  plus  grand  qu’une 
hypoténuse  quelconque.  Donc  dans  un  triangle  sphérique  rectangle, 
tout  côté  moindre  que  de  90*  est  plus  petit  que  l'hypoténuse , et 
tout  côté  plus  grand  que  de  90*  est  plus  grand  que  P hypoténuse. 

loao.  Puisque  (1014),  FG  I CL  !!  FE  ; DC  ti  sin.GF  i 
sin.  BC,  il  s’ensuit  que  les  distances  FG,  CL  de  deux  cercles  eu 
divers  points , mesurées  par  des  lignes  perpendiculaires  au  plan 
de  l’un  BH  des  deux,  sont  proportionnelles  aux  sinus  des  distances 
BF,  BC  entre  ces  points  et  le  point  B de  l’intersection  des  deux 
cercles,  mesurées  sur  l’autre  BCF  de  ces  cercles, 

loai.  Si  les  trois  côtés  du  triangle  sont  infiniment  petits,  les 
arcs  se  confondront  avec  leurs  sinus  et  tangentes  (377, 284),  et 
le  triangle  sera  rectiligne.  En  effet,  en  mettant  dans  les  analogies 
( 1014,  ioi5)  les  côtés  au  lieu  de  leurs  sinus  et  tangentes,  on  a 
BC  : AC  ::  1 : sin.  B,  et  1 : tang.B  ::  AB  : AC  , c’est-à-dire 
précisément  les  proportions  d’un  triangle  rectiligne  ABC  rectangle 
en  A,  (537).  C’est  ainsi  qu’on  applique  en  général  les  formules 
des  triangles  sphériques  aux  triangles  rectilignes.  Jusqu'à  présent 
on  n’avait  pas  cru  susceptibles  de  cette  application  les  formules 
dans  lesquelles  entrent  les  cosinus  des  côtés.  Quelques  Auteurs  ont 
encore  refusé  cet  avantage  aux  formules  dans  lesquelles  entrent 
les  cotangentes  des  côtés.  La  Caille  ( Élém . Astr.  Traité  prélim. 
art.  ai8)  paraît  être  de  leur  avis.  D’autres  substituent  l’iufini  au 
cosious  du  côté  ; ce  qui  n’est  ni  utile  ni  trop  intelligible.  Pour 
nous,  il  nous  semble  que  la  difficulté  n’est  qu'apparente  : car  cot.  du 

c6té  = t5g:À.5B» et  0D  peut  ' au  Ueu  de  tMg.du-csrs’ écrke 

et  l’unité  au  lieu  de  cos.  du  côté  (*),  valeurs  qui  résultent 

(*)  C’fttt  ce  qu'a  fait  Bosctmch  pour  le»  formule»  différentielle»  qu’il  a 
donnée»  dans  un  Opuscule  qui  est  le  quinziéme  du  Xom.  IV  de  te»  Ouvrage! 
imprimé»  à Baauno. 
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de  la  considération  du  triangle  infiniment  petit  (289).  Mais  arec 
cette  règle  seulement , on  ne  peut  traduire  qu'une  partie  des  for- 
mules sphériques  dans  lesquelles  entrent  des  cosinus  de  côtés;  dans 
le  cas  où  une  même  formule  renfermera  plusieurs  de  ces  cosinus, 
on  aura  recours  aux  infiniment  petits  du  second  ordre,  et  on  sub- 
stituera au  cosinus  de  chaque  côté  les  deux  premiers  termes  de  la 
série  (a85) , c’est-à-dire  la  différence  entre  l'unité  et  la  moitié  du 
quarré  du  côté  respectif  : sans  quoi  il  n’y  aurait  ni  distinction  ni 
rapport  entre  la  valeur  d’un  cosinus  et  celle  d’un  autre.  Et  quand 
deux  cosinus  de  côtés  se  trouveront  multipliés  l’un  par  l’antre,  on 
négligera  le  rectangle  des  deux  quarrés  de  ces  mêmes  côtés , qui 
n’est  qu’un  infiniment  petit  du  quatrième  ordre.  Enfin,  pour  éviter 
dans  le  produit  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  on  fera 
égal  à l'unité  seulement  chaque  cosinus  de  côté,  s'il  se  trouve 
multiplié  par  une  ligue  trigonométrique  quelconque,  à moins  que 
cette  ligne  ne  soit  le  cosinus  d'un  autre  côté. 

De  toutes  les  formules  sphériques  que  contient  ce  Traité,  je  n’en 
vois  aucune  ( en  exceptant  néanmoins  celles  auxquelles  les  triangles 
rectilignes  se  refusent  par  leur  nature  ) qui  ne  puisse  se  transporter 
des  triangles  sphériques  aux  triangles  rectilignes,  au  moyen  des 
règles  que  je  viens  d'indiquer.  Je  donnerai  plusieurs  exemples  de 
l’application  de  ces  règles;  on  verra  particulièrement  (1428J  quelle 
utilité  résulte  de  cette  généralité  des  formnles  sphériques. 

1022.  En  transférant  ces  formules  à la  Trigonométrie  rectiligne, 
nous  supposons  les  triangles  rectilignes  infiniment  petits  : mais 
elles  leur  conviendraient  de  même  , de  quelque  grandeur  qu’ils 
fussent , puisque  la  grandeur  de  ces  triangles  n'altère  pas  leur  na- 
ture. On  ne  peut  tirer  les  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique 
de  celles  de  la  Trigonométrie  rectiligne,  pareeque  jamaisuntriangle 
rectiligne  ne  peut  être  sphérique,  tandis  qu’un  triaDgle  sphérique 
ne  peut  devenir  infiniment  petit  qu’il  ne  devienne  rectiligne. 

1020.  Des  deux  théorèmes  ( 1014,  ioi5)  quatre  autres  se  dé- 
duisent , comme  nous  allons  le  voir. 

Soit  le  triangle  ABC  rectangle  en  A , dont  les  côtés  et  I’hypo- 
' ténuse  prolongés  jusqu'à  go'  seront  BE , BF,  AD.  D étant  le  pôle 
de  l’arc  BF,  (979),  l'arc  décrit  du  point  B comme  pôle  passera 
par  les  points  D,  Ê,  F , (gGy),  et  les  angles  E,  F seront  droits  (980). 
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Par  cette  construction  on  voit  que  DE  est  le  complément  de 
EF  «=  B , CE  le  complément  de  l’hypoténuse  BC  , AF  = D le 
complément  du  côté  AB,  et  CD  le  complément  de  l'autre  côlé  AC. 
Aussi  DCE  se  nomme-t-il  triangle  complémentaire  de  ABC.  C’est 
en  appliquant  au  triangle  DCE  rectangle  eu  E les  deux  théorèmes 
(1014,  ioi5)  qu’on  en  tire  les  quatre  qui  suivent. 

ioa4-  Le  théorème  (ioi4)  donne  si n.  CD  : sin.  CE  ::  i : sin.D. 
Prenaut  les  complémens  dans  le  triangle  donné  ABC,  l’analogie 
devient 


cos.  AC  : cos.  BC  ::  i : cos.  AB. 

Et  par  conséquent,  théorème  III,  dans  tout  triangle  sphé- 
rique rectangle,  le  cosinus  d'un  côté  est  au  cosinus  de  l’hypo- 
ténuse, comme  le  rayon  au  cosinus  de  l'autre  côté. 

ioa5.  Le  théorème  (1014)  donne  aussi  sin.  CD  : sin.  DE  ::  i ; 
sin.  C.  Donc 


cos.  AC  : cos.  B ::  i : sin.  C. 

Et  par  conséquent,  théorème  IV,  dans  tout  triangle  sphérique 
rectangle , le  cosinus  d’un  côté  est  au  cosinus  de  l'angle  opposé , 
comme  le  rayon  au  sinus  de  l'autre  angle. 

ioa6.  Le  théorème .(  ioi5)  donne  i : tang.  D sin.  DE  : 
*ang*  CE.  Donc  i : cot.  AB  ;;  cos.  B : cot.  BC,  ou,  pour  employer 
les  tangentes , 

i : cos.  B ::  tang.  BC  : tang.  AB. 

Et  par  conséquent,  théorème  V,  rùws  tout  triangle  sphérique 
rectangle,  la  tangente  de  V hypoténuse  est  à la  tangente  d'un 
côté,  comme  le  rayon  au  cosinus  de  t angle  adjacent. 

1027.  Le  théorème  (ioi5)  donne  aussi  1 ; tang.  C ::  sin.  CE  : 
tang.  DE.  Donc  1 : tang.C  ::  cos.  BC  : cot.  B,  ou 

I : cos.BC  ::  tang.C  : cot. B ::  tang. B : cot.C 
Et  par  conséquent,  théorème  VI,  dans  tout  triangle  sphérique 
rectangle,  le  rayon  est  au  cosinus  de  l'hypoténuse , comme  la 
tangente  d’un  angle  est  à la  cotangente  de  l'autre. 

ioa8.  Deux  choses  étant  données  dans  un  triangle  sphérique 
rectangle;  au  moyen  des  six  théorèmes  démontrés,  on  trouvera 
toujours  toutes  les  autres,  si  ce  n’est  dans  les  cas  douteux  (1013, 
1017  ).  Les  solutions  fournies  par  ces  théorèmes  sont  toutes  rasseru- 
blées  dans  la  table  suivante  , et,  sous  une  autre  forme,  dans  la 
table  yi  rejetée  à la  fin  de  cet  Ouvrage, 
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Table  pour  la  résolution  d'un  triangle  sphérique  ABC 
rectangle  en  A. 


DONNÉES,  CHERCHÉES. 

FORMULES. 

AC 

»• 

sin.  AC* 

as  sin.  BC  sin.  B * 

BC,  B ) 

' AB 

l 

3* 

tang.  AB 

= tang.  BC  cos.  B 

( 

! c 

3* 

cot.  C 

= cos.  BC  tang.  B 

( 

AB 

4- 

sin.  AB* 

= sin.  BC  sin.  C* 

BC,  C ! 

AC 

5* 

tang.  AC 

= tang.  BC  cos.  C 

1 

1 B 

6* 

cot.  B 

= cos.  BC  tang.  C 

| 

î AC 

7* 

cos.  AC 

_ coj.  BC 
coj.  AB 

BC,  AB  / 

B 

8* 

cos.  B 

= tang.  AB  cot.  BC 

1 

1 C 

b 

9* 

sin.  C * 

sin.  AB* 
8 In.  BC 

! 

! ^ 

10* 

cos.  AB 

_ cos.  BC 
- co».  AC 

BC,  AC  < 

c 

ii* 

cos.  C 

ss  tang.  AC  cot.  BC 

( 

! b 

13* 

sin.  B* 

jin. AC* 

jio.  BC 

( 

■ BC 

i3* 

sin.  BC 

jin.  AB 
8&0.  C 

AB,  C J 

! ac 

»4* 

sin.  AC 

s=  tang.  AB  cot.  C 

cas  doateuz.  ^ 

i5* 

sin.  B 

coj.C 
~ coj.  AB 

AC,  B ^ 
< 

r bc 
J AB 

16* 

*7* 

sin.  BC 
sin.  AB 

sin.  AC 
jia.  B 

sa  tang.  AC  cot.  B 

«w  douteux.  ^ 

L C 

i8* 

sin.  C 

cos.  B 

— cos.  AC 
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DONNÉES.  CHERCHÉES.  FORMULES. 


( 

BC 

19* 

cot.  BC 

= cos.  B cot.  AB 

AB,  B < 

AC 

ao* 

tang.  AC 

= tang.  B sin.  AB 

1 

C 

ai* 

cos.  C 

= sin.  B cos.  AB 

r 

BC 

23* 

cot.  BC 

= cos.  C cot.  AC 

AC,  C ) 

AB 

a3* 

taug.  AB 

= tang.  C sin.  AC 

( 

B 

a4* 

cos.  B 

= sin.  C cos.  AC 

r 

BC 

a5* 

cos.  BC 

= cos.  AB  cos.  AC 

AB,  AC  3 

B 

26* 

cot.  B 

= sin.  AB  cot.  AC 

l 

C 

a7* 

cot.  C 

= cot.  AB  sin.  AC 

- BC 

28* 

cos.  BC 

==  cot.  B cot.  C 

\ 

B,  C < 

| AB 

a9‘ 

cos.  AB 

cos.  C 
""  «in.  B 

< 

^ AC 

3o* 

cos.  AC 

_ coi.  B 
lin.  C 

Lr*  arti  marqnà  d’on  ultriâqne  loii|  de  mène  espace  (1016).  L'c*j>ècc  iU  tooi  ta  «tftrta , ai 
IC  n’eai  Jau»  Je*  eu  douieux,  e*l  tUilermmée  pu  le  «igoe,  (;3). 

1039.  Cinq  Jes  formules  de  la  table  précédente  peuvent  se  cal- 
culer par  addition  ou  par  soustraction  , au  moyen  des  tables  des 
sinus  en  nombres  naturels,  en  les  transformant  comme  il  suit , 
(II.  i7‘,  .6-,  i8‘). 

s*  sin.  AC  — -J  cos.  (BC  — B)  — ; cos.  (BC  -f-  B) 

4*  sin.  AB  = î cos.(BC~  C)  — ^"cos.  (BC  -f-  G) 

• ai*  cos.  C = i sin.  (AB  -f-  B)  — { sin.  (AB  — B) 

a4*  cos.  B = ï sin.  (AC  + C)  — £ sia.  (AC  — C ) 

a5*  cos.  BC  — i cos.  ( AB  + AC)  -f-  I cos.  ( AB  m AC). 

Dans  la  formule  ai*,  si  B est  > AB,  J siu.  (AB  — B)  devient  po- 
sitif en  vertu  de  la  règle  (75).  Il  en  est  de  même  de  j sin.  (AC  — C), 
quand  C est  > AC  dans  la  formule  24*.  La  Caille  ( Étêmens 
d' Astronomie , Traité  préliminaire , n'  a4a  ) se  trompe  en  prescri- 
vant le  signe  positif  dans  tous  les  cas. 
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1030.  Cherchons  maintenant  les  moyens  d'avoir  avec  exactitude 
les  secondes  et  même  les  dixièmes  de  seconde , lorsque  les  sinus 
et  cosinus  des  arcs  cherchés  sont  fort  grands. 

Les  cinq  formules  précédentes  (1039)  suffiront  entre  de  cer- 
taines limites,  indiquées  C4T9)-  Mai»  si  'es  tables  en  nombres 
naturels  se  trouvaient  insuffisantes , ou  qu’on  ne  voulût  pas  s'en 
servir,  alors  dans  les  cinq  cas  que  présentent  ces  formules,  on 
procéderait  comme  il  suit.  Lorsque , par  exemple  , étant  donnés 
BC  et  B , on  ne  pourra  avoir  AC  exactement  par  le  moyen  de 
la  formule  1',  on  aura  recours  à une  autre  formule  qui  puisse 
donner  une  tangente.  Par  exemple  on  cherchera  AB  par  la  a* , 
et  ensuite,  ayant  AB  et  B,  on  aura  AC  avec  toute  la  précision 
possible  par  la  20*. 

1031.  De  la  7 • on  tire  1 : cos.  AC  ::  cos.  AB  : cos.  BC. 
Donc  (19),  1 ■+■  cos.  AC  : 1 — cos.  AC  ::  cos.  AB  + cos.  BC  : 
cos.  AB  — cos.  BC.  Et  par  conséquent  (I.  4a*)  » (H.  i4‘)  » 
1 : tang.*|  AC  ::  cot.  £ (BC  -J-  AB)  : tang.  { (BC  AB).  On 
aura  donc  AC  avec  la  plus  grande  précision , en  transformant  la 
1 * comme  il  suit  : 

7‘. . . tang.  ï AC  = t/tang.  J (BC  — AB)  tang. i (BC  -f-  AB). 

io3a.  La  8”  donne  1 : cos.  B ::  tang.BC  : tang.  AB.  Et  par 
conséquent  1 -f-  cos.  B ! 1 — ■ cos.  B t;  tang.  BC  -f-  tang.  AB  St 
tang.BC  — tang.  AB.  D’où  l’on  tire  (II.  n*) 


tang.  i B = y/' 


un.  (BC  — AB) 
sin.  (BC  + AB)’ 


io33.  La  9*  donne  1 ; sin.  C " sin.  BC  ! sin.  AB.  Donc  1 -f> 
sin.C  : I — sin.  C ::  sin.BC  + sin.  AB  : sin.  BC  — sin.  AB, 
Et  par  conséquent  (II.  9',  i3') 


. tang.  (45”  + î C)  = =fc  j/ 


taiiR.i(BC-t-AB) 
tdûg.  5 (BC  — AB) 


Dans  les  deux  formules  qui  précèdent  celle-ci,  le  signe  du  radical 
ne  peut  être  que  positif  ( 989 ,988,  i\),  et  dans  celle-ci  on  discer- 
nera facilement , par  le  moyen  de  la  règle  (1016) , quel  est  le 
figue  qui  convient. 
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En  changeant  dans  les  trois  dernières  formules  C en  B et  B 
en  C , on  aura  les  transformées  qui  correspondent  aux  io*,  n* 
et  ta*. 


io34-  Parles  méthodes  employées  ( io33,  io3a  , io3i),  on  aura 
les  formules  suivantes , dans  lesquelles  l'espèce  de  la  chose  cher- 
chée est  douteuse  (1017). 


tang. 


(45*  + îBC)  = ±|/: 


tanK.;(C  + AB) 

rang.  »(C  — AB)' 


tang.  (45*  + i AC)  = zt: 
tang.  (45*  + 4 B ) = =fc  j/ 


En  changeant  dans  ces  trois  formules  B en  C et  C en  B,  «n  aura 
les  transformées  correspondantes  aux  iG*,  17*  et  18'. 

Ces  formules  ne  peuvent  se  transférer  aux  triangles  rectilignes  » 
dans  lesquels  on  ne  peut  prendre  la  somme  ou  la  différence  d'un 
côté  et  d'un  angle,  puisque  ce  sont  deux  quantités  hétérogènes. 
Il  en  faut  dire  autant  des  quatre  premières  formules  (1039). 


io55.  La  28*  donne  cos.  BC  : 1 ::  cot.  B î tang.  C ::  cot.  C : 
tang.  B.  Et  par  conséquent  cos.BC  -J-  1 : cos.  BC  — 1 cot.  B -f- 
tang.  C : cot.  B — tang.  C.  Donc  aussi  (I.  4a*)»  (IL  12*) , 1 : — 
tang.*  î BC  ::  cos.  (B  — C)  : cos.(B  + C).  D’où  l’on  tire 

io36.  Observons  que  cos.  (B  -f.  C)  change  toujours  le  signe 
négatif  en  positif,  puisque  dans  foui  triangle  sphérique  rectangle 
la  somme  des  deux  angles  obliques  est  nécessairement  plus  grande 
que  de  901,  (994,  i°.). 


1037.  Et  comme  dans  un  triangle  réel  la  tangente  de  la  moitié  de 
l'hypoténuse  ne  peut  jamais  avoir  une  valeur  imaginaire , je 
conclus  de  la  dernière  équation , que  dans  tout  triangle  sphérique 
rectangle  la  différence  entre  les  deux  angles  obliques  est  toujours 
moindre  que  de  90°. 
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1038.  Quant  aux  formules  39*  et  3o*;  lorsque  AB  ou  AC  seront 
petits,  on  cherchera  d'abord  BC  par  la  a8*  ; ensuite  on  aura  les 
côtés  exactement  par  le  moyen  de  la  a*  ou  de  la  5*. 

Les  Formules  construites  (10x9  et  suie.)  donnent  encore,  pour 
un  triangle  sphérique  rectangle , des  solutions  différentes  de  celles 
de  la  table  (ioa8),  comme  on  le  voit  dans  la  table  ci-après, 
où  l’on  reconnaîtra  facilement  que  les  formules  4*,  6*,  io*,  ia*  sont 
formées  en  multipliant  ou  divisant  l’tme  par  l’autre  les  deux  for- 
mules ( io3i  , io33). 

1039.  Pour  l’usage  de  la  table  qui  suit,  il  faut  toujours  observer 
les  règles  des  signes  (75,  75),  et  faire  attention  qu’on  ne  peut  jamais 
avoir  (RC  — AB)  > 180“ , (989);  ensorte  que  quand  les  formules 
donneront  tang.  £ ( BC  — AB)  ou  sin.  (BC  — AB)  négatifs  , il 
en  faudra  conclure  que  AB  est  > BC,  (75).  D'où  il  résulte  que 
lorsque  la  quantité  ( BC  — AB)  est  donnée,  il  faut  connaître 
en  outre  lequel  des  deux  arcs  est  le  plus  grand  , excepté  dans  la 
1 a*  formule,  où  tang.  -J  AC  ne  peut  jamais  être  négative  , (989). 
Enfin  dans  la  i3’et  la  14*,  >1  faut  savoir,  avant  de  les  calculer, 
lequel  des  deux  angles  est  le  plus  grand. 
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,0/j0.  Table  pour  la  résolution  d’un  Triangle  sphérique  rectangle , dans 

certains  cas . 


• ORlil  «. 


CHERCHÉES. 


roimiii. 


(AB  4-  AC),  BC. 
Soin,  côte* , hyp. 

(ABco  ACL  BC» 

l)*.T.t|«*  côté*,  hyp. 

(UC  + AB),  AC.( 

Un  côté  et  lu  sont, 
de  rhypotrnoâe  et 
de  l’autre  côte. 


AB  ou  AC 
Le*  deux  côtes, 

AB  ou  AC. 

Le*  deux  cAw. 

BC  ou  AB. 

a 

L'hvp.  elle  côte  incnn . 
L’iiag.  op.  au  côte  inc. 


i»  Formule...  en*. ( AB C«o  AC)  = a co*. BC— en*.  ( AB  4-  AC) 
i*  eu*,  différence  dp»  côte*  = aco*.  hypoténuse  — co».  somme  de» côté* 

a*  rer  (AB  + AC  ) — * co».  BC  — en».  ( AB  t/)  AC  ) 

a*  co*.  somme  de*  côte»  = aeo».  hypoténuse,—  co*.  différence  de*  rôle* 

3*  ung.  ; ( BC  — AB  ) =s  ung*  j AC  cot.  » ( BC  4-  AB  ) 

4*  col  (45*4- JC)  = uog.  i ACcot.£(BC  4- AB) 

3*  ung.  7 diff.  hyp.  au  côté  = Ung.»  J côté  donné  x cot.  \ somme  donne* 
4*  cot.  (45*  4-  J angle  cberdté ) = uog.  } côté  donne  X cot.  y* jui.  dou. 


'BC  O.A8),  AC. | 


BC  ou  AB. 

c. 


5*  Ung.iA'RC  4-  AB)  =i  ung.»  J AC  col  J (BO-  AB) 
G*  uug.  ( 45*  4-  4 C)  = ung.  J AC  cot.  J ( BC  — AB  ) 


Uneôtret  la  diflr-  r L’hyp.et  lecôtéincoo.  5*  Ung.  *-com.  Hypotén,  et  côté  ses  ung.*  J côté  donné  X cot.  t diff.  donnée 

cl  de  IWu'côté.H  t C'ang.  op.  au  côté  inc.  G*  tang.  ( 45*  4*  i ang.  cherché ) = ung.  \ côté  don,  x col.  ; diff.  donnée 


(BC4-AB),  B.  BC  ou  AB. 

Un  angle  et  la  «om.  1 

du  côte  -djac.nt  et  SL'hyp.ct  le  même  côté, 
de  l’bypotcnu*c.  * 

(BC  t/>  AB  ) , B.  BC  ou  AB. 


j*  tu.  (BC  — AB)  ss  ung.*  J B tin.  (BC4- AB) 

• \ ’ il  - , 1 - - 

7*  aiu.  differ.  byp.  au  côté  = tang.*  | aoglc  donné  X *in,  *0  ni  tue  donnée 
8»  *in.  ( BC  4-  AB  ) s s col  * * B *in.  ( BC  — ÀB  ) 


Un  ang.  rt  la  diff.  \ 

du  côte  adjacent  ci  iLTiyp.etle  même  côté, 
de  l'hypoténuse.  J 


(BC  + AB),  c| 


BC  ou  AB. 
AC. 


8»  aio-  lommebypof.  et  côté  = COL*  \ angle  donné  X «0.  diff.  donnée 

9*  tang.  i (BC  — AB  ) =r  cof  (45* 4- 1 C)  tang1  l (BC  4- AB) 

10*  tang.  J AC  = col  ( 45*  4-  \ C ) tang.  * ( BC4*  AB  ) 


Un  an,k  « la  »™>-  f |e  ml.ntcltd. 

du  côté  oppose 
de  l’hypotenttU. 


» fLI. 

“lu-. 

(BCoo  AB),  C.( 

Un  an,,  et  ladiBi<-fL.hyp.tlltmJolec4t< 

rencc  entre  le  côté<  - , 

opposé  et  Pbypot.  * *■*  éOtre  côte. 


BC  ou  ÀB. 
AC. 


(B  4* C),  BC 


B ou  C. 


g»  tang.  1 diff.  hyp.  an  côté  = cot.*  ( 45*  4-  J ang.  don.  ) X tang. 7 som/dou. 
10*  Ung.  4 côté  cherché  = col  ( 45*  4*  t ang-  don.)  X tang.  \ »o»n.  donnée 

ii«  tang.  J ( BC  4-  AB  ) = tang.*(45*4-|C)  tang.'  ;’BC  — AB) 
ia*  tàug.  1 AC  = tang.  (45* 4-  j C ) tang.* ( BC  — AB ) 

il*  tang.  Jmm.  hyp.  et  côté  as  tang.  *(45*4*  \ ang.  don.)  X tang.  7 diff.  don. 
ta*  ung.  \ côté  cherché  = Ung.  ( 45*  4-  ; aug.  don.)  x Ung.  j-diff.  don. 

i3*  co».  ( B 00  C ) = — eo*.  ( B 4-CJcot.'  f BC 


Liwratne  1 

et  l'hypoténuse.  5 J1**  à*»*  angle*. 

(B  CO  C),  BC.  B ou  C. 


i3»  co*.  diff  des  angle*  =s  — co*.  somme  donnée  X col*  ) hypdénn* 

»4#  co*.  (B 4*  C)  =— «co*.  (B  co  C)  tang.*;  BC 

»4*  co*.  *omtae  de*  angle*  s s — co*»  diff  donnée  X Ung  ' J hypoténuse» 


SOO  CHAP.  XVII.  RESOLUTION 

1041.  On  voit  par  la  formule  7* , que  l’angle  B restant  constant; 
la  plus  grande  différence  entre  le  côté  adjacent  et  l’hypoténuse  • 
a lieu  lorsque  ( BC  -f-  AB)  = 90. 

Dans  ce  cas 


sin.  (BC  — AB  ) = tang.*  s B. 

Si,  de  cette  équation,  l’on  veut  tirer  la  grandeur  correspon- 
dante de  l'hypoténuse , qu’on  écrive  90*  — BC  au  lieu  de  4R- 
ce  qui  donne  tang.»  { B = sin.  (aBC  - 90»)  = _ cos.  2BC,  (II.  a-)’ 

= a sin  .*BC  — 1 , (T.  aa*).  D’où  sin.*BC  = 1 + lanE-‘  i B __  1 

a acoâ.*±B* 

(I.  >9*)  ; et  par  conséquent,  sin.  BC  = ^-L-^  j/t,  on  (8o) 


sin.  BC 


sin.  45» 
cos.  î B' 


1043.  Après  avoir  achevé  la  construction  des  formules  ponr  la 
résolution  d’un  triangle  sphérique  rectangle,  il  est  à propos  de 
dire  deux  mots  de  leur  translation  aux  triangles  rectilignes;  ce 
sera  une  première  preuve  de  la  vérité  de  ce  que  nous  avons  ava’ncé 
fioai).  Reprenons  les  formules  de  la  table  (ioa8).  Si  on  fait  cos.BC 
= 1,  la  5' et  la  6*  donneront  cot.  C=!ang.  B,  et  cot.  B = lang.C; 
ce  qni  est  précisément  la  propriété  d’un  triangle  rectiligne  ABC 
rectangle  en  A.  Traduisez  de  la  même  manière  les  formules  i5». 


18»,  et  celles  qui  en  sont  déduites.  Dans  la  8* , en  mettant  - 1 

’ ,.  , tang.  BC 

au  lieu  de  cot.BC,  et  ensuite  les  côtés  au  lieu  des  tangentes,  on 
a l 'équation  (537,  i3»).  Il  en  est  de  même  des  autres  formules  où  se 
trouvent  les  cotangentes  des  côtés.  La  traduction  de  la  a5*  ( à la- 
quelle se  réduisent  la  7»  et  la  io»)  se  fait  comme  il  suit  : 1 — | BC* 
C 1 ï AB»)  ( 1 AC»)  = 1 — ~ AB*  — i AC*  en  négligeant 
le  produit  des  deux  quarrés;  réduisant,  transposant  et  multipliant 
par  a , on  a BC*  = AB*  -J-  AC",  c’est-à-dire  l'équation  si  connue 
de  l’hypoténuse. 


Les  trois  premières  formules  et  la  5*  de  la  table  (1040)  donnent 
de  même  l’équation  de  l’hypoténuse.  La  i3*  et  la  14*  ne  peuvent 
sc  transférer  aux  triangles  rectilignes , parce  qu’il  répugne  à la 
nature  de  ces  triangles  que  l’hypoténuse  puisse  être  déterminée 
par  les  angles,  et  vice  versâ.  Toutes  les  autres  formules  de  cetto 
table  V réduisent  aux  formules  correspondantes  (543  à 54"). 
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Résolution  des  triangles  sphériques  rectilatères. 

1043.  J'appelle  rectilatère  le  triangle  qui  a un  côté  de  90 \ Ce 
triangle  doit  se  ranger  dans  la  classe  des  triangles  rectangles,  parcs 
que  son  supplémentaire  (99a)  est  rectangle,  et  que  c'est  celui-ci 
qu'on  résout,  et  auquel  se  réduisent  les  données. 

Exemple.  Soit  A le  pôle  arctique,  BC  l’équateur,  B la  ville  Fie. 
de  Quito , D celle  de  Paris.  Connaissant  AB  = 90%  AD  =4*“  10', 
(1009),  et  la  différence  BC  = A = 80*  i5'  de  longitude  entre  les 
deux  villes  , il  s’agit  de  déterminer  la  distance  entre  ces  villes 
sur  la  surface  sphérique  , c'est-à-dire  l'arc  BD. 

Puisque  AB  = 90°,  il  faut  réduire  les  données  au  triangle  sup- 
plémentaire. Mais  sans  recourir  à une  autre  figure , je  me  servirai 
pour  cet  effet  du  même  triangle  ABD  , en  prenant,  comme  il  suit, 
les  parties  opposées  aux  choses  connues.  Je  suppose  que  D est  le 
supplément  de  AB,  et  dès-lors  j’écris  D = 90°  *,  de  même,  je 
prends  B pour  supplément  de  AD  , et  j'écris  B = i380  5o'-,  BD 
pour  supplément  de  A , et  j’écris  BD  = 99°  45'  : l’angle  A devient 
ainsi  la  chose  cherchée  , comme  snpplément  de  BD.  Or  dans  le 
triangle  ABD  rectangle  en  D,  on  connaît  le  côté  BD  et  l’angle 
adjacent  B;  et  l’autre  angle  A étant  l’inconnue  cherchée,  c’est 
le  cas  de  la  formule  ia*  de  la  table  VI,  qui  donue  cos.  A = cos.BD 
sin.  B = cos.  99°  45'  X sin.  i3 8°  5o'  = — sin.  9*  45'  X 
cos.  48°  5o\ 

log.  cos.  48°  5o'  = 9,818393 
log  — sin.  90  45'  = 9,  238784 

log. — cos.  A = 9,047176. 

Donc  A = 96“  a4' , et  son  supplément  83°  36'  est  la  distance 
cherchée  BD  qui  correspond  à 5oi6  milles  géographiques,  à 60 
milles  par  degré. 

Résolution  de  deux  Triangles  sphériques  rectangles  avant  un 
angle  commun. 

1044.  Des  triangles  sphériques  BAC,  BF.D , rectangles  en  A ^ 
et  en  E,  et  ajant  un  angle  commun  B,  on  déduit  les  proportions 


5oa  CHAP.  XVII.  RÉSOLUTION 

suivantes  entre  les  lignes  trigonométriques  de  leurs  parties  homo- 
logues. 

Puisque  (ioi4),  sin.BC  : sin.AC  ::  i : sin.B,  et  que  parla 
même  raison,  sin.  BD  : sin.  DE  ::  i : sin.B,  il  en  résulte  que 
sin.  BC  : sin.  BD  ::  sin.  AC  : sin.  DE  ; et  par  conséquent 

les  sinus  des  hypoténuses  sont  proportionnels  aux  sinus  des 
côtés  respectivement  opposés  à l’angle  commun, 

1045.  Puisque  (ioi5),  t : lang.  B ::  sin.  AB  : tang.  AC  :: 
sin.  BE  : tang.  DE  , 

les  sinus  des  côtés  adjacens  à l'angle  commun  , sont  comme 
les  tangentes  des  côtés  opposés  à cet  angle. 

1046.  On  a (ioa5),  cos.  AC  '.  cos.  B ::  1 : sin.C,  et 

cos.  DE  : cos.  B ::  1 : sin.  D.  Donc 

les  sinus  des  angles  non  communs  sont  en  raison  inverse  des 
cosinus  des  côtés  opposés  à l'angle  commun. 

1047.  Le  même  théorème  (ioa5)  donne  1 : sin.B  ::  cos. AB  : 

cos.  C ::  cos.  BE  : cos.  D.  Donc 

les  cosinus  des  angles  non  communs  sont  comme  les  cosinus 
des  côtés  opposés. 

1048.  Parle  théorème  (1026),  1 : cos. B ::  tang.BC  : tang.  AB 
tang.  BD  : tang.  BE.  Donc 

les  tangentes  des  hypoténuses  sont  proportionnelles  aux  tangentes 
des  côtés  adjacens  d l’angle  commun. 

1049.  On  a (1027) , 1 : tang.  B ::  cos.  BC  : cot.  C ::  cos. BD  : 

cot.  D.  Donc. 

les  cosinus  des  hypoténuses  sont  en  raison  inverse  des  tangentes 
des  angles  non  communs. 

On  reconnaîtra  l’utilité  des  proportions  précédentes  dans  la 
résolution  des  problèmes. 

Si  on  transfère  ces  proportions  aux  triangles  rectilignes  (1021), 
on  aura  les  proportions  qui  conviennent  à deux  triangles  rectangles 
semblables,  et  les  trois  analogies  ( 1046,  1047,  1049)  donneront 
C ss  D , comme  cela  doit  être. 
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Résolution  de  deux  Triangles  sphériques  rectangles  ayant  un 
côté  commun. 

1050.  Soient  les  triangles  ABD , ACD  rectangles  en  D,  et  qui  ^ 
ont  un  côté  commun  AD.  On  aura  (1014),  sin.  AD  = sin.  AB  X 
sin.  B — sin.  AC  sin.  C.  Donc  sin.  AB  : sin.  AC  ::  sin.  C : sin. B. 

Et  par  conséquent 

les  sinus  des  hypoténuses  sont  en  raison  inverse  des  sinus  des 
angles  respectivement  opposés  au  côté  commun. 

1051.  Comme  ABC  peut  représenter  tout  triangle  sphérique 
obliquangle  , la  proportion  peut  s'énoncer  encore  comme  il  suit  : 
Dans  tout  triangle  sphérique  les  sinus  des  côtés  sont  propor- 
tionnels aux  sinus  des  angles  opposés, 

io5a.  Par  le  théorème (101 5),  1 tsiu.AD  ::  fang.BAD  : tang.BD 
::  tang.  CAD  : tang.  CD.  Donc 

les  tangentes  des  angles  adjacens  au  côté  commun  sont  comme 
les  tangentes  des  côtés  opposés. 

1053.  Par  le  même  théorème,  tang.  AD  = sin.  BD  tang.  B = 
sin.  CD  tang.  C.  D'où  il  suit  que  sin.  BD  : sin.  CD  t:  tang.  C : 
tang.  B.  Et  par  conséquent 

les  sinus  des  côtés  non  communs  sont  en  raison  inverse  des 
tangentes  des  angles  adjacens. 

1054.  Par  le  théorème  (toa4) , 1 : cos.  AD  ::  cos.  BD  : cos.  AB 
::  cos.  CD  : cos.  AC.  Donc 

les  cosinus  des  hypoténuses  sont  proportionnels  aux  cosinus 
des  côtés  non  communs. 

1055.  Par  le  théorème  (ioa5),  1 : cos.  AD  ::  sin.  BAD  : cos.B  :: 
sin  CAD  : cos.  C.  Donc 

les  sinus  des  angles  adjacens  au  côté  commun  sont  proportionnels 
aux  cosinus  des  angles  opposés. 

1056.  Par  le  théorème  (ioa6),  tang.  AD  = cos.  BAD  tang.  AB 
= cos.  CAD  tang.  AC.  Il  s’ensuit  que  cos.  BAD  '.  cos.  CAD 
tang.  AC  : tang.  AB.  Et  par  conséquent 
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les  cosinus  des  angles  adjacens  au  côté  commun  sont  en  raison 

inverse  des  tangentes  des  hypoténuses. 

Des  six  proportions  ( io5i  et  suiv.  ) dépend  la  solution  des 
triangles  obliquangles. 

Résolution  de  deux  Triangles  sphériques  rectangles  ayant 
l'hypoténuse  commune, 

Fig. 64.  1057.  Soient  les  triangles  ABC , DBC,  rectangles  en  A et  en  D, 

et  ayant  l’hypoténuse  commune  BC. 

Le  théorème  (»oi4)  donne  sin.  BC  : 1 ::  sin.  AB  sin.  ACB  :: 
sin.BD  : sin.  BCD  ::  sin.  AC  : sin.  ABC  ::  sin.  CD  : sin.CBD.  Donc 

les  sinus  de  deux  côtés  quelconques  sont  proportionnels  aux 
sinus  des  angles  opposés. 

1058.  Le  théorème  (ioa4)  donne  cos.  BC  = cos.  AB  cos.  AC 
= cos.  CD  cos.  BD.  Donc 

le  rectangle  des  cosinus  des  cotés  d'un  triangle  est  égal  au  rec- 
tangle des  cosinus  des  côtés  de  l'autre  triangle. 

1059.  Par  le  théorème  (102G),  1 : tang.  BC  ::  cos.  ABC  : 
tang.  AB  ::  cos.  ACB  : tang.  AC  ::  cos.  BCD  : tang.  CD  :: 
cos.  CBD  : tang.  BD.  Donc 

les  tangentes  de  deux  côtés  quelconques  sont  proportionnelles 
aux  cosinus  des  angles  adjacens. 

10G0.  Par  le  théorème  (1027),  1 : cos.  BC  ::  tang.  ACB 
tang.  ABC  : 1 ::  tang.  BCD  tang.  CBD  : 1.  Et  par  conséquent 
le  rectangle  des  tangentes  des  angles  d'un  triangle  est  égal  au 
rectangle  des  tangentes  des  angles  de  l'autre. 

. Dans  les  cas  auxquels  les  analogies  précédentes  (io44)  et  suit.) 
seront  applicables-,  si,  au  lieu  de  connaître  les  parties  mêmes  des 
triangles,  on  en  connnaissait  les  sommes  ou  le3  différences,  il  serait 
facile  de  rapporter  à ces  données  les  mêmes  analogies  par  les  mé- 
thodes que  nous  avons  employées  tant  de  fois  dans  le  cours  de  cet 
Ouvrage,  et  dont  nous  ferons  encore  usage  dans  le  chapitre  sui- 
vant, pour  construire  les  analogies  de  Nepcr. 
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CHAPITRE  XVIII. 


Résolution  des  Triangles  sphériques  obliqi. angles. 


10G1.  Pour  résoudre  un  triangle  sphérique  obliquangle , on  le 
divise  en  deux  rectangles,  au  moyen  d'un  arc  perpendiculaire  qui 
devient  un  côté  commun  à chacun  d’eux.  Les  solutions  se  trouvent 
ensuite  facilement  par  les  analogies  ( io5o  à io56). 

Mais  la  perpendiculaire  peut  tomber  ou  en  dedans  ou  en  dehors 
du  triangle;  ce  qui  donne  des  résultats  très-diflérens.  Par  exemple, 
dans  le  triangle  ABC,  où  l’on  ne  peut  avoir  la  valeur  de  BC  que^®* 
médiatement , c'est-à-dire  en  déterminant  celle  des  deux  segmens 
BD , CD  , il  est  clair  qu’il  faut  prendre  leur  somme , si  la  perpen- 
diculaire AD  tombe  en  dedans  comme  dans  la  fîg.  6a  , et  au  con- 
traire leur  différence , si  elle  tombe  en  dehors  comme  dans  la 
fig.  65. 

106a.  Il  paraît  dès-lors,  au  premier  aspect,  que  pour  résoudre 
un  triangle  sphérique  obliquangle,  il  est  nécessaire  de  savoir  si 
la  perpendiculaire  tombe  en  dedans  ou  en  dehors.  Il  est  arrivé 
de  là  que  plusieurs  Auteurs  célèbres  voulant  aider  le  Calculateur 
par  des  règles  particulières  pour  chaque  cas,  ont  rendu  l'exécution 
difficile  en  multipliant  les  préceptes,  ou  même  ont  prescrit  des 
règles  peu  exactes;  tandis  que  la  plupart  se  sont  tirés  d’embarras, 
en  laissant  au  Calculateur  le  soin  pénible  de  chercher  dans  chaque 
cas  la  situation  de  la  perpendiculaire.  Ces  inconvéniens  dispa- 
raissent , si  l’on  adopte  le  système  suivant , aussi  simple  que 
général. 

Les  formules  doivent  se  construire  dans  l'hypothèse  que  la 
perpendiculaire  tombe  en  dedans , et  que  les  angles  et  les  côtés 
soient  moindres  chacun  que  de  90*,  ( 77  ).  En  les  construisant 
ainsi,  je  dis  qu’il  ne  sera  nullement  nécessaire,  dans  l'usage  des 
formules,  de  faire  attention  à la  position  de  la  perpendiculaire, 
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et  quV/z  observant  seulement  les  règles  des  signes  (73,  75)  , 
on  aura  toujours  ( dans  les  cas  qui  ne  seront  pas  douteux  de  leur 
nature)  la  juste  valeur  des  choses  cherclu'es. 

La  vérité  de  cette  règle  se  reconnaîtra  par  l'usage  : la  propo- 
sition suivante  sera  utile  pour  la  vérifier. 

io63.  Si  les  angles  sur  la  base  sont  de  même  espece  entre  eux, 
la  perpendiculaire  tombe  en  dedans  du  triangle  ; elle  tombe  en 
dehors,  s'ils  sont  d'espèce  différente. 

En  effet , si  la  perpendiculaire  AD  tombe  en  dedans  du  triangle, 
son  espèce  est  la  même  (1016)  que  celle  des  angles  sur  la  base  (601), 
13  et  C , lesquels  par  conséquent  sont  de  même  espèce  entre  eux. 

1064*  Si  la  perpendiculaire  tombe  en  dehors,  le  prolongement  de 
la  base  peut  sc  faire  ou  se  considérer  soit  d’un  côté  s'oit  de  l’autre. 
**■<»•  Soit  DAE  un  demi-cercle  perpendiculaire  au  demi-cercle  DCE, 
(9G6).  La  perpendiculaire  meuée  de  l’angle  A d’un  triangle  ABC 
sur  la  base  BC  prolongée,  sera  à volonté  ou  AD  ou  AE.  Si  on 
considère  AD  , le  triangle  ABC  se  convertit  en  deux  triangles 
rectangles  ADC,  AD  B,  dans  lesquels  la  perpendiculaire  AD  étant 
de  la  même  espèce  (1016)  que  les  angles  B et  ACD,  il  s’ensuit 
(988,  a°.)  que  les  angles  B et  C sur  la  base  du  triangle  donné, 
sont  d’espèce  différente  entre  eux.  Si  on  considère  AE,  cette  per- 
pendiculaire sera  de  même  espèce  que  les  angles  C et  ABE;  d’où 
i!  résulte  encore  que  B et  C sont  entre  eux  d’espèce  différente. 

Passons  maintenant  à la  résolution  des  douze  cas  que  présentent 
les  triangles  sphériques  obliquanglcs , en  prenant  les  données  trois 
s trois. 

ioG5.  Connaissant  les  trois  côtés , déterminer  un  des  angles. 
f’S  <**•  Solution  I.  Dans  un  triangle  queloonque  ABC,  soit  B l’angle 
cherché,  et  de  l’un  des  deux  autres  soit  abaissée  une  perpendi- 
culaire comme  AD.  On  aura  (io54),  cos.  AB  : cos.  AC  ::  cos.BD  : 
cos.  CD  ::  cos.  BD  : cos.  (BC — BD)  ::  cos.  BD  : cos.  BC  cos.BD 
4- sin.  BC  sin.  BD  ::  (17)  1 : cos.  BC  4- sin.  BC  tang.  BD  ::  1 : 
cos.BC  4- *io.  BC  cos.  B tang.  AB,  (VI.  a').  Du  premier  et  du 
dernier  rapport  on  lire 


cos.  B = 


cos.  AC  — cos.  BC  cos.  AB 
«tu.fiC  iia  Ali 
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Si  par  les  règles  (toai)  on  transfère  celte  formule  aux  triangles 
rectilignes,  on  aura  l'expression  (Ilf.  70’). 

1066.  Si  l’angle  cherché  était  A;  en  abaissant  la  perpendiculaire 
ou  de  l’angle  B ou  de  l’angle  C,  on  trouverai!  par  la  même  méthode 

cou.  BC  — cop.  AB  cop.  AC 
COS.  A — ,itu  AB  sin.  AC  ’ 

Mais  on  a cette  formule  parla  précédente,  en  y changeant  Ben  A, 
et  A en  B. 

On  trouvera  de  même,  de  l’une  ou  de  l'autre  manière,  la  valeur 
analytique  de  cos.  C. 

Il  est  inutile  d’avertir  qu'on  peut  traiter  ainsi  toutes  les  formules 
qui  suivent. 

>067,  Solution  II.  On  a ( ioG5)  , 1 — cos  B = 

«in.  BC  sin.  AB  -f-  cos.  BC.  cos.  AR  — co».  AC cos.  (BC  oo  AB  ) — co».  AC 

sin.  BC  sin.  AB  «in.  BC  sin.  AB 


a «in.  j ( AC-BC  00  AB  )X  sin.  i C AC  + BC^  AB  ) .jj  ...  p ,oit 
sin.  BC  un.  AB  ' ^ ' 

qu’on  suppose  BC  > AB  ou  AB  > BC,  on  aura  toujours,  (I.  7') , 
a .in.' j B = i 1 »c  + »»  - BCjjM  ( « + ^ r , « p„ 

* sin.  BC  sin.  AB  # 1 

conséquent 

• a a.  | /sin.i(*C  + AB  — BC)»in.  i(AC  + BC  — AB) 

sin.  iB  , «in.  BC  «in. AB 

1068.  Dans  les  formules  qui  donnent  la  valeur  de  la  moitié  de 
l’arc  cherché  , l’espèce  de  l’arc  n’est  jamais  incertaine  ; sa  valeur 
est  toujours  moindre  que  de  go’,  (988,  i°.),  (989).  Je  suppose  du 
reste  que  l’arc  ne  soit  pas  composé  de  la  somme  de  deux  arcs , 
cas  dans  lequel  il  peut  quelquefois  être  plus  grand  que  de  90*. 
Il  j en  a des  exemples  (170a,  1081,  108g,  1109). 

Cette  formule  (ainsi  que  les  formules  que  donneront  les  seconde» 
solutions  dans  les  problèmes  suivans  ) est  celle  dont  on  fait  ordi- 
nairement usage  dans  le  calcul  numérique, 

1069.  Solution  III.  On  a,  ( toG5),  1 -f-  cos. B = .... 

Mn.BCain.AB— cos.BCcos.AB-f  cos.  AC ,,  r -r»  cos.AC  — cos.(BC-f- AB) 

sin.  BC  sin.  AB  mmm\  ' / sin.  BC  sin.  AB  _ 


q sin.  1 (BC  + AB  — AC)  X lin,  j (BC  + AB  -f  AC) 
sin.  BC  sin.  AB 


, (II.  a4‘).  Donc  (I.  34’), 


CO»  i B I ï(BC  + AB  q-  Ar)>in.i(BC  + AB  — AC) 

* tin. BC  sia. AJJ 
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i:e  6>-  Par  le*  raisons  déduites  (5^8)  , cette  formule  est  moins  en 
usage  quela  précédente,  quoique  le  calcul  en  soit  un  peu  plus  court. 

1070.  Solution  IV.  Puisque  (io54),  cos.  AB  : cos.  AC  :: 
cos.  BD  : cos.  CD,  on  a aussi  cos.  AB  -|-  cos.  AC  : cos.  AB  00 

cos.  AC  ” cos.  BD  + cos.  CD  : cos.  BD  <✓>  cos.  CD.  Par  consé- 
quent (II.  14*) , cot.  ; ( AB  4-  AC ) : tang.  ( (AB  00  AC)  :: 

cot.  { (BD  •+•  CD)  : tang.  ; (BD  00  CD).  Eu  mettant  les  tangentes 
au  lieu  des  cotangentes,  et  BC  au  lieu  de  BD  4-  CD  , ou  a 

tang.-L(BD<^CD)=tang.KAB+AC)tang.{(ABcoAC)cot.iBC. 

Cette  formule  est  due  à Neper;  mais  il  y est  parvenu  par  dns  voies 
plus  laborieuses  ; il  en  est  de  même  des  formules  que  nous  don- 
nerons pour  les  dernières  dans  les  problèmes  qui  suivent , des- 
quelles il  est  aussi  l'Auteur. 

1071.  De  celle  que  nous  venons  de  trouver  on  tire  la  valeur  des 
segniens  de  la  base  ou  côté  BC  divisé  par  la  perpendiculaire.  Si 
celle  perpendiculaire  tombe  en  dehors  du  triangle  , la  formule 
donne  à la  vérité  la  valeur  de  tang.  i (BD 4- CD),  et  non  celle  de 
tang.  j(BD(/)CO);  mais  alors  aussi  BC  = (BD  <✓>  CD),  et  non 
BD  4-  CD  ; il  est  donc  inutile  de  s'arrêter  à cette  considération  , 
puisquVn  adoptant  l'expression  tang.  j(BDu')CD)  pour  la  valeur 
donnée  par  la  formule  dans  tous  les  cas , on  a toujours 

grand  segment  = î BC  4-  3 (BD  C/*>  CD),  et 
petit  segment  = ~ BC  — i(BD  Co  CD). 

107a.  Si  (AB  4- AC)  est  > 180%  tang.  î(BDoo  CD)  étant  alors 
négative,  on  prendra  le  supplément  de  l'arc  ;(BDcoCD)  donné 
par  les  tables,  et  on  emploiera  ce  supplément  dans  ces  deux  équa- 
tions. 

Dans  tous  les  cas,  on  trouvera  pour  Te  grand  segment  celui  qui 
est  adjacent  au  plus  grand  des  deux  côtés  , et  pour  le  petit  segment 
celui  qui  est  adjacent  au  plus  petit  de  ces  côtés,  comme  on  peut  le 
conclure  facilement  d’après  l’analogie  (io54). 

1073.  Connaissant  les  segmens  de  la  base,  on  prendra  celui  qui 
est  adjacent  à l'angle  cherché , comme  BD  dans  le  cas  présent, 
et  on  aura  (VI.  5’) 

cos.  B — tang,  BD  cot.  AP, 
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Si  c’est  le  petit  segment  qu’on  emploie  dans  cette  équation , on  * 
fera  sa  tangente  négative  (75)  toutes  les  fois  que  l’équation  pré- 
cédente donnera  le  petit  segment  négatif  et  <90”. 

Cette  solution  n'est  pas  la  plus  courte;  mais  elle  s'applique  à 
deux  problèmes,  puisqu'elle  fait  aussi  connaître  les  segmofts  de 
la  base. 


1074.  Si  on  veut  avoir  une  valeur  analytique  de  chacun  de 
ces  segmens,  exprimée  par  les  trois  côtés  donnés,  qu’on  intro- 
duise dans  la  dernière  équation  la  valeur  (ioG5)  de  cos.  B,  et 
on  obtiendra 


tang.  BD 


ro«».  AC  — rn*.  BC  Cos.  AB 
Mil.  UC  coi.  AB 


On  aura  par  les  mêmes  moyens  , ou  en  changeant  ici  B en  C, 
et  C en  B,  (ce  qu'il  nous  sullira  d’indiquer  une  seule  fois). 


tang.  CD 


ms.  AB  — cos.  BC  cos.  AC 
un.  BC  eus.  AC 


1075.  Les  trois  angles  étant  donnés , déterminer  un  des  côtés. 

Solution  I.  Soit  AB  le  côfé  cherché;  de  l'une  A de  ses  extré- 
mités abaissez  la  perpendiculaire  AD.  Vous  aurez  (io55),  cos.  B : 
cos.  C " sin.BAD  : ain.  CAD  ::  sin.BAD  : sin.  ( BAC  — BAD). 
En  procédant  comme  nous  avons  fait(io65),  et  mettant  cos. AB 
tang.  B au  lieu  de  cot.BAD,  (VI.  5*),  vous  trouverez 


cos.  AB  = 


en»,  C + ce».  A co».  B 
«in.  A «in.  B ' 


Si  on  écrit  1 au  lieu  de  cos. AB  (îoai),  on  aura  la  formule 
(III.  94*)  des  triangles  rectilignes. 


1076.  Si  les  trois  angles  sont  aigus,  le  signe  de  cos.  AB  est 
positif.  Mais  A B peut  représenter  généralement  chacun  des  côtés 
d'un  triangle  sphérique.  Donc  dans  tout  triangle  sphérique,  si 
tous  les  angles  sont  aigus,  chacun  des  côtés  est  moindre  que 
de  go*.  Je  ne  m’arrêterai  point  à ces  conséquences,  lorsqu’elles 
ne  mèneront  pas  à quelque  application  utile;  elles  se  tirent  des 
formules  analytiques  à la  première  inspection,  quoiqu'elles  coû- 
tassent de  longues  démonstrations  à la  Géométrie  des  Anciens. 
On  peut  voir  uu  grand  nombre  de  propositions  de  ce  genre  daus 
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les  Ouvrages  intitulés  ( Menelaï  sphericorum  et  Regiomontani 

de  Triangulis). 

* -ti  / r\  » u «in.Asin  B-co».Aco6.Bco*.-C 

•g- 6a-  1 077. Solution  II.  (io75),  cos.AB= ~ A5in.B 

— coa.(A+B)  — cot.C a co».  ; ( A + B + C)  X co».  U À + 

sin.  A sia. B sin.  Asio.B  * 

(II.  ao').  Donc  (I.  7') 


sin.  J AB  - 


cos.  j ( A -f  B -f-  C)  COB.  I ( A + B 00  C) 
sin.  A sia.  B 


Le  signe  — devient  positif  dans  tous  les  cas , parce  que 
cos.î(A4*B+C)  est  toujours  négatif  (996),  et  qu’il  serait 
aisé  de  prouver  que  l’autre  cosinus  est  toujours  positif,  si  l’on  ne 
vojait  d’ailleurs  que  sin.  5 AB  ne  peut  jamais  être  imaginaire. 

Celte  formule  est  une  de  celles  qui  par  leur  nature  ne  peuvent 
se  transférer  aux  triangles  rectilignes,  dans  lesquelles  un  côté  ne 
peut  être  déterminé  par  la  seule  connaissance  des  angles. 

1078.  Solution III. (to75),  i^os.AW^C^0,AcoîD+sinArin  b 


sin.  A aiu.  B 


cos.  C + coj.  ( A <^)B) 3 cos.  j (C-f  A co  B)cos.i (CtstA  00  B)  ,, 

, sin.  Asio.B,  . sin.  Asio.B  • 20 /" 

Donc  ( I.  24') 


cos.  i AB 


=1/ 


COS.  4 (C  -f-  A ir>  B)  cos.  i(CioAwB) 
sin.  A sin.  B 


1079.  Solution  IV.  En  opérant  sur  la  proportion  ( io55  ) , 
cos.  B : cos.  C ::  sin.  B AD  : sin.  CAD , comme  nous  avons  fait 
(1070),  on  aura  (II.  i4*.  i3'),  cot.i(B-f-C)  : tang.i(CooB)  :: 
lang.- (BAD -f- CAD)  : tang.  J (BAD  00 CAD),  ou,  en  écrivant 
A au  lieu  de  sa  valeur  BAD  + CAD, 

tang.  j(BADo,sCAD)=tang.f  A tang.;  (C  loB)  tang.  j (C  + B). 

1080.  Par  cette  formule  on  a la  valeur  des  segmens  de  l'angle 
vertical  (601).  Et  en  adoptant  l’expression  du  premier  membre  pour 
lous  les  cas,  comme  nous  avons  fait  (1071), on  aura  toujours 

grand  segment  = ; A 4-  r ( BAD  co  CAD  ) j 
petit  segment  = j A — ; ( BAD  lo  CAD  ). 

108s.  Puisque  le  plus  grand  de  deux  arcs  correspond  k un  pins 
petit  cosinus  et  à un  plus  grand  sinus  ( en  formant  toujours  les 
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ri-gles  (ioGa)  comme  pour  des  arcs  moiudres  que  de  90”),  on  peut 
conclure  de  la  proportion  (io55)  que  le  moindre  des  deux  angles 
sur  la  base  et  le  grand  segment  de  l’angle  vertical  sc  trouveront 
toujours  adjacens  à un  même  côté,  et  que  par  conséquent  le  plus 
grand  des  deux  angles  et  le  petit  segment  seront  adjacens  à l’autre 
côté  ; en  supposant  toujours  que  dans  le  calcul  de  la  formule  (1079), 
on  ait  égard  au  signe  de  tang.  î (C  + B). 

1082.  Ainsi  en  prenant  le  segment  adjacent  au  côté  cherché, 
on  aura  (VI.  i5*) 

cos.  AB  = cot.  B cot.  BAD. 


Et  quand  on  aura  le  petit  segment  négatif  et  < 90*,  sa  conlangente 
s'emploiera  dans  cette  formule  avec  le  signe  négatif  ( 75 , 68). 

io83.  La  valeur  analytique  du  segment  BAD  , exprimée  par 
les  trois  angles  donnés , s'obtient  en  introduisant  dans  la  dernière 
formule  la  valeur  (1075)  de  cos.  AB  : on  en  tire  alors 


cot.  BAD  = 


cos.  C ■+■  C09.  A co«.  B 
sia.  A cos.  B 


F.n  changeant  B en  C , et  C en  B , vous  aurez  la  valeur  de 
cot.  CAD,  (1074). 

1084.  Connaissant  deux  côtés  et  C angle  compris , déterminer 
un  des  deux  autres  angles. 

Solution  I.  Appelons  BC,  AC,  et  C les  choses  connues, 
B l’angle  cherché  ; et  du  troisième  , A , abaissons  la  perpendicu- 
laire AD.  Nous  aurons  (io53),  tang.  B : tang.  C ::  sin.  CD  : 
sin.  BD  ::  sin.  CD  : sin.  (BC  — CD)  ::  1 : sin.  BC  cot.  CD  — 

cos.  BC  ::  1 : sin.BC  x -~—§  — cos.  BC,  (VI.  a*).  Du  pre- 
mier et  du  dernier  rapport  on  tire 


tang.  B 


gin.  C 

sin,  BC  cot.  AC  — co».  BC  cos.  C* 


Cette  formule,  qui  renferme  la  cotangenle  d'un  côté  et  le  cosinus 
d'un  autre , sc  transfère  anx  triangles  rectilignes  par  les  règles 
données  (1021} , et  se  réduit  à la  formule  (TTI.  78*).  Il  en  est  d* 
même  de  la  formule  ci-après,  qui  se  réduit  à la  77*. 

io85.  Si  les  données  étaient  AB,  AC  et  BAC}  en  changeant 
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Fig.Gi.  dans  la  formule  que  nous  venons  de  trouver  C en  A et  A en  C, 
ou  bien  en  abaissant  la  perpendiculaire  sur  le  côté  AB  , et  procé- 
dant comme  nous  venons  de  le  faire , on  trouverait  une  autre 
valeur  de  tang.  B,  et  cette  valeur  serait 

t.  sin.  A j 

aDS’  sin.  AB  cot.  AC  — cos.  AB  cos.  A* 


1086.  Solution.  H.  Soient  toujours  BC,  AC  et  C les  choses 
connues,  B la  cherchée,  et  AD  la  perpendiculaire.  On  aura 

1*.  tang.  CD  = cos.  C tang.  AC , (VI.  a*)  ; 
a».  BD  = BC  — CD  ; 


3°. 


tang.  B = 


tang.  C sin.  CD 
sin.  BU  * 


(io53). 


Le  segment  CD  de  la  base  qui  se  trouve  par  la  première  éqnation  , 
se  nomme  premier  segment;  l’autre  BD,  que  donne  la  seconde, 
se  nomme  second  segment.  Si  l’on  a celui-ci  négatif,  c'est-à-dire 
si  l'on  a CD  > BC , sin.  BD  dans  la  troisième  formule  s'emploiera 
avec  le  signe  négatif,  (75). 


1087.  Après  avoir  trouvé  l’angle  B,  si  on  veut  connaître  le  troi- 
sième côté  AB,  on  aura  , par  la  formule  (VI.  10'), 
cot.  AB  = cos.  B cot.  BD. 


On  observera  seulement  que  si  BD  est  négatif,  et  > 90* , cot.  BD 
est  positive. 

jo88.  Solution  III.  Soient  les  choses  connues  AB , AC , BAC, 
et  par  conséquent  B ou  C la  chose  cherchée.  En  abaissant  de 
l’angle  connu  A la  perpendiculaire  AD , on  aura  (io56) , tang,  AB  : 
tang.  AC  ::  cos.  CAD  : cos.  BAD;  et  par  conséquent  (II.  1 1*,  14'), 
sin. (AB  + AC)  : sin. (AB  AC)  ::  cot.  £ (CAD  -+-  BAD)  : 
tang.  j (BAD  CAD).  En  mettant  BAC  ou  A au  lieu  de  CAD  •+■ 
BAD,  on  a 


tang.  j (BAD  co  CAD)=  cot,  £ A 


sin.  (AB  s/s  AC) 
X sin.  (AB  + AC)* 


108g.  De  cette  formule  on  déduit  la  valeur  des  segmens  de  l’angle 
donné  A;  car  en  se  servant  d’une  même  expression  (1071)  pour 
tous  les  cas , on  a toujours 

grand  segment  ==  ( A -f-  j (BAD  lo  CAD)  ; 
petit  segment  5=  j A—-  i (BAD  t^CAD). 
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1090.  L’analogie  (io56)  fait  voir  que  le  grand  segment  est  ad- 
jacent au  grand  côté,  le  petit  segment  au  petit  côté;  en  suppo- 
sant toujours  qn’on  ait  égard  dans  la  formule  (1088)  au  signe  de 
fin.  (AB  + AC).  On  a donc  (VI.  3') 

col.  B = tang.  BAD  cos.  AB,  et 
cot.  C = tang.  CAD  cos.  AC. 

Dans  ces  formules  la  tangente  du  petit  segment  s'emploiera  comme 
négative  (75),  quand  on  aura  ce  segment  négatif  et  <go\ 

1091.  En  introduisant  dans  l’avant-dernière  formule  la  valeur 

(to85)  de  cot.  B,  ou  de  t ^ , on  en  déduit 

_ . tane.  AB  cot.  AC,  — cos.  A 

tang.  BAD  = — ^ . 


Si  l’on  change  B en  C,  et  C en  B,  on  obtient  la  valeur  ana- 
lytique de  l’autre  segment  CAD,  exprimée  de  même  par  les  données 
du  problème. 

109a.  Solution  IV.  Les  conditions  restant  les  mêmes  que  dans 
la  solution  précédente,  prenez  l'analogie  (io5o),  sin.  AB  : sin.  AC 
::  sia.  C : sin.  B;  et  vous  aurez  en  premier  lieu  (II.  i3')la  sui- 
vante, qui  est  utile  en  bien  des  cas: 

(P)...fang.j(AB+AC):tang.i(ABcoAC)  ::  lang.J(C+B):tang.i(CLoB). 


1093.  Substituez  la  valeur  de  tang.  \ (C  -f-  B)  donnée  par  l’équa- 
tion (1079),  et  vous  aurez  tang. 7 (AU+AC)  : tang.|(ABGoAC) 
::  cot. i A tang.j  (BADooCAD)  : tang.*  3 (CooB).  Multipliez 
terme  à terme  cette  analogie  par  la  seconde  (1088)  exprimée  comme 
il  suit,  (1.6*),  a sin.  ~ ( AB-f-  AC  ) cos.  ) ( AB  -f-  AC)  i 
3sin.î(ABooAC)cos.l(ABLoAC)  ::cot.-~  A : tang.  j (BAlXoCAD); 
et  divisant  le  1"  rapport  par  a,  et  le  a*  par  lang.-j-(BAI)GoCAD), 
vous  aurez  sin.*  - (AB  -j-  AC)  : sin.*  ( ( AB  (x>  AC)  ::  cot.*î  A : 
tang.*j(Coo  B)  ; et  enfin,  en  extrayant  les  racines. 


tang.  j (C  <✓>  B)  = cot.  I A x 


sin.  ‘ (AB en  AC) 
sin.  H AB  -f  AC  j# 


1094.  Cette  équation  fait  connaître  la  demi -différence  des 
angles  inconnus.  Pour  avoir  leur  valeur  absolue, 'il  faut  trouver 
encore  celle  de  leur  demi-somme.  Pour  cela,  qu’on  substitue  dans 

4o 
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celle  même  équation  la  valeur  île  tang.-  (CooB)  donnée  par  l'ana- 
logie (P)  ; et  réduisant , ou  aura 


tang.j  (C-f-B)  = cot.LA  x 


cos.  ; (AU  oo  AC) 
co».  j (AU  AC)* 


1095.  I.es  deux  dernières  formules,  trouvées  par  Nepcr,  méritent 
qu'on  fasse  remarquer  leur  utilité.  1°.  Pour  les  calculer , on 
n’a  que  sept  logarithmes  à chercher,  et  elles  font  connaître  deux 
angles  à-la-fois;  ce  qui  est  très-avantageux  en  certains  cas(i465,  etc.}: 
avec  un  égal  nombre  de  logarithmes  , la  seconde  et  la  troisième 
solution  (la  première  serait  plus  laborieuse  à calculer)  ne  donnent 
qu'un  seul  angle,  a*.  L’une  ou  l'autre  de  ces  formules  est  la  plus 
courte  qu’on  puisse  employer  pour  trouver  un  angle  , connaissant 
les  deu.r.  autres  et  les  deux  côtés  qui  leur  sont  opposés  ; comme  il 
est  facile  de  le  voir,  en  supposant  inconnu  l’angle  A.  3%  Et  de  là 
résulte  le  théorème  suivant  : Deux  triangles  sphériques  sont  égaux 
s'ils  ont  deux  angles  , et  les  deux  côtés  opposés  à ces  deux 
angles , respectivement  égaux;  sauf  le  seul  cas  où  les  angles  égaux 
sont  droits  : car  alors  le  troisième  angle  admet  une  infinité  de 
valeurs  inégales,  les  deux  formules  donnant  cot.  J A =§=00  xo. 
4*.  Enfin  de  la  seconde  je  déduis  la  propriété  suivante  des  triangles 
sphériques,  propriété  aussi  remarquable  qu’utile  (1 123). 

Puisque  tang.  (C  -+-  B)  et  cos.  4 (AB  + AC)  ont  le  même  signe 
daus  la  formule  , et  que  les  deux  autres  quantités  ne  peuvent  jamais 
être  négatives  (988 , i°.)  , (989);  il  s'ensuit  que  dans  tout  triangle 
sphérique  la  demi-somme  de  deux  côtés  est  de  la  même  espèce 
que  la  demi-somme  des  deux  angles  opposés. 

1096.  Connaissant  deux  côtés  et  l'angle  compris , déterminer 
le  troisième  côté. 

Solution  I.  Soient  AB,  BC,  B les  données,  AC  le  côté  cher- 
ché. De  la  formule  (to65)  on  tire 

cos.  AC  = cos.  BC  cos.  AB  -f-sin.BG  sin.  AB  cos. B. 

1097.  Solution  II.  Supposons  une  perpendiculaire  AD  abais- 
sée sur  l’un  des  côtés  donnés;  et  nous  aurons 

i*.  tang. BD  = tang.  AB  cos. B,  (VI.  2*); 

a*.  CD  = BC  (X)  BD  ; 

3*.  cos.  AC  = cos.  AB  x —^3,  (,0^'t)* 
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J’aî  employé  <✓>  au  lieu  «le  — dan»  la  deuxième  équation,  parce 
que  quand  elle  donnerait  CD  négatif,  cos.  CD  ne  changerait  pat 
de  signe  pour  cela , (75). 

1098.  Si,  après  avoir  trouvé  la  valeur  de  AC,  on  désirait  celle 
de  l'angle  inconnu  C adjacent  à la  base,  on  pourrait  recourir  à 
la  formule  suivante  (VI.  5*), 

cos.  C = tang.  CD  cot.  AC  , 

* l 

dans  laquelle  on  aura  soin  d’observer  que  tang.  CD  doit  être  né- 
gative, lorsqu’on  a CD  <90’,  et  BD>BÇ, 

1099.  Solution  III.  Si  le  côté  cherché  est  petit,  on  ne  pourra 
l'avoir  avec  exactitude  par  le  moyen  du  cosinus.  Dans  ce  cas, 
au  lieu  des  solutions  précédentes , on  emploiera  celle  qui  suit. 


. , - . ■ . , t.  cos  (BC  00  AB) — cos.  AC 

Puisque  (1067),  aSm.‘iB  = ^.bcÆ.aü 


on  aura 


(T.  aa*),  a sin.*jB sin.BC sin.AB  ss  a sin.*i  AC  — a sin.*j (BC  00  AB). 
Et  par  conséquent 

sin.j  AC=  i/(sin.*ï  BC  00  AB  + sin.BC  sin.AB  sin.AB), 

'ou  , ce  qui  est  plus  commode  pour  le  calcul , 


sin.5AC  = sin.3(BCc<oAB)  ^1 


sin.BC sin  AB  sin.’î  B^ 
sin.*J  (BC  00  AB)  )’ 


1 100.  On  pourra  calculer  cette  formule  avec  les  tables  tri  go - 
nométriques  en  logarithmes,  si  on  la  divise  (440  en  deux  équa- 
tions, comme  il  suit  : 

*"8*  a = ^llbC^ÂB)  ♦/,ÜI’BC  Sin’  A®  * 


sin.  j AC; 


tin.  i(BCooAB) 
cos.  a 


iioi.  Quand  la  différence  (BC00AB)  des  côtés  donnés  est 
petite  , il  peut  être  utile  de  se  servir  de  la  somme  par  préférence, 
pour  plus  de  précision.  On  y parvient  comme  il  suit  : 

Puisque  sin.’j  B = 1 — cos.*  jB , et  que  sin.*,  ( BC  CO  AB  ) 
= sin.*i(BC-f- AB)  — sin.BC  sin.  AB,  (II.a7*);  par  ces  substi- 
tutions, la  première  valeur  («099)  de  sin.j  AC  devient 

sin.)  AC  = t/(«in.*3  (BC  + AB)— -sin.BC  sin.AB  cos.’jB) , 
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rit-  Ci.et  la  seconde  , 

sin.  J AC  = sin.  J (BC  4-  AB)  I/O 


sin.  BC  sin.  AB  cos.‘  £ ÏT\ 
sin.-;  (BC + AB)"/ 


sioa.  On  divise  ainsi  celte  formule  en  deux  autres,  (443)» 

«**  m = ’/Sin‘  BC  SiU'  AB ’ 
sin.  \ AC  = sin.  m sin.  * (BC  -f-  AB). 

uo3.  Il  n’y  a point  de  formule  analogue  à celles  de  Neper , 
pour  résoudre  immédiatement  ce  problème.  Si  l'on  vent  se  servir 
de  ses  formules,  après  avoir  trouvé,  au  moyen  des  solutions  (1088) 
ou  (1092) , un  des  angles  inconnu»,  on  emploiera  la  solution  (1 128) 
pour  trouver'le  côté  cherché. 

1104.  Connaissant  lieux  angles  et  le  côté  compris , déterminer 
un  des  deux  autres  côtés. 

Solution  I.  Soient  A,  C,  AC  les  choses  connues,  AB  la 
cherchée,  et  soit  abaissée  sur  le  troisième  côté  une  perpendiculaire 
AD.  On  aura  (io56),  tang.  AB  : tang.  AC  ::  cos.  CAD  : cos.  BAD 
::  cos. CAD  : cos.  (BAC  — CAD)  ::  1 : cos. BAC  + sin.  BAC  x 

tang.  CAD  ::  1 : cos.  A4-  sin.  A x (VI.  5*).  Du  pre- 

mier et  du  dernier  rapport  on  tire 

- • * ■’  t • 

. 1 t>  __  iin.  AC  » 

, f “ ûq.  A cot.  Ç -f-  cos.  A cos.  AC* 

1 io5.  Si  les  données  étaient  B , C , BC  ; en  procédant  de  la 
même  manière,  ou  bien  en  changeant  dans  cette  formule  A en  B 
et  B en  A , on  trouverait  une  autre  valeur  de  tang.  AB,  qui  serait 

. .n  «in.  BC 

sin.  B cot.  C cos.B  cos.  BC" 

Cette  formule  et  la  précédente  se  changent  (1021)  en  celles  des 
triangles  rectilignes  (III.  4*.  5*). 

110G.  Solution  II.  Les  conditions  (no4)  restant  toujours  les 
mêmes , on  a 

i*.  cot,  CAD  = tang.  C cos.  AC  , (VI.  5‘)  ; 

2°.  BAD  = A tn  CAD,  (1097); 

S’,  tang.  AB  = tang.  AC  x , (io5f>). 
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1107.  Connaissant  la  valeur  de  AB,  si  on  veut  celle  du  troisième 
angle  B,  on  se  servira  de  la  formule  suivante  (VI.  3*)  , 

cot.  B = cos.  AB  lang.  BAD  ; 

en  observant  seulement  que  si  BAD  est  < 90*,  et  CAD  > A, 
tang.  BAD  doit  être  négative. 

1108.  Solution  III.  Soient  B,  C,  BC  les  données,  et  AD  la 
perpendiculaire  sur  le  côté  donné.  On  aura  (io55),  tang.B:tang.  C 
::  sin.  CD  : sin.  BD.  Et  par  conséquent  (II.  if,  i3'),  sin.(B-f-C): 
sin.  (BcoC)  ::  tang.  ?(  CD  -f-  BD)  : tang.  3 (CD ooBD),  ou 


tang.  J (CD  lo  BD)  = tang.  3 BC  x 


sin.  (Bto  C) 
»în  (B  -+•  C)* 


1109.  Dans  un  Ouvrage  estimé  , cette  formule  est  ainsi  changée 
pour  le  cas  où  la  perpendiculaire  tombe  en  dehors  du  triangle  : 

cot.  1 (BD  -f-  CD)  — cot.  1 BC  x Un  exemple  en 

nombres  suffirait  pour  reconnaître  l’erreur  de  cette  formule. 

Mais  au  surplus  pour  démontrer  la  justesse  de  la  formule  que 
nous  venons  de  donner,  même  dans  le  cas  où  la  perpendiculaire 
tombe  en  dehors , qu’on  se  rappelle  qu’alors  les  angles  sur  le  côté 
connu  doivent  être  d’espèces  différentes  (1064).  Soit  donc  celui 
qu’on  voudra,  par  exemple  C,  l’angle  obtus;  la  proportion  (io53) 
sera  en  pareil  cas  tang.B  : — tang.C  :t  sin  CD  : sin. BD.  Et  par 
conséquent  tang.  B+( — tang.  C)  : tang.  B — (-—tang.C)  :: 
sin.  CD  + sin.  BD  ; sin.  CD  — sin.  BD  ::  tang.B  — tang.C  : 
tang. B ’4-  tang.C.  Si  l’on  transforme  la  dernière  analogie  d’après 
les  formules  (II.  i3%  11*)»  elle  deviendra  tang. 3 (CD 4-  BD)  : 
tang.s(CD  — BD)  ::  sin.  (B  — C)  : sin.(B-f-C).  De  plus,  lorsque 
la  perpendiculaire  tombe  en  dehors,  on  a BC  = CD — BL) , 
fig.  63;  substituant  cette  valeur,  on  a tang.j  ( CD  -f-  BD  ) = 

tang-sBC  X Or  la  formule  que  nous  venons  de  donner 

est  précisément  la  même  que  cette  équation,  si  ce  n’est  que  nous 
employons  le  signe  co  au  lieu  du  signe -f-,  et  on  a en  vu  le  motif 
(*°70- 

rtio.  On  a donc,  dans  tous  les  cas,  pour  les  segmens  du  côté 
connu, 

grand  segment  ==  l BC  -f-  (CD  (✓>  BD)  ; 
petit  segment  = -t  BC  — j (CD  <✓?  BD), 
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fig.Gj,  un.  Dans  la  proportion  (xo53)  on  voit  que  le  plu#  grand  angle 
est  adjacent  au  petit  segment , et  le  plus  petit  angle  au  grand  seg- 
ment; en  supposant  toujours  qu'on  ait  égard  au  signe  de  sin.(B-|-C) 
dans  le  calcul  de  la  formule  (1108).  Prenant  donc  le  segment 
adjacent  au  côté  cherché,  on  aura  (VI.  io*) 

cot.  AB  = cot.  BD  co#.B,  et 
cot.  AC  = cot.  CD  cos.C. 

Dans  ces  formules,  on  emploiera  négativement  (75,  G8)  la  co- 
tangeute  du  petit  segment , quand  on  aura  ce  segment  négatif  et 
< 9°"* 

ma.  Pour  avoir  le  segment  BD  exprimé  analytiquement  par 
les  données  du  problème , on  introduira  dans  l’avant-dernière 

formule  la  valeur  (uo5)  de  tang.  AB  = cot'^B,  et  on  en  tirera 


cot.  BD 


tang.  B cot.  C 4-  cos.  BC 
àia.UC  * 


F.n  changeant  B eu  C,  et  C en  B,  on  aura  de  même  la  valeur 
de  cot.  CD. 


m3.  Solution  IV.  Procédant  comme  on  a fait  (logî),  qu'on 
substitue  dans  l’analogie  (P)  la  valeur  de  tang.  î(AB  -f-  AC)  prise 
de  l'équation  (1070),  et  on  trouvera  tang.  BD  00  CD  ) x 
tang.  * BC  : tang.*i(ABooAC)  ::  tang.i(C-f-B)  : tang.i(O-oB). 


M.U ..ng-HCD ^BD)= U.J.S BC  X SjgSgff&g ' 
(1108).  F.n  mettant  cette  valeur  dans  l'analogie  qui  précède,  et 
extradant  les  racines,  on  aura 


ta,1g-i  (ABt/>AC)  =tang.iBC  X 


ain.  ;(C</)B) 
am.iCC+B)- 


ï 1 1 4-  En  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  (ang.| 
(AB 00  AC)  tirée  de  l’analogie  (P),  on  aura  encore 


tang.  î(AB-f-  AC)  = tang.  - BC  X 


co». î (C 00 B) 
coa-i  (C  H-  B)’ 


in5.  Ces  deux  formules  sont  remarquables  en  ce  qu’elles  ont 
l’avantage  de  faire  trouver  à-la-fois  les  deux  côtés  inconnus.  Cha- 
cune d’elles  est  d’ailleurs  la  plus  courte  qu’on  puisse  emplojer 
pour  trouver  un  cdtd,  connaissant  les  deux  autres  et  les  deux 
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angles  qui  leur  sont  opposés , comme  il  est  aisé  de  s’en  convaincre 
en  supposant  BC  inconnu. 

1116.  Connaissant  deux  angles  et  le  côté  compris,  trouver 
le  troisième  angle. 

Solution  I.  Soient  A,  B,  AB  les  données.  De  la  formule 
(1075)  on  tire 

cos.C  = cos. AB  sin.A  sin.B  — cos.  A cos.B. 

1117.  Solution  II.  En  abaissant  de  l'un  A des  angles  donnés 
une  perpendiculaire  AD , on  aura 

i*.  cot.BAD  = cos. AB  tang.B,  (VI.  5*); 

a".  CAD  = A — BAD  ; 

3°.  cos.C  = cos.B  x RrR,  (io55). 

sin.  BAL)  v J 

Il  doit  être  inutile  actuellement  de  dire  que  si  la  deuxième  équa- 
tion donne  CAD  négatif,  on  devra  prendre  négativement  sin.CAD 
dans  la  troisième,  (75)}  et  de  même  aussi  cot. CAD  dans  la 
suivante. 


11 18.  L'angle  C connu,  si  on  veut  connaître  le  côté  AC,  c’est 
à-dire  le  côté  opposé  à l’angle  employé  dans  la  première  équa- 
tion, on  j parviendra  facilement  par  l'équation  suivante  (VI.  i5*), 

cos.AC  = cot.C  cot.  CAD. 


1119.  Solution  IIÏ.  Si  l'angle  cherché  est  petit,  on  ne  pourra 
l’avoir  avec  précision  par  les  deux  solutions  précédentes.  Mais 
puisque  ( 1077)  , 2 sin.*i  AB  sin.  A sin.B  = — cos.  (A  + B)  — 
cos.C  = I — 2 cos.’î (A -f- B)  — I •+•  2 sin.*;  C,  (I.  a3‘,  22*), 
il  s’ensuit  que 

sin.  JC  = j/(cos.*  î A -j-  B + sin  A sin.B  sin.*  J AB)  $ 
ou , ce  qui  est  plus  commode  pour  le  calcul , 


sin.  2 C = cos.  j(A+B)  (1 


sin.  À sin.  B sin.*  * Ab\ 

CD*.*;  (A  + B;r~ /• 


ou  enfin  (440 > Pour  n’avoir  à employer  que  les  seules  tables  Iri- 
gonométriques  en  logarithmes  , 


Uns- a = co,^i^B)  v/8in- A sin- B; ct 

sin.  i C =s  £2lilA±JL\ 
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Il  n'y  a point  Je  formule  analogue  à celles  Je  Neper  pour  résoudre 
immédiatement  ce  problème  ; mais  si  on  veut  faire  usage  Je  ses 
formules,  après  avoir  trouvé  par  les  solutious  (1108  ou  iii5)  un 
des  côtés  inconnus,  on  aura  recours  à la  suivante  pour  avoir  le 
troisième  angle. 


1 îao.  Connaissant  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à l'un  d'eux, 
trouver  l'angle  opposé  à l'autre  côté  donné.  (On  n’a  qu’une  solu- 
tion de  ce  problème , et  Je  chacun  des  cinq  qui  le  suivent  : à ces 
six  problèmes  appartiennent  les  cas  douteux). 

Soient  AB,  AC,  B les  données  : C sera  l'angle  cherché  , et  on 
aura  ( to5o) , 

»în.  AB  sin.  B 


c = 


un.  AC 


naj.On  démontre,  delà  même  manière  que  pour  les  cas  douteux 
dans  la  Trigonométrie  rectiligne  (56a)  , que  cet  angle  C peut  avoir 
deux  valeurs , dont  l'une  est  supplément  de  l’autre  , et  qu’il  en 
est  ainsi  de  tontes  les  autres  parties  inconnues  du  triangle.  Pour 
les  triangles  sphériques,  l’incertitude  est  détruite,  dans  la  plupart 
des  cas,  par  les  règles  suivantes,  qui  se  déduisent  aisément  des 
deux  propriétés  démontrées  (ioo5;  1095,  4“)- 

nas.  I.  L'angle  opposé  au  plus  petit  côté  est  aigu,  si  la 
somme  des  côtés  donnés  est  moindre  que  de  180°. 

II.  L'angle  opposé  au  plus  grand  côté  est  obtus , si  la  somme 
des  cotés  donnés  excède  180*. 

Il  est  clair  que  ces  tèglcs  embrassent  la  moitié  des  cas  possibles. 
Mais  de  plus, 

III.  Quand  la  somme  des  côtés  donnés  = 180*,  de  môme  la 
somme  des  angles  opposés  = 180*. 

L’incertitude  disparait  donc,  comme  je  l’ai  dit,  dans  la  plu- 
pari  des  cas. 

Mais  quand  ou  ne  peut  déterminer  par  ces  trois  règles  l'espèce 
de  l’angle  cherché,  elle  est  douteuse. 

1 ia3.  Si  au  lieu  de  connaître  un  angle  , on  connaissait  la  somme 
ou  la  différence  des  angles  opposés  aux  côtés  donnés,  la  valeur  de 
chacun  de  ces  angles  sc  trouverait  par  l’analogie  (P)  , (ioga), 

1124.  Connaissant  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à l’un  d'eux  , 
trouver  l'angle  compris  par  tes  deux  côtés. 
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Soient  AB,  AC,  B les  données;  A sera  l’angle  cherché.  Ea 
abaissant  de  cet  angle  la  perpendiculaire  AD,  on  aura 

x*.  cot.  BAD  = cos.  AB  tang.  B,  (VI.  3*); 

a’,  cos.  CAD  = cos.  BAD  x (to56); 

3*.  BAD  d=  CAD  = A. 

Le  signe  -f-  a lieu  quand  la  perpendiculaire  tombe  en  dedans; 
le  signe —,  quand  elle  tombe  en  dehors.  F.l  par  conséquent  (ioG3, 
1064)  on  prendra  la  somme  des  segmens  de  r angle  cherché , 
lorsque  les  deux  autres  angles  seront  de  même  espèce  entre  eux ; 
la  différence , lorsque  ces  deux  angles  seront  d'espèce  différente 
entre  eux.  D’où  l’on  voit  que  le  cas  de  ce  problème  est  douteux 
toutes  les  fois  que  le  cas  du  problème  précédent  l’est  aussi, 

xta5.  La  Caille  prescrit  de  prendre  la  somme  des  segmens, 
lorsque  les  cotés  donnés  sont  de  même  espèce  entre  eux.  L’au- 
torité d'un  tel  homme  a engagé  d'autres  Auteurs  à adopter  celte 
règle  sans  examen.  Il  s'ensuivrait  que  quand  la  perpendiculaire 
tombe  en  dehors,  c’est-à-dire  quand  les  angles  sur  la  base  sont 
d’espèce  différente  (1064)  , les  côtés  qui  leur  sont  opposés  seraient 
nécessairement  aussi  d'espèce  différente  ; ce  qui  n’est  pas,  comme 
on  peut  le  démontrer  de  mille  manières  : et  si  cela  était , il  ne 
resterait  plus  de  cas  douteux. 

sta6.  Connaissant  deux  côtés  et  V angle  opposé  à l’un  d'eux, 
déterminer  le  troisième  côté. 

Soient  AB,  AC,  B les  données;  abaissons,  sur  le  côté  cherché 
BC,  la  perpendiculaire  AD;  nous  aurons 

1*.  tang.BD  = tang.  AB  cos. B,  (VI.  a*); 

a”,  cos. CD  = cos. BD  x (»o54); 

5*.  BD  ± CD  = BC. 

On  prendra  ou  la  somme  ou  la  différence  des  segmens  de  la  base  , 
suivant  les  règles  que  nous  avons  données  (1  ta4J  pour  les  segment 
de  l’angle  vertical. 

On  a encore  prescrit,  dans  ce  cas,  de  prendre  la  somme,  quand 
les  deux  côtés  donnés  sont  de  même  espèce;  d’où  il  suivrait  que 
quand  deux  côtés  sont  de  même  espèce,  la  perpendiculaire  sur  le 
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rigto  troisième  côté  tombe  toujours  en  dedans  du  triangle;  ce  qui  ne 
mérite  pas  même  d'êire  réfuté. 

1137.  Si  le  sinus  ou  cosinus  trouvé  dans  l'un  des  trois  précédons 
problèmes,  était  d'une  telle  grandeur  qu’on  ne  pôt  avoir  l'arc  avec 
la  précision  desirée  , on  aurait  recours  à un  autre  de  ces  trois  pro- 
blèmes, dans  lequel  le  sinus  on  le  cosinus  se  trouvât  moins  grand; 
et  alors,  connaissant  quatre  parties  du  triangle,  on  varierait  les 
données,  pour  trouver  la  partie  cherchée  par  le  moyen  de  quel- 
qu’un des  problèmes  qui  précèdent  les  trois  derniers.  Cette  re- 
marque doit  aussi  s'appliquer  aux  trois  suivans, 

1 1 28.  Connaissant  deux  angles  et  le  côté  opposé  <1  l'un  d'eux, 
trouver  le  côté  or  posé  à l'autre  angle  connu. 

Soient  B,  C,  AC  les  données  : AB  sera  le  côté  cherché,  et 
l'on  aura  (io5o) 

sin.  AB  = sin.  AC  X 

un.  B 

112g.  I.  Le  côté  opposé  au  plus  petit  angle  est  < 90*,  si  la 
somme  des  angles  donnés  est  < 180*. 

II.  Le  côté  opposé  au  plus  grand  angle  est  > go*,  si  la  somme 
des  angles  donnés  est  > 180*. 

III.  Si  la  somme  des  angles  donnés  = 180*,  de  même  alors 
la  somme  des  côtés  opposés  — 180*. 

n3o.  Si  ces  règles,  qui  dérivent  des  propriétés  (ioo5;  iog5,  4*  ), 
ou  si  les  notions  qu’on  aura  d'ailleurs , ne  suffisent  pas  pour  qu’on 
puisse  discerner  l'espèce  du  côté  cherché  dans  ce  problème,  il  n’y 
aura  de  même  aucun  moyen  de  déterminer  l’espèce  pour  les  autres 
parties  inconnues  du  triangle,  qui  sont  l’objet  des  deux  problèmes  qui 
suivent.  Regiomonlanus,  qui  a bien  connu  l'ambiguité  des  trois 
problèmes  précédens,  a donné  celui-ci  et  les  deux  suivans,  comme 
déterminés  dans  tous  lescas(</e  Triangulis , Lib.  l^.prop.  39 et  3a). 
11  est  donc  à propos  de  faire  voir  qu’ils  ne  le  sont  pas. 

F>s  % Pour  cet  effet.  Soient  donnés  le  côté  KN  et  les  angles  NAK  et 
AN  K , en  supposant  KN  oblique  sur  AN  ; toutes  les  fois  qu'un  arc 
KL.  = KN  pourra  tomber  de  l'angle  inconnu  K sur  le  côté  opposé, 
il  est  clair  que  ces  problèmes  seront  douteux,  et  qu’on  ne  pourra 
discerner  par  la  Trigonométrie  si  les  données  appartiennent  au 


» 
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triangle  ANK,  ou  bien  an  triangle  BLK , puisque  A = B,  (977), 
que  KN  = Kl.  par  la  supposition  , et  que  ANK  = BLK,  (1002). 

1 i3i.  Si  au  lieu  de  connaître  un  côté,  on  connaissait  la  somme 
ou  la  différence  des  eûtes  opposés  au*  anges  donnés  , la  valeur 
de  chacun  de  ces  côiés  se  trouverait  par  l'analogie  (P; , (1092). 

1 i32.  Connaissant  lieux  angles  et  le  côté  opposé  à l'un  a' eux  , 
trouver  le  côté  compris  entre  leurs  sommets. 

Soient  les  données  B , C , AC;  abaissons  la  perpendiculaire  AD  Fi* 
sur  le  côté  cherché  BC  ; et  nous  aurons 

i*.  tang.  CD  ==  tang.  AC  cos.  C,  (VI.  a*); 
a*,  sin.  BD  = sin.  CD  x (io53); 

5*.  CD  db  BD  = BC. 

11 33.  L’espèce  de  BD  est  toujours  douteuse,  lorsque  dans  le 
problème  précédent  celle  de  AB  est  douteuse.  Mais  si  l'on  connaît 
l’espèce  de  AB,  on  détermine  celle  de  BD  par  l'analogie  (io54), 
cos.  AC  : cos.  CD  ::  cos.  AB  : cos.  BD,  qui  fournit  la  règle  sui- 
vante : Selon  que  les  côtés  opposés  aux  angles  donnés  sont, 
entre  eux , de  même  ou  de  différente  espèce , les  segmens  du 
côté  cherché  sont , entre  eux , de  même  ou  de  différente  espèce. 

Dans  la  troisième  équation  , on  prendra  toujours  la  somme  , 
quand  les  angles  donnés  seront  de  même  espèce  ; la  différence  , 
dans  le  cas  contraire. 

1154.  Connaissant  deux  angles  et  le  côté  opposé  à l'un  dieux, 
trouver  le  troisième  angle . 

Soient  les  données  B,  C,  AC;  A est  l’angle  cherché  , et  l'on  a 
i\  cot.  CAD  = cos.  AC  tang.  C , (VI.  3*); 
a*,  sin.  BAD  = sin.  CAD  x (to55)j 

3*.  CAD  =fc  BAD  = A. 

n35.  Pourvu  que  l’on  connaisse  l’espèce  de  AB,  (1129),  on  dé- 
terminera celle  de  BAD  par  l’analogie  (to56) , tang.  AB  : tang.  AC 
::  cos. CAD  : cos. BAD.  Du  reste,  la  règle  du  problème  précé- 
dent, relative  au*  segmens  de  la  base,  s’applique  de  même  aux 
segmens  de  l’angle  vertical. 


5a4  CHAR.  XVIII.  RÉSOLUTION 

11 36.  J'ai  réuni  dans  la  table  Vil  toutes  les  solutions  analy- 

tiques , ainsi  appelées  , parce  qu’elles  contiennent  dans  une  seule 
équation  la  valeur  complète  d’une  ligne  trigonométrique  apparte- 
nant à quelqu’une  des  parties  d’un  triangle  sphérique;  laquelle 
valeur  peut  se  substituer  par  conséquent  dans  les  opérations  analy- 
tiques , et  conduire  ainsi  à des  résultats  très-utiles.  Les  formules 
5*,  7*,  9%  i5%  16*,  a3*,  28*,  29',  35*,  36*  sont  démontrées 

aux  articles  1120,  1066,  io65,  1116,  1084,  io85,  1128,  1096, 
1075,  1104,  no5.  De  ces  formules  sont  tirées  toutes  les  autres 
de  la  table,  par  de  simples  changemens  de  lettres  (1066). 

1137.  La  table  III  est  beaucoup  plus  étendue  : on  aurait  pu  de 
même  augmenter  la  table  VII,  en  y insérant  jusqu'à  dix  valeurs 
de  chaque  ligne  trigonométrique;  mais  ces  valeurs  sont,  pour  la 
plupart,  trop  compliquées.  Il  sera  facile,  au  surplus,  de  les  former 
au  besoin.  Par  exemple,  outre  les  deux  valeurs  de  sin.  A que  donne 
la  table  VII,  quatre  autres  se  trouvent  en  prenant  dans  celte  mémo 
table  les  deux  valeurs  de  cos.  A et  les  substituant  dans  la  formule 
(I.  3*)  , et  les  deux  valeurs  de  tang.  A et  les  substituant  dans 
la  formule  (T.  5‘).  Les  quatre  dernières  valeurs  de  sin.  A demandent 
un  peu  plus  de  travail,  parce  qu’il  faut  les  tirer  des  solutions  tri- 
gonométriques  des  cas  douteux  (1124,  n34J.  Nous  nous  conten- 
terons de  rechercher  l’une  de  ces  valeurs. 

s,.  1 1 38.  Connaissant  deux  angles  B , C , et  un  côté  opposé  AC , on 

demande  l'expression  analytique  du  sinus  du  troisième  angle  A. 
C’est  le  cas  de  la  solution  (1 134),  dans  laquelle,  commençant  par  la 
troisième  équation  , et  supposant  de  même  espèce  (1062)  les  angles 
donnés,  nous  aurons  sin.  A = sin.  (CAD  -f-  BAD)  = sin.  CAD 
cos.  BAD  -f-  cos.  CAD  sin.  BAD.  Éliminons  BAD  par  le  moyen 
do  la  deuxième  équation  (n34),  en  observant  que  cos.  BAD 
= ( 1 — sin.'BAD  J ; nous  aurons  sin.  A = sin.  CAD  x 

I /(  x — sin.*CAD  x — 4-  cos.  CAD  sin.  CAD  x 

y'  \ cos.’C/  co».  C 

Il  reste  à éliminer  CAD  par  le  moyen  de  la  première  équation 
(n34),  en  observant  d'ailleurs  que  sin.  CAD  = ^ ^ 

(I.  40,  et  que  cos.  CAD  = yXlC^eolA'.c\D)  » (I-  a«0  , équations 
dans  lesquelles  on  mettra,  au  lieu  de  cot,  CAD,  sa  valeur  prise 
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Cl  i34),  et  qui  donnent , après  cette  substitution,  une  valeur  de 
sin.  CAD,  et  une  valeur  de  cos.  CAD,  qu'on  substituera  l’une 
et  l'autre  dans  l'équation  précédente.  On  aura  alors  sin.  A = 

« v | /(. ct»‘B \ » 

J/(i tang.'C  cos.’AC)  y'  \ co».'C+--m.*C  cos.'AC/  ' cos.  G 

X v(i  -f-  taag.'C  co..* AC)  X Vi 1 + tang.-C  cos.’AC)  » exPrcssl0n  Cher- 
chée , qu’il  ne  s’agit  plus  que  de  simplifier.  Écrivons  partout  ^n-'  ^ 

au  lieu  de  fang.*C , 1 — sin.*AC  au  lieu  de  cos.'AC , puis  i au 
lieu  de  cos.  *C  -f-  sin.  *C , et  ain.*B  au  lieu  de  i — cos.'B,  et 
nous  aurons  enfin 

. A cos.  C — ain.*C  sin.*AC)  -f-  sin.  C cos.  B cos.  AC 

sin.  A ■ > •'  r/î  ■ v . . • 

1 — wn.*C  ain.*AC 

En  changeant  C en  B et  B en  C,  on  a aussitôt  l'expression  de 
sin.  A pour  le  cas  où  les  données  sont  B,  C,  AB. 

En  traitant  de  même  la  solution  (tta4)  , on  trouvera  les  deux 
dernières  des  dix  valeurs  de  sin.  A. 

Si  on  veut  transférer  aux  triangles  rectilignes  la  formule  que 
nous  venons  de  trouver,  il  faut  faire  alors  sin.*AC  = o;  car  on  a 
sin.*AC  = î — cos/AC  — x — i,  (toai).  Il  en  est  de  même  de 
sin.*  ; AB  et  de  sin;  î AB,  dans  les  formules  (i  1 19)  : et  en  général,  si 
dans  une  formule  sphérique  il  ne  se  trouve  qu’un  seul  des  côtés, 
il  faut  faire  son  sinus  = 0,  ainsi  que  sa  tangente;  ce  qui  est  con- 
forme (I.  3%  53*)  à la  règle  (1031)  de  faire  le  cosinus  = 1. 

113g.  En  terminant  ce  qui  concerne  la  table  VII,  je  ne  puis 
omettre  la  solution  d’un  problème  analytique  assez  curieux,  et  que 
je  crois  nouveau. 

Trouver  deux  expressions  égales  et  semblables , dont  rune 
comprenne  trois  parties  d’un  triangle  sphérique , et  l'autre  les 
trois  autres  parties. 

Puisque  (VII.  10*)  cos.  B = cos.  AC  sin.  A sin.C  — cos.  A 
cos.  C , on  a cos.  AC  cos.  B = cos.VAC  sin.  A sin.  C — cos.  A 
cos.  C cos.  AC.  Donc  (I.  18*),  cos.  AC  cos.  B sio.'AC  sin.  A 
sin.  C = sin.  A sin.  C — cos.  A cos.  C cos.  AC.  Le  second  terme 
du  premier  membre,  avec  les  valeurs  (VII.  a’,  5"),  devient 
sin.  AB  sin.  BC  sin.*B  , ou  sin.  AB  sin.  BC  — - sin.  AB  sin.  BC 
cos. ‘B.  Le  premier  terme  du  même  membre,  avec  la  valeur 
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P'*-6».(VII.  a8*) , devient  ain.  AB  sin.BC  cos.’B  4-  cos.  AB  cos.  BC 
cos.  B.  En  sommant  les  deux  termes  , et  les  mettant  en  équation 
avec  le  second  membre , je  parviens  à la  solution  qui  suit  : 
sin.AB$in.BC-f-cos.ABcos.BCcos.B=^in.A  sin.C — cos.  A cos.Ccos.AC. 

Ci  lle  formule  me  sera  très-utile  dans  le  problème  des  aberrations 
(i535). 

ti4o.  La  table  VIIT  renferme  les  solutions  trigonomètriqucs , 
que  je  nomme  ainsi , parce  que  ce  sont  les  plus  usitées  dans  le 
calcul  numérique  , et  que  ce  sont  celles  que  donnent  tous  les 
Auteurs  de  Trigonométrie.  Celte  table  est  disposée  de  manière  à 
dispenser  le  Calculateur  d'application  et  d’étude  dans  quelque  cas 
que  ce  soit  -,  même  de  faire  une  figure  , et  de  savoir  la  situation  de 
la  perpendiculaire.  Il  suffit  qu’on  se  rappelle  que  le  cosinus,  la 
langentc  et  la  cotangente  de  l'arc  > 90"  et  < 180'  sont  négatifs. 
J'ai  exposé  (1063)  la  règle  fondamentale  d'après  laquelle  sont 
construites  toutes  mes  solutions.  Si  on  a la  curiosité  de  savoir  de 
quel  côté  tombe  la  perpendiculaire,  elle  est  en  dehors  du  triangle 
toutes  les  fois  que  l’on  a ou  la  base  moindre  que  son  premier  seg- 
ment , ou  l'angle  vertical  moindre  que  son  premier  segment. 

n4i.  J’ai  rassemblé  dans  la  table  IX  les  solutions  de  Neper, 
pour  lesquelles  le  Calculateur  n'aura  de  même  besoin  d’attention 
que  relativement  aux  signes  (73).  On  observera  que  dans  le  cas 
où  l’on  trouve  le  plus  grand  segment  > 180“,  la  valeur  qu’on  obtient 
pour  les  segmens,  en  se  conformant  aux  règles  des  signes,  est  alors 
relative  non  à la  perpendiculaire  qui  tombe  en  dedans  du  triangle , 
mais  au  supplément  de  cette  perpendiculaire. 

L’arc  a représente  la  somme  des  segmens  quand  la  perpendi- 
culaire (son  supplément  dans  le  cas  ci-dessus)  tombe  en  dehors j 
leur  différence,  quand  elle  tombe  en  dedans. 

Du  Triangle  isoscèle. 

1142.  Si  le  triangle  est  isoscèle  , on  le  divise  en  deux  triangles 
égaux  et  rectangles , par  le  moyen  d'un  arc  perpendiculaire  qui 
partage  en  deux  parties  égales  et  la  base  et  l'angle  vertical , comme 
on  peut  le  conclure  des  analogies  (io54,  io56);  lesquelles  ne  sont 
insuffisantes  que  dans  le  seul  cas  de  deux  angles  droits  (toia),  parce 
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qu’alors  le  triangle  peut  se  partager  par  des  arcs  perpendiculaires, 
en  autant  de  triangles  inégaux  qu’on  le  voudrait.  On  a par  la 
table  VI,  les  analogies  suivantes  qui  résolvent  tous  les  autres  cas. 

t*.  Le  sinus  d’un  côté  est  au  sinus  de  la  demi-^asc  comme  lo 
rayon  au  sinus  du  âemi-angle  vertical. 

a*.  La  tangente  d’un  côté  est  à la  tangente  de  la  demi -base , 
comme  lo  rayon  au  cosinus  d 'un  angle  sur  la  base. 

5’.  Le  cosinus  d’un  côté  est  à la  cotangente  du  demi -angle  ver- 
tical, comme  le  rayon  à la  tangente  d’««  angle  sur  la  base. 

4*.  Le  cosinus  de  la  demi-Zfc/se  est  au  cosinus  du  demi  -angle 
vertical , comme  le  rayon  au  sinus  d 'un  angle  sur  la  base . 

De  la  mesure  de  la  surface  du  Triangle  sphérique. 

i i43.  Pour  trouver  la  surface  d’un  triangle  sphérique  quelconque  Hg.eo. 
ABC,  prolonge/  un  de  ses  côtés,  par  exemple  BC,  en  décrivant 
le  cercle  entier  BCEFB,  qui  représentera  la  moitié  d’une  sphère 
(964).  Prolongez  aussi  les  deux  côtés  AB,  AC,  d’une  part  jusqu’à 
la  rencontre  du  cercle  décrit,  et  de  l’autre  jusqu'à  ce  qu’ils  con- 
courent ensemble  en  un  point  D.  Il  est  évident  par  cette  construc- 
tion, en  vertu  de  laquelle  BAE  = 180°  = CAF  = ABD  = ACD 
= CBF  = BFE,  (966),  que  le  triangle  AEF,  placé  sur  l’hémis- 
phère antérieur,  est  égal  (998)  au  triangle  BCD  décrit  sur  l’hémis- 
phère opposé.  Appelons  jtj  la  surface  de  chacun  de  ces  deux  trian- 
gles, x la  surface  cherchée  du  triangle  ABC,  n et  p les  surfaces 
des  triangles  CAE , BAF.  On  sait  d’ailleurs  que  la  surface  de  la 
sphère  est  égale  à la  circonférence  d’un  grand  cercle,  multipliée 
par  le  diamètre.  Mettant  donc  aR  X 360-  au  lieu  de  la  surface 
de  la  sphère  dans  la  proportion  (1007),  nous  aurons  Je  fuseau 
ABD  CA  , ou  x -f-  m , = aÀ  X R ; le  fuseau  BAECB , ou  x -\-  n , 
s=  jB  x R ; et  le  fuseau  CBFAC,  ou  x p , — aC  x R ; do 
sorte  qu’en  additionnant  les  trois  équations , on  a 3,c  -f-  m + n 
“t- P = (A  -f-  B + C)  x aR.  Mais  il  est  clair,  par  la  figure,  que 
la  moitié  de  la  surface  de  la  sphère,  ou  aR  x 180°,  = x -{- m 
-hn-j-  p.  Donc  u+aRx  i8o°  = ( A B -j-  C)  aR  j et  par 
conséquent 

x = (A  B -f-  C — i8o°)  x R. 

Donc  la  surface  d'un  triangle  sphérique  se  trouve  en  retranchant 
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m 180’  de  la  somme  des  trois  angles , et  multipliant  le  reste  par 
le  rayon  de  la  sphère. 

Celle  solution,  extrêmement  simple,  est  tirée  de  Wallis.  Le 
résultat  fait  voir  que  l'aire  d’un  triangle  sphérique  est  proportion- 
nelle à l'excès  des  angles  sur  i8o\ 

1144.  Il  faut  observer  , pour  le  calcul  de  cette  équation,  que  le* 
deux  facteurs  du  second  membre  doivent  être  des  quantités  de 
même  espèce.  Soit  ( A -J-  B -f-  C — i8o‘)  =s  D;  si  on  veut  en 
degrés  ou  minutes,  etc.  la  surface  cherchée,  on  emploiera  D en 
degrés  ou  minutes  , et,  pour  le  rajon  , R*  ou  R',  etc.  (63i).  Si  l’on 
veut  la  surface  en  pouces  ou  pieds,  etc. , on  prendra  R en  pouces  ou 
pieds,  etc.,  et  on  réduira  D en  pouces  ou  pieds  parla  proportion  R* 
ou  R'  : D*  ou  D'  ::  R en  pouces  ou  pieds  ; D en  pouces  ou  pieds. 

1145.  Si  on  voulait  déterminer  mécaniquement  une  surface 
plane  égale  à celle  d’un  triangle  sphérique  donné , on  s*y  pren- 
drait comme  il  suit.  Du  rajon  de  la  sphère  à laquelle  appartient 
le  triangle  , on  décrira  un  cercle  ; on  marquera  sur  la  circonfé- 
rence de  ce  cercle  un  arc  égal  à la  somme  des  trois  angles  du  triangle 
donné.  Des  extrémités  de  cet  arc  on  mènera  deux  diamètres.  Il  en 
naîtra  quatre  secteurs,  de  deux  desquels,  opposés  et  égaux,  l’aire 
sera  égale  à l’aire  sphérique  proposée.  Cette  construction  , qui  est 
due  à de  Gua  ( Mém.  de  FAcadém.  des  Sc.,  Paris,  1783),  m’a 
paru  digne  d’être  répétée  et  répandue  , tant  pour  sa  singulière  sim- 
plicité, qu’à  cause  de  l’usage  dont  elle  peut  être  pour  la  description 
des  planisphères.  J'y  ajouterai  seulement  deux  règles.  La  surface 
cherchée  est  égale  aux  denx  moindres  secteurs,  lorsque  la  somme 
des  trois  angles  n’excède  pas  370’  ; et  aux  deux  plus  grands , si 
cette  somme  est  entre  270*  et  36o“.  Si  elle  passe  cette  dernière 
limite , alors  il  faut  décrire  deux  cercles,  dans  chacun  desquels 
on  coupera  une  partie  de  circonférence  égale  à la  demi-somme 
des  angles,  et  opérant  comme  je  viens  de  le  dire  pour  la  somme 
entière , on  aura  l’aire  sphérique  partagée  en  quatre  secteurs  égaux. 

u 46.  Étant  donnés  les  trois  cités  d'un  triangle  sphérique , 
trouver  la  somme  des  angles. 

Puisqu’il  est  nécessaire,  pour  déterminer  l’aire  d’un  triangle 
sphérique,  de  connaître  la  somme  des  angles,  le  problème  proposé 
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devient  utile,  quand  on  cherche  l'aire,  et  qu’au  lieu  des  angles 
on  connaît  les  trois  côtés. 

Soit  s la  demi-somme  des  côtés  a,  b , c,  opposés  aux  angles  Fig.Gr. 
A,  B,  C.  Puisque  cos.  j (A  + B + C)  = cos.  i (A  + B)  cos.  { C 

— sin.  t(A  + B)  sin.  { C = (cos.  i A cos.  à B — sin.  J A sin.  | B) 
cos.  1 C — (sin.  } A cos.  J-  B -f-  cos.  \ A sin.  £B)  sin.  i C;  si  on  écrit 
dans  le  dernier  membre  les  valeurs  (VIII.  u*)  de  sin.  | A,  de 
cos.  à A,  et  les  valeurs  analogues  de  sin.  j B,  cos.  { B , sin.  f C, 

cos.  à C , on  aura  cos.  î(A  + B-f-C)  = ft  -in  J ,ln(f  — 

\ K «in.  o sin.  c 

-|  (*— b) sin.  (*  - c)  . 

\r  sin.  b tin.  c 

— i) sin.(^— c)  | 

\ \r  wn.  b sin.  < 

) | sin.  (j— c)  î»in.(i  — c)  * 

\r  air»,  a sin.  c 

u(g  — «)  sin.(f  — b)  sin.  (j  — ç) 
sin.  a sin.  b sin.  c , 

sin. (s  — b)  — sin.  (s  — «)).  Mais  (II.  a5’,  ig'),  sin. a — 
sin.  (a  — c)  s=  a sin.  J c cos.  (s  — £ c)  = asin.  \ c cos.  £ (a  -f  b)\ 
et  sin.  (s  — • b)  -f-  sin.  (s  — a)  = 3 sin.  (s  — 1 (a  + £))  cos  1 (a  <s> b) 

= asin.^  ccos.  J (üooZ>).  Donc  sin.  s — sin.  ( s — c ) — sin.  (s  — b) 

— «*>•  (s  — a)  sa  — a sin.  £ c (cos.  J (a  00  A)  — cos.  a (a  -f  £))  = 

— asin.icx  a sin.  a £sin.  '-a,  (II.  17*).  Donc  cos.i(A+B+Ç) 

rin.a.in.t.in.c  ‘/siD-!  X sin.(s— a)sin.(s~4)sin.(c_ c). 

Or  sin.  a sa  a sin.  -j  a cos.  5 a j sin.  b et  sin.  c se  transforment  do 
même.  Donc  enfin 


| y'sin.jsin.  (s — b) 
sin.  a sin.  c 

• s »in.  (i— c) 

sin. asm.  6 

g /nin.jaia.  (jf — a), 
sin.  ^ mu.  c 
l/sin. 


. s un. 


sin  (s— a)  sin . (f— ç)v 
sin.  a sia,  c î?  iÿ 
| y'sin.jsin.  (s— b) 

\r  sin.  a sin.  c ** 

) \ j / sin.  (j — a)  sin.  (j  — b) 
/ \r  sin.  a sia. b 

(sin.  s — sin.  (c — c)  — 


CCS.  i (A  -f-Tt-f-T) j/sin.  s sin.  (r  — o)  sin.  (s  — j)  lin,  (s  — c). 

a co«.  j a cos.  £ b coj.  je  ? 

De  Gua  (/oc.  cit.)  parvient  & nne  antre  formule  qui  contient 
la  valeur  de  la  tangente  de  la  demi-somme  des  angles.  Cette  for- 
mule est  bien  moins  commode  à calculer,  ayant  pour  numérateur 
* -f-  cos.  a -f-  cos.  b -j-  cos.  c,  et  pour  dénominateur  le  double  do 
mon  numérateur. 

1146. H Connaissant  deux  côtés  et  l'angle  compris , déterminer 
taire  d’un  triangle  sphérique . 

Soient  donnés  les  côtés  b , c,  et  l’angle  Aj  et  soit  x l’aire  cher* 

4* 
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Fi*.  6j  chée.  Nous  avons  (u43) , cot.  ^ = tang.  J(A+B  + C)  = 

tang.  (i  A + ï B+C)  = Subs,i,uon8 la 

râleur  C,094)  8®  tang.  i (B  + C),  et  multiplions  par  cos.  \ (c+  b) 

X 

les  deux  termes  de  la  fraction  •,  nous  aurons  cot.  — 

tang.  ~ A cos.  i(c  + &)  + cot.  j A cos.  }(<■</»&)  /TT  3#  /•  . e(  I.  3i*  ) 

co«.  ï(c  + i)  — cos.  i(cooi)  ' " ‘ ’ 

— i tang.  i A (cot.  { c cot.  \ b — i ) — i cot.  [ A (cot.  i c cot.  { b+ 1 ) 
s=  — cot.  i c cot.  5 6 ( ï tang.  \ A -+-  f cot.  { A ) r tang.  { A 


i cot.  i A — (I.  9*,  38*)  — 
cot.  | c cot.  ; b 4-  cos.  A 

T ain.  A 


cot.  î c cot.  ‘ b 

si 0.  A 


— cot.  A = 


De  la  détermination  du  Périmètre  et  de  la  Perpendiculaire. 


1147.  Connaissant  les  trois  angles , trouver  le  périmètre. 
Nommant  S la  demi-somme  des  angles,  la  formule  (1146)  *® 
réduit , au  moyen  du  triangle  supplémentaire , à la  suivante  qui 
donne  sans  difficulté  la  solution  demandée  ; 


. . , . , . » 1/ — cos.  S cos.  (S  — A)  cos.  (S  — B)  cos.  (S  — C) 

sm . i ( a + b H-  c)  as  * 

1 148.  Connaissant  les  trois  côtés , trouver  l'arc  perpendiculaire 
sur  l’un  quelconque  de  ces  côtés. 

Fig.  6».  Nous  avons  (VIII.  n*),  a sin.  ; B cos.  |B= .....' 

atAin.s8in.p-0)«in.(J  — fc)sin.(s-c)  _ îifl>  B (J,  g.).  Mais 
tin.  a ain.  c ' 

#TrT  . -o  ain. AD  ain. AD  n 

(VI.  6*) , sm.  B = Donc 


sin.  AD 


a V«n.  j.sin.  (f — o)  sin.  (j  — i)  sin.  (s  — r) 
sin.  a 


Changeons  le  dénominateur  en  sin.  b,  ou  en  sin.  c,  et  cette  même 
formule  donnera  respectivement  la  valeur  du  sinus  de  la  perpen- 
diculaire sur  AC  ou  sur  AB. 


1149.  Connaissant  les  trois  angles , trouver  la  même  perpen- 
diculaire. 
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Au  moyen  du  triangle  supplémentaire , la  formule  ci-dessus  se 
convertit  en  la  suivante , qu’on  trouverait  directement  par  la 
méthode  que  nous  venons  d’employer  : 


sin.  AD 


a y/—  eos.  S cos.  (S  — A ) co».  (S  — B)  co».  (S  — C) 
»in.  A 


Observez  que  la  perpendiculaire  dans  un  triangle  sphérique  a 
pour  supplément  dans  le  triangle  supplémentaire,  la  perpendicu- 
laire tombant  du  même  côté,  c’est-à-dire  sur  le  côté  supplémen- 
taire de  l’angle  duquel  est  abaissée  la  perpendiculaire  dans  le  pre- 
mier triangle  ; ce  qui  se  démontre  facilement  par  l’équation  sin.  AD 
= sin.  AB  sin.  B.  Par  exemple , la  perpendiculaire  qui  de  l’angle  A Fig.  55. 
tombe  sur  le  côté  BC,  a pour  supplément  celle  qui  de  l’angle  F , 
supplément  de  BC,  tombe  sur  le  côlé  DE,  supplément  de  A. 


Exemples  du  calcul  des  Triangles  obliquangles. 


ii5o.  Exemple  I.  Connaissant  la  longitude  et  la  latitude 
géographique  (1009)  do  deux  lieux,  comme  Pétersbourg  et  la 
Conception , ville  du  Chili , on  demande  l’arc  de  la  Terre  sup- 
posée sphérique,  intercepté  entre  ces  deux  villes,  ou,  ce  qui  revient 
au  même , leur  distance. 

Longitude  de  Pétersbourg  comptée  du  méridien 


de  Paris  et  à l’orient 37*  5g'  îo" 

Longitude  de  la  Conception,  occident  de  Paris,  75  o o 

Différence  de  longitnde  entre  Pétersbourg  et  la 

Conception 10a  5g  3o 

Latitude  septentrionale  de  Pétersbourg 5g  56  o 

Latitude  méridionale  de  la  Conception 36  4a  55 

Soit  donc  (1009),  A le  pôle,  et  l’angle  A = 10a  5g  3o  pg.57. 

B la  Conception,  et ...  AB=  ia6  4 3 55 

D Pétersbourg , et AD=  3o  4 ° 


On  cherche  BD;  et  c'est  le  cas  de  la  solution  (VIII.  8').  Je 
nomme  AB  la  base,  et  AD  le"  côté  donné , et  j’ai 


Fig  .^7 
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log.  — cos.  À=9,35t8i4 
log.  lang.  AD  = 9,763606 

log.  — tang.  I seg  =9,114430 

Donc  I segm.  = 17a0  55'  6* 
Base  =126  42  55 

Diff.  on  II  seg.  = 45  5a  i3 


log.  cos.  AD  = 9,957353 
eomp,  log»  — cos.  1 seg.  = 0,005647 
log.  cos.  Il  segment  =9,843787 

log.  — cos.  BD  = 9,783673 

Donc  BD  = 137*  a5'  18* 


La  distance  cherchée  est  donc,  à très-peu*près , de  7645  milles 
géographiques,  de  60  au  degré. 

Ponr  faire  d’autant  plus  promptement  ce  calcul,  il  est  à propos 
de  chercher  et  d’écrire,  immédiatement  l’un  après  l’autre,  le  log. 
de  tang.  AD  , et  celui  de  cos.  AD;  ainsi  que  le  complément  de  log. 
cos.  1 segm.,  immédiatement  après  avoir  trouvé  la  valeur  de  ce 
segment. 

1 1 5 1 . Exemple  II.  Résolvons  le  même  problème,  en  prenant 
AD  pour  la  base , AB  pour  le  côté  donné. 


log.  — cos.  A = 9,35 1 81 4 
log.  — tang.  AB  =0,137391 

log.  tang.  I segm.  = 9,479205 

I segment.  = 16’  46'  3o* 
Base  = 3o  4 0 

Diff.  ou  II  seg.  = i3  17  5o 


log.  — cos  AB  = 9,776578 
eompl,  log.  cos.  I segm.  = 0,018886 

log.  cos.  Il  segment  = 9,988308 
1 

log.  — cos.  BD  = 9,783673 

Et  c’est  ce  que  nous  venons  de 
trouver  tout-à-l’heure. 


On  voit  quelle  est  l’exactitude  et  la  facilité  de  nos  règles,  qu’on 
pourra  comparer  avec  celles  que  donne  La  Caille  pour  le  même 
cas  ( Élémens  <f  Astronomie , Traité  préliminaire , art.  VI,  pro- 
blème X). 

ii53.  Exemple  III.  Retournons  le  problème.  Connaissant  la 
distance  et  les  latitudes  géographiques  de  deux  lieux , trouver 
la  dijf'érence  de  leurs  longitudes. 

Ce  problème  est  utile  dans  la  navigation.  Car  si  l’on  suppose 
qu’un  Pilote  connaisse  les  longitude  et  latitude  du  lieu  d’où  il  est 
parti , qu’il  a tenu  compte  (54a)  de  la  roule  parcourue  , et  qu’il 
a observé  la  latitude  (on  la  hauteur  du  pôle)  pour  le  point  du 
globe  où  il  se  trouve  ; il  ne  lui  reste  plus , pour  connaître  exacle- 


t- 
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ment  la  situation  de  ce  point,  (1009),  qu’à  déterminer,  au  moyen 
de  ces  données,  le  chemin  qu’il  a fait  eu  longitude:  et c’cst l'objet 
du  problème  que  nous  allons  résoudre. 

Soit  donc  BD  la  roule  déjà  faite,  AB  le  complément  de  la  lati- 
tude du  lieu  de  départ  B , AD  le  complément  de  celle  du  point  D 
où  se  trouve  le  vaisseau.  Connaissant  ces  trois  côtés  du  triangle 
ABD,  on  cherche  l'angle  au  pôle  , A,  qui  est  la  différence  entre 
la  longitude  connue  du  méridien  AB,  et  la  longitude  cherchée  du 
méridien  AD. 

J’emploie  pour  résoudre  ce  cas , la  première  formule  (VIII.  1 i*): 
j’appelle  a le  côté  BD  opposé  à l'angle  cherché,  b et  c les  deux 
autres,  à volonté}  et  je  suppose 

a — 37°  24'  46* 
b — 4i  9 o 

c = 71  5o  o 

somme  i5o  3 46 

demi-somme  ou  s = 75  1 53 

a — b ss  53  5a  53 

s — c = 3 3 1 53 

Après  ces  préparations  indiquées  par  la  formule,  je  trouve 

log.  sin.  (s  — b)  = 9,746226  . 

log  sin.  (s  — c)  = 8,789548 
compl.  log.  sin.  b = 0,181753 
compl.  log.  sin.  c = o,023o43 

somme  8,740570 
demi-somme  ou  log.  sin.  jA  = 9,370285 

Ce  log.  répond  à sin.  i3°  54'  o*  •,  donc  A = 27*  8'. 

Four  s’exercer,  on  pourra  chercher  le  même  angle  par  la  seconde 
formule  (VIII.  ii*). 

n53.  Exemple  IV.  Ayant  les  mêmes  données,  cherchons  le 
même  angle  par  la  solution  (IX.  7’). 

Soit  donc  BD  s=  37*  24'  46* , AD  = 4i*  9"  > AB  = 71*  3o'. 
Je  nomme  base  le  côté  AD  , simplement  côlés  les  deux  autres  : 
j’ai  à A D = 20-  34'  3o*  ; { (AB  4-  BD  ) ;=  54’  27'  23’  ; i ( AB  — BD  ) 
= 17’  a'  37',  Donc 


Fig  57. 
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log.  tang.  demi-somme  des  côtés  = o,r46o33 
log,  tang.  demi-différence  des  côté*  = 9,  j865ao 
log.  col.  7 base  s=  o.4a553a 

log.  tang.j  a = 0,058085 

Donc  3 a = 48*  ia'  t*  rians  le  calcul  de  la  quatrième  équation 
(IX.  7*),  je  dois  employer  le  segment  et  le  côté  adjacens  à l’angle 
cherché  : or  AD  étant  la  base , le  seul  côté  adjacent  à l'angle 
cherché  est  AB;  et  comme  AB  est  plus  grand  que  l’autre  côté  BD, 
je  dois,  d'après  la  règle  de  la  table,  relativement  à ce  cas,  em- 
ployer avec  AB  le  grand  segment.  C’est  donc  de  ce  segment  seul 
que  je  m’occupe,  et  j’ai  : grand  segment  = ao*  34'  3o'-f-4Ô<’49  ,a*i 
= 69*  a3'  4a*  î-  J’ai  ensuite 

log.  tang.  69-  a3'  4a'  J-  = 0,434844 
log.  cot.  71*  3o'  = 9.534530 

log.  cos.  A = 9,949364 

Donc  À = 37“  8'  o",  comme  noos  l’avons  trouvé  dans  l’exemple  III. 
Si  l’on  veut  refaire  le  calcnl  de  cet  exemple , en  prenant  AB  pour 
base , on  retrouvera  le  même  log.  pour  cos.  A. 

u54.  Exemple  V.  Ayant  les  mêmes  données  que  dans  l’exem- 
ple IV , cherchons  l’angle  D.  Puisqu'il  est , ainsi  que  A dans 
l’exemple  précédent,  adjacent  à AD  que  nous  avions  pris  et  pre- 
nons encore  pour  la  base,  le  calcul  déjà  fait  de  la  1*  équation 
(IX.  7*)  sera  le  même  dans  cet  exemple-ci.  Le  côté  adjacent  à 
l’angle  cherché  sera  BD  < AB;  donc  dans  la  4*  équation  (IX.  7*) 
il  faut  employer  le  petit  segment.  Or  on  a:  petit  segrn.=  30°  34'  5o' 
— 48’  49’  i3*  7 = — • 28*  14'  4a*  3.  Et  la  tangente  de  cet  arc  négatif 
sera  négative. 

log.  — tang.  a8*  i4'  43*  ! = 9,730144  , 

log.  cot.  37  34  4®  = 0,116389 

log.  — cos.  D = 9,846533 
Et  par  conséquent  D = 1 34'  5#  47*,  3. 

n55.  Un  Auteur  très-connu,  employant  les  mêmes  valeurs 
pourAB,  AD  et  A , calcule  cet  angle  D au  moyen  de  la  formule 
(VII.  17'),  (dans  laquelle  je  suppose  D au  lieu  de  C),  elle 
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donne  de  45’  a3"  14',  c’est-à-dire  aigu.  Il  n’a  pas  fait  attention 
que  cos.  AD  cos.  A est  > sin.  AD  cot.  AB , et  que  la  quantité 
négative  étant  la  plus  grande  dans  le  dénominateur,  tang.  D est 
nécessairement  aussi  une  quantité  négative.  Cette  méprise  ne  mé'- 
riterait  pas  d’être  relevée,  si  le  même  auteur  n’annonqait  pas,  avant 
de  donner  le  calcul  du  problème,  que  l’angle  cherché  doit  être  aigu, 
et  s’il  n’ajoutait  pas  que  c’est  par  celte  raison  qu’il  prend  cos.  AD 
cos.  A avec  un  signe  négatif.  Quel  que  soit  le  triangle  ABD  que 
l’on  considère,  jamais  la  règle  suivante  ne  sera  en  défaut  : Le  signe 
de  cos.  AD  cos.  A ne  dépend  nullement  de  l'espèce  de  l'angle  D, 
mais  seulement  de  l’espèce  de  AD  et  de  celle  de  A-,  et  il  sera  tou- 
jours négatif  quand  AD  et  A seront  de  même  espèce.  Si  cet  Auteur 
justement  estimé  a pu  se  tromper  ainsi  relativement  aux  signes, 
cela  prouve  assez  , du  moins  à mon  avis , que  l’espèce  d’analyse 
algébrique  très-compliquée  dont  il  a fait  usage  pour  construire  les 
formules  do  la  table  VII,  expose  plus  à des  erreurs  que  l’analyse 
trigonométrique  que  j’ai  adoptée  dans  cet  Ouvrage,  employée  sui- 
vant les  règles  que  j’ai  données  ( îoGa).  On  peut  comparer  ces 
deux  méthodes  relativement  à la  formule  (VII.  17*)  : peur  la 
construire  par  le  moyen  de  l’analyse  algébrique  en  question , il 
faut  considérer  treize  lignes  dans  l’intéiieur  de  la  sphère,  et  les 
distribuer  dans  quatre  analogies  : il  est  aisé  de  juger  combien  dès- 
lors  la  figure  et  le  calcul  doivent  être  compliqués,  et  l’on  peut 
voir  combien  l’une  et  l’autre  sont  simples  dans  la  méthode  que 
j’ai  suivie  ( 1084).  Aussi  ai-je  omis  presque  entièrement  dans  ce 
Traité  la  considération  des  lignes  intérieures  de  la  sphère , qui  ne 
m’a  paru  fournir  que  des  solutions  pénibles,  du  moins  pour  les 
problèmes  que  j’ai  rencontrés. 

L’exemple  suivant  démontrera  encore  que  dans  le  triangle  dont 
il  s’agit , Exemp.  IV  et  V,  l’angle  D est  réellement  obtus,  ainsi 
que  nous  l’avons  trouvé  en  faisant  usage  des  règles  de  la  table  IX. 

n56.  Exemple  VI.  Connaissant  AB  = 71”  So’,  AD  =4i”9', 
A = 37°  8* , cherchons  à-la-fois  les  deux  autres  angles  du  triangle 
ABD  , au  moyen  des  formules  très-expéditives  de  Ncper  (IX.  a*). 

iA  = i5*  34',  a (AB  4-  AD)  = 56’  19'  3o\  a (AB  — AD) 
r=  i5“  10'  3o*.  J’observe  de  plus,  qu’en  vertu  de  la  règle  (ioo5), 
D doit  être  > B;  et  je  fais  le  calcul  comme  il  suit  : 
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Pi*. 57.  log.  cot.  i A = o,6i74a5 

log.  sin.-J  (AB — AH)  = 9,417917 log.  cos. 

compl.  log.  sin.  J (AB-f- AD)  = 0,079774. . compl.  log.  cos. 

log.  fang.j  (13  — B)  = 0,1  i5i  t6;log.tang.;(D-t-B) 

Donc  ;(D+B)  = 8a»  6'  a5*,  4 
i(D  — B)  = 5a  3o  22,0 

Donc  D = i34  36  47  » 4 
et  B b ag  36  3,4; 

résultat  qui  prouve  la  précision  des  régies  employées  dans  l’exem- 
ple V.  S’il  y a un  dixième  de  seconde  de  différence  entre  les  calculs 
des  exemples  V et  VT,  c’est  que  nous  avons  pris  les  logarithmes 
avec  six  décimales  seulement;  avec  une  seule  décimale  de  plus,  les 
deux  calculs  donneraient  absolument  la  même  valeur  pour  l’angle  D. 

1157.  Je  vais  donner  ici,  comme  je  l’ai  fait  (6i3)  pour  les 
triangles  rectilignes,  quelques  théorèmes  et  problèmes,  relatifs 
aux  figures  sphériques  circonscrites  par  des  cercles. 

Théorème.  Si  deux  arcs  de  grand  cercle,  terminés  par  un 
cercle  petit  ou  grand,  se  coupent  l’un  Vautre,  le  rectangle  des 
tangentes  des  demi-segmens  de  l'un  est  égal  au  rectangle  des 
tangentes  des  demi-segmens  de  Vautre.  ♦ 

rig  68  Soient  AB,  DE  les  deux  arcs , qui  se  coupent  en  F , et  se  ter- 
minent à la  circonférence  ADBE,  dont  le  pôle  est  C.  De  ce  pôle 
on  décrira  les  arcs  CA,  CE,  CF,  et  les  perpendiculaires  CH,  CG. 

Les  triangles  rectangles  CGF,  CGA,  qui  ont  le  côté  commun 
CG , donnent  (to54),  cos.  CF  ; cos.  CA  ::  cos.  GF  : cos.  GA.  De 
même  dans  les  triangles  CHF,  CHE,  cos.CF  : cos.CE  ::  cos.HF  : 
cos.  HE.  Mais  parce  que  CA  = CE , le  premier  rapport  est  le  même 
dans  les  deux  proportions.  Donc  cos.  GF  : cos.  GA  ::  cos.HF  ; 

cos.  HE;  ou  (II.  14*) , cot.  | (GA  -f-  GF)  : tang.  î (GA  — GF)  :: 

cot.  a(HE  + IIF):  tang.  4 (HE — HF).  De  plus,  parce  que  dans  les 
triangles  isoscèles  l’arc  perpendiculaire  coupe  la  base  en  deux 
parties  égales  (1142),  on  a GA-f-  GF  =GB  -f-  GF  = BF  ; et 
de  même,  HE  -f-  HF  = DH  -f-  HF  = DF.  Par  conséquent 
pot.jBF  : taug.|AF  ::  cot.  i DF  : tang.  { EF  ; ou 

tang.  ~ AF  tang.  a BF  =5  tang.  5 DF  tang.  j EF. 


o,G  17425 
9,984 586 
o,a56i  1 3 

=0,858124 
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n58.  Théorème.  Les  sommes  des  angles  opposés  d'un  qua- 
drilatère sphérique  inscrit  dans  un  petit  cercle,  sont  égales 
entre  elles. 

Soit  P le  pôle  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  ABCD.  Fig.s>. 
On  a PA  = PB=  PC  = PD.  Or  B4-D=m-f-n4-r+.r.  Mais 
de  même  A -f-C  ==  m +r  + /i  +s  , puisque  les  triangles  APB, 
APD,  etc.  sont  isoscèles.  Doue  A + C = B-f-D. 

1159.  Théorème.  Si  on  inscrit  à un  petit  cercle  un  quadri- 
latère sphérique  avec,  ses  diagonales , le  rectangle  des  sinus 
des  demi-diagonales  égale  la  somme  des  rectangles  des  sinus 
des  moitiés  des  côtés  opposés. 

I.e  cercle  est  omis  dans  la  figure.  ABCD  est  le  quadrilatère  Fig.  7» 
supposé  inscrit  -,  AC  , BD  sont  les  deux  diagonales  , arcs  de 
grand  cercle.  Chacun  des  six  arcs  est  supposé  sous -tendu  par 
6a  corde,  que  je  désignerai  par  les  mêmes  lettres  que  l’arc,  mais 
minuscules,  nommant  ac  la  corde  de  l'arc  AC,  bc  celle  de  l'arc 
BC,  etc.  Or  il  a été  démontré  (61 5),  que  ac  x bd—bc  x ad+ 
abx.cd.  Donc  (5i),  asin.  j AC  X a sin.*  BD=  asin.  j BC  X 
asin.  j AD  H-  asin.  j AB  x a sin.  j CD;  et,  en  divisant  par  4» 

sin.  J AC  sin.jBD  = sin.jBC  sin.  j AD  -f-  sin.  J AB  sin.  5 CD. 


1160.  Problème.  Exprimer  une  des  diagonales  par  les  côtés 
du  quadrilatère  sphérique  inscrit. 

Les  conditions  subsistant,  telles  que  dans  le  théorème  précédent, 

« * •*  ss— « (6.4)  q« 

j'en  conclus  que 


sin.jAC=J//^ 


(Nn.fABsin.£ÀD^sin.|BC«n.ïCD)  (sin-îABsin  ^CD-f-wn.îADsm.JBC} 
•io.iABain.îBC+sm.ïAJDsin.îCD 


1161.  Problème.  Connaissant  les  trois  angles , trouver  leur 
distance  du  pôle  du  petit  cercle  qui  circonscrit  le  triangle. 

Soit  AP  la  distanee  cherchée;  soit  aussi  PF  perpendiculaire Fig- ?»-' 
sur  AC,  ce  qui  donne  AF  = FC,  parce  que  AP  es  PC.  On 

aura  (VI.  io*) , tang.  AP  = ("47)  » 3 S = A 4> 

B -h  C = a PB  A 4.  aPBC  4-  aPAC  as  aB  4;  aPAC  ; d'où  P AF 
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= S — B.  Donc  tang.  AP  = £*J^!ry  De  plus , <ang  i AC  = 

1 AC  _ . /_  co..Sco».(S-B)  ,VIIIi  la.v  Donc 

cos.  s AC  K cos.  (S  — A)  cos.(S  C) 

. / — cos.  S . 

tang>  AP  — cos.  (S  — A)  cos.  (S  — B)  cos.  (S  — C)' 

1 162.  Problème.  Trouver  la  même  distance , les  trois  côtés 
étant  donnés. 

Soit  PE  perpendiculaire  sur  AB  , et  AD  sur  BC.  O11 
aura  sin.  EPF  = sin.  EPA  cos.  APF  + cos.  EPA  sin.  APF 

— x cos.  AF  sin.  P AF  + cos.  AE  sin.  PAE  x 

(VI.  6* , 12I).  Mais  comme  (VI.  2*)  tang.  AE  = tang.  AP 
cos. PAE,  tang.  AF  = tarig.  AP  cos.  PAF  ; ce  qui  donne 

cos  AEcoyPAF  et  = ™:±Li°±LA?.  Par  la  substitution 


. AP 


cos.  AP 


de  ces  valeurs  on  obtient  sin.  EPF 


cos.  ÀE  cos.  AP 
cos.  AP 


( sin.  PAF 


_ «in  . r»  * t»  \ cos.  AE  cos.  ÀF  sin.  BAC  ^ * T? 

cos.  PAE  + cos. PAF  sin.  PAE)  = 33^ Or  AF. 

= iAB,  AF  = iAC,EPF  = iBPA  + iAPC=i8o'  — iBPC. 
Donc  sin.  { BPC  cos.  AP  = cos.  ± AB  cos.  ± AC  sin.  A.  On  prou- 
vera de  même  que  sin.  î APC  cos.  AP  cos.  7 AB  cos.  -j  BC  sin»  B. 

Maissin.i  APC  = g-^p,etsin.  B = f4^.  Donc  sin.  AF  cot.AP 

sin.  AB  = cos. \ AB  cos.  7 BCsin.  AD,  ou  sin.  i AC  X 2 sin.  Î AB 
= tang  AP  cos.  J BC  sin.  AD.  Prenons  (i  i48)  la  valeur  de  sin.  AD; 
nous  aurons,  en  la  substituant , 2 sin.  7 AB  sin.  j AC  sin.  BC  = 
tang.  Af  qos.  BC  X aj/sin.  i sin.  (s  — a ) sin.  (s— b)  sin.  (s—c)  ; 
d'où 

a sin.  J AB  «in.  $ AC  *in.  jBC 
AJ*  ^ ysin.i  sin. O — a)  sis.  (1  — b)  »iu.  (i  — c)' 


I _ 
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CHAPITRE  XIX. 

Résolution  des  Triangles  sphériques  par  la  Règle  et 
le  Compas. 

n63.  L’invention  des  logarithmes  a rendu  la  résolution  des 
triangles  si  précise  et  si  prompte  , que  les  Géomètres  ne  tiennent 
plus  aucun  compte , pour  ainsi  dire , des  opérations  graphiques, 
sujettes  à des  erreurs  de  plusieurs  minutes  , quelque  attention  , 
quelque  soin  qu'on  y apporte.  Cependant,  comme  cette  espèce  de 
solutions  peut  être  utile  dans  certains  cas  qui  n’exigent  pas  une 
exactitude  rigoureuse , ou  pour  ceux  qtti  ne  sont  pas  familiarisés 
avec  le  calcul,  je  ne  laisserai  pas  de  les  indiquer  en  peu  de  mots, 
et  sans  faire  usage  de  la  méthode  des  projections , pour  mettre  ces 
solutions  à la  portée  d’un  plus  grand  nombre  de  Lecteurs. 

1 164.  Soient  donnés  les  trois  côtés  d’un  triangle  sphérique  ABC; 
par  exemple  AB  de  71*1,  AC  de  4»°  i , et  BC  de  57“  On  de- 
mande la  valeur  de  l’angle  C. 

Décrivez  un  cercle  entier  nacM , le  plus  grand  qu’il  sera  pos-  ps-  7» 
sible;  puis,  au  moyen  d’un  rapporteur  ou  demi-cercle  (?°3)  , ou 
de  l’échelle  des  cordes  d'un  compas  de  proportion,  ou  par  tel  autre 
moyen  que  vous  voudrez  , coupez,  sur  la  circonférence  du  cercle 
décrit,  et  d’un  point  c pris  à volonté  sur  cette  circonférence,  les 
arcs  cb , ca  respectivement  égaux  aux  côtés  donnés  BC,  AC  qui 
comprennent  l’angle  cherché.  Marquez  de  même,  du  côté  opposé, 
un  arc  cM  égal  à l’un  quelconque  des  côtés  cb,  ca , par  exemplo 
à cb , et  menez  la  corde  Mb.  Alors  de  l’extrémité  a de  l'autre  ca 
de  ces  mêmes  côtés , marquez  les  arcs  an , «N  égaux  chacun  an 
troisième  côté  donné  AB;  menez  la  corde  «N  qui  coupera  (989, 

990)  l’autre  corde  bM  en  un  point  comme  P.  Enfin  prenez  la  moitié 
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Pi  p MD  de  cetle  dernière,  du  point  D décrivez  le  demi-cercle  MR  A ; 
élevez  jusqu’à  sa  rencontre  la  perpendiculaire  PR  , et  menez  le 
rayon  RD  : l’angle  ADR  sera  égal  à l’angle  cherché  C.  Cet  angle 
ADR  se  mesure  ensuite  on  avec  le  rapporteur  ou  avec  l’échelle  des 
cordes,  en  ayant  égard  à la  valeur  du  rayon  DR , ou  de  telle  autre 
manière  qu'on  voudra. 

n65.  Actuellement  si  on  veut  avoir  l’angle  A opposé  au  côté 
BC  = bc,  il  suffit  de  prendre  la  moitié  de  N n,  et  de  couper  l'autre 
corde  MA  eu  décrivant  un  arc  d’un  rayon  égal  à cette  moitié,  et 
du  point  R pour  centre  En  supposant  que  E soit  le  point  de  la 
section  , l'on  mènera  la  ligne  RE,  et  l'ou  aura  DER  égal  à l'angle 
cherché  A. 

Si  l'ou  voulait  l'angle  B,  il  Faudrait  changer  la  construction,  et 
faire  , pour  déterminer  cet  angle  , toutes  les  opérations  que  nous 
avons  Faites  pour  trouver  l’angle  C. 

iiGG.  Nous  verrons  bientôt  que  la  construction  de  la  figure  73 
suffit  pour  résoudre  tous  les  cas  non  douteux  des  triangles  sphé- 
riques. 11  est  donc  à propos  d’expliquer  les  principes  de  cette  cons- 
truction. 

Si  l’on  conçoit  que  le  demi-segment  cDA  fasse  une  révolution 
autour  de  la  droite  De,  la  base  de  la  calotte  sphérique  engendrée 
par  cette  révolution,  sera  un  cercle  ayant  D*  pour  rayon,  c pour 
pôle,  et  D pour  centre.  La  demi-circonférence  de  ce  cercle  sera 
donc  = MUA,  et  appartiendra  à la  surface  de  la  sphère.  Imaginons 
de  même  un  autre  cercle  décrit  sur  la  surface  de  la  sphère , du 
pôle  a et  de  l’intervalle  an  = uN  ; N n sera  évidemment  le 
diamètre  de  ce  cercle.  Or  les  diamètres  MA  , N«  se  coupant  en 
un  point  P,  il  faut  que  les  circonférences  auxquelles  ils  appar- 
tiennent respectivement , se  coupent  en  un  point  R ; le  point  P 
ne  pouvant  être  commun  aux  diamètres,  que  l’ordonnée  Pli  ne 
soit  commune  aux  circonférences.  Si  donc  un  est  la  distance  du 
point  R au  point  a sur  la  surface  de  la  sphère , et  cb  la  distance 
du  point  c an  point  R,  que  l’on  conçoive  un  triangle  <icR  sur  la 
surface  de  la  sphère,  et  on  reconnaîtra  (pie  par  la  construction  il 
est  égal  au  triangle  donné  ABC.  L'angle  cherché  Cest  l'ang  e ncR, 
qui  esl  du  " ême  nombre  de  degrés  fy85)  que  l'are  de  parallèle  AR. 
Mais  AR  D : doue  D 5=  C,  comme  il  fallait  le  démontrer. 
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Considérons  maintenant  que  dans  le  triangle  rectiligne  KDE , 

, ER  : DR  ::  sin.  D : sin.  DER,  (89).  Mais  par  construction  ER’ 
= J N«  = sin.  an  (3i)  = sin.  AB  -,  de  même  DR  = jMi  ^ 
sin.  cb  — sin.BC.  De  plus  nous  venons  de  voir  que  D = C.  Donc 
l'analogie  devient  sin.  AB  : sin.BC  ::  sin.  C : sin.  DER  ; et  par 
conséquent  (VII.  ie) , DER  = A,  comme  nous  l'avons  avancé 
(n65). 

1167.  Nous  avons  vu  (1164)  comment,  connaissant  les  trois 
côtés,  on  trouve  un  angle.  Si  les  données  étaient  les  trois  angles , 
on  anrait  par  la  même  construction  la  valeur  d'un  côté,  en  faisant 
usage  du  triangle  supplémentaire , c'est-à-dire  en  employant  le 
supplément  à 180°,  de  chacun  des  angles  donnés.  Pour  cet  effet  on 
nommera  BC  l’angle  A,  AC  l’angle  B,  et  AB  l’angle  C,  (io43). 
Alors  si  le  côté  cherché  est , par  exemple  , BC,  on  cherchera  , au 
lieu  de  ce  côté , l'angle  A , dont  le  supplément  sera  la  valeur  du 
côté  cherché  BC. 

1 168.  Si  deux  côtés  et  l'angle  compris  étaient  donnés  , on 
trouverait  le  troisième  côté  et  l’un  quelconque  des  deux  autres 
angles , de  la  manière  suivante  : 

Sur  la  circonférence  nacîl  ou  prendrait  deux  arcs  cb  , ca  , égaux 
aux  côtés  donnés  : nommant  cb  le  côté  opposé  à l’angle  cherché , 
on  tirerait  (1164)  la  cordc  Mô,  et  de  l’extrémité  a de  l’autre  côté 

ca,  le  rayon  am , m étant  le  centre  du  cercle  nucM.  Sur  Mb  on 
décrirait  le  demi-cercle  MRô  , dont  on  prendrait,  du  côté  des  arcs 

cb,  ca,  un  arc  é>R  égal  à l’angle  donné.  Enfin  abaissant  du  point  R 
la  perpendiculaire  RP,  menant  le  rayon  DR,  et  faisant  passer  par 
le  point  P une  corde  N/i  perpendiculaire  à am , on  aurait  ttN  ou 
an  pour  la  mesure  du  côté  inconnu  dans  le  triangle  proposé. 

Prenant  ensuite  la  ligne  RE  égale  à la  moitié  de  Nn,  (n65), 
on  anrait  DER  égal  à l'angle  cherché. 

1 169.  Si  les  données  sont  deux  angles  et  le  côté  compris,  on 
aura  le  troisième  angle  et  l'un  quelconque  des  deux  autres  côtés, 
en  prenant  les  supplémcns  des  angles  et  du  côté  donnés,  moyen 
déjà  employé  (1 167)  , et  en  résolvant  le  triangle  de  la  manière 
indiquée  (1168).  Le  supplément  du  côté  qu’on  trouvera  sera 
l’angle  cherché  j le  supplément  de  l’angle  qu’on  trouvera  sera  le 
côté  cherché. 
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1170.  Je  ne  parlerai  pas  de  la  manière  de  résoudre  le  triangle  ; 
lorsque  les  données  sont  deux  côtés  et  un  angle  opposé , ou  deux 
angles  et  un  côté  opposé:  i*.  parce  que  ce  sont  les  cas  douteux} 
a *.  parce  que,  dans  la  pratique,  ces  cas  se  rencontrent  moins  fré- 
quemment-, 3°.  parce  que  leur  solution  graphique  est  beaucoup  plus 
laborieuse  que  les  précédentes,  et  que,  pour  ces  cas,  je  ne  crois 
pas  que  ce  genre  de  solution  puisse  jamais  être  préféré  au  calcul 
numérique  qui , pour  la  solution  quelconque  d’un  triangle  sphé- 
rique, n’exige  jamais  plus  de  cinq  minutes  de  temps,  si  l’on  ne 
tient  compte  que  des  degrés  et  minutes  de  degrés,  et  qui  atteint 
toujours  à une  précision  bien  supérieure  à celle  qu’on  peut  obtenir 
avec  la  règle  et  le  compas. 


CHAPITRE  XX. 


Comparaison  des  Triangles  sphériques  aux  Triangles 
rectilignes. 


1171.  f.  IN  ou  s comparerons  le  triangle  Sphérique  au  triangle 
rectiligne  formé  par  les  cordes  des  arcs  ou  côtés  du  premier;  com- 
paraison qui  peut-être  n’a  pas  encore  été  faite,  mais  qui  me  parait 
n’être  pas  déplacée  dans  un  Traité  sur  les  deux  Trigonométries 
rectiligne  et  sphérique. 

a*.  Il  est  très-usité  et  très-commode  de  résoudre  comme  recti- 
lignes les  petits  triangles  sphériques  rectangles  ; or  nous  détermi- 
nerons pour  tous  les  cas  les  limites  auxquelles  cette  méthode  peut 
s’étendre,  au  moyen  d’une  correction  facile;  ce  qui  nous  donnera 
lieu  de  comparer  entre  elles  les  formules  des  Trigonométries  rec- 
tiligne et  sphérique. 

3°,  En  nous  occupant  de  cette  recherche  , nous  avons  trouvé 
que,  dans  le  cas  où  l’un  des  côtés  de  l’angle  droit  est  un  arc  de 
petit  cercle,  ainsi  qu’il  arrive  le  plus  souvent  en  Astronomie, 
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l’erreur  sur  l’angle  droit , à laquelle  je  crois  qu'on  n'a  pas  fait 
attention  jusqu’ici  , peut  influer  sensiblement  sur  les  résultats. 
Nous  indiquerons  les  moyens  d’éviter  cette  erreur. 

1172.  La  différence  de  l’arc  à sa  corde  peut  se  déterminer  d’une 
manière  aussi  approchée  qu’on  le  voudra  par  le  moyen  de  la  der- 
nière équation  (278).  Si  les  arcs  sont  petits,  ces  différences  sont, 
à très-peu-près , proportionnelles  aux  cubes  des  arcs , quand  on  se 
borne  à l'approximation  que  donne  le  premier  terme  du  second 
membre  de  cette  équation.  Pour  l’arc  de  i“,  ladilïérence  est  o*, 04569, 
et  son  logarithme  est  8,6598;  auquel  ajoutant  le  triple  du  log.  d’un 
arc  quelconque  ( pourvu  qu’il  n’excède  pas  8’  ) exprimé  en  degrés 
et  décimales  de  degrés,  on  aura  le  logarithme  de  la  différence  exacte 
de  cet  arc  à sa  corde  en  secondes  et  dixièmes  de  seconde.  On  peut 
encore  multiplier  par  R%  ou  par  R',  ou  par  R',  (63i),  le  donble 
du  sinus  de  la  moitié  d’un  arc  quelconque  (3i);  on  aura  la  valeur 
de  la  corde  en  degrés,  ou  en  minutes,  ou  en  secondes  ; et  cette 
valeur,  comparée  à celle  de  l’arc  , donnera  la  différence  cherchée. 

1173.  Pour  déterminer  la  différence  des  angles  sphériques  aux 
angles  rectilignes,  proposons-nous  de  résoudre  le  problème  sui- 
vant : 

Dans  un  triangle  sphérique  quelconque , connaissant  deux 
cdtés  et  l'angle  compris , trouver  l'angle  rectiligne  correspon- 
dant (J’entends  par  angle  correspondant , l’angle  formé  par  les 
cordes  des  deux  côtés  donnés  ). 

Soit  ABC  un  triangle  sphérique,  et  abc  le  triangle  rectiligne  formé  flg. 
par  les  cordes  des  trois  arcs.  Le  triangle  sphérique  donne  (VII.  26e), 
cos.  BC  =s=  cos.  A sio.  AB  sin.  AC  -f-  cos.  AB  cos.  AC  , ou 
(1.22*),  1 — . 2 sin.*  î BC=  cos. A sin.  AB  sin.  AC-f-(i  — asin.’JAB) 

(1  — 2 sin.*  A AC).  Donc  2 sin.*  ) AB  -f-  2 sin.*  3 AC  — 2 sin.*  ~ UC 

— cos.  A sin.  AB  sin.  AC  -f-  4 sin.*  j AB  sin.*  4 AC.  Le  triangle  abc 
donne  (III.  a5‘) , bc‘  = ab'  -f-  ac‘  — 2 ab  x ac  cos.  a.  Mais  bc 

— 2 sin.  3 BC,  (3t).  En  transformant  ainsi  les  autres  cordes,  l’équa- 
tion devient  4 sin.*  A BC=4sin.*  ; AB+  4 sin.*{  AC  — 8 sin.  AB 
sin.  a AC  cos.  a , ou  2 sin.*  4 AB  -f-  2 sin.*  j AC  — • 2 sin.*  J-  BC  — 

4 sin.  a AB  sin.  a AC  cos.  a.  Substituant  la  valeur  du  premier 
membre,  trouvée  ci-dessus,  j’aurai  cos.  A sin.  AB  sin.  AC  -f- 
4 sin.  3 AB1" sin.*  i AC  :=  4 sin*  i AB  sin.  3 AC  00s.  a.  En  divisant 
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r:,..].psr  45'in-ïA.B  sin. £ AC,  et  observant  que  sin.  AB  sin.  AC  = 
4*in. -j  AB  co<.  j AB  sin.  j AC  cos.  i AC,  (I.  6*) , je  trouve  une 
formule  très-simple  pour  la  solution  générale  du  problème  proposé, 
et  j’ai 

(A). . . cos.  a = cos.  A cos.  j AB  cos.  j AC  + sin.  ~ AB  sin.5  AC. 

1174.  De  cette  formule  il  est  aisé  de  conclure  1°.  que  l’angle  sphé- 
rique, droit  ou  obtus , est  toujours  plus  grand  que  l’angle  rectiligne 
correspondant.  En  effet , si  A ==  90*,  cos.  a = sin.  | AB  sin.  j AC, 
quantité  toujours  positive.  Si  A est  > 90*  ; ou  le  second  membre 
reste  positif,  et  a est  < 90’ j ou  le  second  membre  devient  négatif, 
et  alors  sa  valeur  numérique  (qui  est  celle  de  cos.  a ) sera  toujours 
moindre  que  celle  de  cos.  A , puisqu’elle  est  le  résultat  du  produit 
de  cos.  A par  la  fraction  cos.  i AB  cos.  I AC,  et  qu’en  outre,  il  y a 
soustraction  de  sin. { AB  sin. -j  AC.  Par  conséquent  (56),  a est  < A. 

a*.  Que  l'angle  sphérique  aigu  est  moindre  que  l'angle  rectiligne 

correspondant,  lorsqu’on  a cos.  A > coV'^ÀC*  e^et 

(48)  soit  cos.  a < cos.  A ; on  aura  cos.  A cos.  5 AB  cos.  | AC  -f- 
sin.  j AB  sin.  Î AC  < cos.  A;  d’où  naît  l’expression  qui  précède. 

Fig. -j.  H75.  Du  reste,  je  ne  dois  pas  ometfre  le  théorème  suivant. 

P étant  le  pâle  du  petit  cercle  qui  circonscrit  le  triangle  sphé- 
rique ABC,  l'angle  s.,  formé  par  les  cordes  des  arcs  AB,  AC, 
est  égal  à 4 P,  c’est-à-dire  à la  moitié  de  l'angle  au  pâle, 
opposé  au  troisième  câté  BC. 

_ Soit  BMC  une  portion  de  la  circonférence  qui  passe  par  les  points 
A,  B,  C.  Or  cette  portion  est  du  même  nombre  de  degrés  (985, 
975)  que  l’angle  P;  elle  est  de  plus  double  de  l’angle  à la  circon- 
férence, formé  par  les  cordes  «B,  aC , (d’après  la  XX’  du  III* 
d’Euclide).  Donc,  etc. 

La  facilité  de  cette  démonstration  ajoute  encore  à l’intérêt  de 
ce  Théorème.  Lexell  ( Mémoires  de  Péter sbourg,  178a,  pag.  64) 
a employé,  pour  y parvenir,  une  page  entière  d’analyse  trigoDo- 
métrique. 

1176.  Delà  Formule(A),  (117s),  on  passe  aisément  à la  solution 
du  problème  inverse. 

Dans  un  triangle  rectiligne  abc , connaissant  deux  côtés  et 


\ 
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l'angle  compris  , trouver  l'angle  des  deux  arcs  AB  , AC , dont 
les  deux  côtés  donnés  seraient  les  cordes. 

La  formule  (I.  i8‘)  donne  cos.  ~ AB  cos.  - AC  = V^(l  — sin.’j  AB)f‘G 
( i — sin.*  ~ AC)  : on  a d’ailleurs  sin.  7 AB  = ±ab , et  sin.  j AC 
= i ac.  Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  ( A ) , et  nous 
aurons 


(B). . . cos.  A s= 


cos.  g — j ai  x î ac 

l/fi  — ' ai)  (i  + loi)  (1  — ’ at 


Pour  calculer  cette  formule,  il  faut  que  les  valeurs  des  côtés  ab , ac. 
soient  telles  qu’ils  puissent  être  cordes  d’un  cercle  ajant  l’unité 
pour  rayon.  C’est  ce  qu’on  obtiendra  facilement  en  divisant  les 
valeurs  des  côtés , données  en  mètres  ou  toises , ou  antres  mesures , 
par  une  puissance  de  10 , telle  qu’aucun  côté  n’excède  3 , valeur 
de  la  plus  grande  corde,  quand  on  suppose  R = i. 

1177.  Si  AB  = AC,  et  que  par  conséquent  ab  = ac , les  for- 
mules (A),  (B)  se  réduisent  aux  suivantes  (C)  , (D).  En  effet, 
dans  ce  cas,  cos.  a = cos.  A cos.* { AB-f-  sin.*  j AB,  et  par  consé- 
quent (I.  aa*,  5*) , 1 — 3 sin.* ;«  = (i  — 3 sin. *4  A ) cos.* 7 AB 
•+-  1 — cos.* 5 AB;  équation  de  laquelle  on  tire 

(C). . . sin.  i a = sin.  -J  A cos.  7 AB. 


Mais  cos.  i AB  = \/(i  — sin.*  \ AB)  = j/(i  — ~ a£*).  Done 

/r\\  • x A 810.  « O 

(D). . . sin.  7 A = ^(t-_.at).(l  + .at). 


La  formule  (C)  fait  voir  que  l’angle  vertical  d’un  triangle  sphé- 
rique isoscèle  est  toujours  plus  grand  que  l’angle  rectiligne  corres- 
pondant. 

1178.  Enfin  si  A = 90*,  les  formules  (A),  (B)  donnent 


(E). . . cos. a = sin.  J AB  sin.  5 AC  7 ab  x 7 ac. 


Toutes  les  formules  que  nous  venons  de  donner  sont  générales 
et  rigoureuses , quelle  que  soit  la  grandeur  du  triangle.  Mais  si  un 
triangle  sphérique  rectangle  est  petit,  on  pourra  mettre  les  arcs 
au  lieu  des  sinus  (637)  dans  la  formule  (E);  et  comme  cos.  a =5 
sin.  (90°  — a)  s=  90*  — a,  le  petit  excès  de  l’angle  droit  sphérique 
surTangle  rectiligne  correspondant , sera  donné  en  secondes  par 
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Fig.  73.  la  formule  suivante,  qui  suppose  les  arcs  AB,  AC  pris  en  secondes  : 
(F)...  90-  - a = 


Quand  la  somme  des  côtés  serait  de  io°,  l’erreur  qu'occasionnerait 
cette  formule  ne  serait  pas  d’une  seconde. 


1 179.  Si  l'hypoténuse  n’excède  pas  i°3o',  on  peut  mettre  BCsin.C 
au  lieu  de  AB,  et  BC  cos.  C au  lien  de  AC , (537)  *,  ce  qui  donne 
AB  x AC  = BC*  sin.  C cos.  C = 4 BC*  sin.  a (90*  — B)  = 4 BC* 
sin. a B;  de  sorte  que  la  différence  cherchée  se  trouve  aussi  par 
la  formule  suivante  : 


(1  BC)*  sin.  aC  __  G BC)*  sin.aB 

(O)  ...  90  — a _ - 

Si  BC  = i*  3o',  et  que  B = C = 45’  à-peu-près,  on  trouve 
90*  — a = 17',  7. 

1180.  F.n  supposant  encore  que  l’hypoténuse  n’excède  pas  1*  3o't 
considérons  les  angles  obliques  B,  C. 

La  formule  (A)  appliquée  à l’angle  B,  par  exemple , donne  cos.  b 
= cos.  B cos.  4 AB  cos.  4 BC-f-  sin.  4 AB  sin.  4 BC.  Mais  cos.  | AB 
cos.  [ BC  = (1  — a sin.*  ~ AB)  (1  — a sin.*  4 BC)  — 1 — 2 sin*  ~ AB 
— asin.*4BC,  en  négligeant  la  quantité  4 sin.*4  AB  sin.*  4 BC, 
qui  dans  notre  hypothèse  est  absolument  insensible.  Substituant 
la  dernière  valeur  de  cos.  4 AB  cos.  4 BC,  et  mettant  les  arcs  au 
lieu  des  sinus,  on  a cos.  ô = cos.  B — 4cos.B(AB*  + BC*)-f-4  A® 
X 4 BC.  Dans  le  dernier  terme  on  peut  mettre , sans  erreur  sen- 
sible , BC  cos.  B au  lieu  de  AB  : donc  cos.  b — cos.  B = j cos.  B 
(BC*  — AB’)  =5  AC*  cos.  B.  De  plus  (II.  a4’),  cos  A — cos.  B 
= a sin.  4(  B — b)  sin.  j ( B + ô)  = ( B — b)  sin.  B , attendu 
l’extrême  petitesse  de  B — b.  Donc  on  aura,  pour  la  différence 
de  l’angle  sphérique  oblique  à l’angle  rectiligne  correspondant, 
(H)...  B - b = ClAcycotB, 

Et  comme  AC  cof.  B = AB,  (537),  on  aura  aussi 
(K)...  B _ ô = 

1181.  La  même  méthode  donnerait  pour  C — c la  même  valeur 
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(K)  que  pour  B — b , valeur  qui  est  visiblement  la  moitié  de  celle 
donnée  par  la  formule  (F).  Donc  i\  quelque  différens  en  gran- 
deur que  soient  les  angles  obliques  d’un  petit  triangle  sphérique 
rectangle,  ils  excèdent  chacun  d’une  même  quantité  l'angle  recti- 
ligne qui  correspond  à chacun  d’eux  respectivement  ; a*,  la  somme 
des  deux  excès  est  égale  à l’excès  de  l'angle  droit  sur  l’angle  rec- 
tiligne correspondant.  D’où  l’on  doit  conclure  que  l'une,  à volonté, 
des  formules  (F),  (G),  (El),  (K)  suffit  pour  déterminer  la  diffé- 
rence de  chacun  des  trois  angles  d'un  petit  triangle  sphérique  rec- 
tangle à l'angle  rectiligne  qui  correspond  à chacun  d'eux  respecti- 
vement. 

u 8s.  Les  formules  que  nous  avons  données  jusqu'à  présent  font 
connaftre  la  différence  d’un  angle  sphérique  à l’angle  rectiligne 
correspondant , différence  constante  dans  un  triangle  donné.  Mais 
quand  on  résout  un  triangle  sphérique  par  les  formules  de  la  Tri- 
gonométrie rectiligne,  l’erreur  que  l'on  commet  alors  sur  les  angles 
est  d’une  autre  espèce , et  ne  me  paraît  pas  devoir  être  appelée 
la  différence  de  l’angle  sphérique  à l'angle  rectiligne,  puisque  dans 
un  même  triangle  l'erreur  varie  pour  un  même  angle,  selon  qu’on 
emploie  pour  le  déterminer  telles  ou  telles  autres  parties  du  triangle. 
De  la  Lande  ( Mémoires  Acad.  1763)  a déterminé  l’erreur  sur 
les  angles  obliques  d'un  petit  triangle  sphérique  rectangle  trouvés 
par  le  moyen  des  deux  côtés  et  par  les  formules  de  la  Trigonomé- 
trie rectiligne  : nous  suivrons  les  traces  de  ce  célèbre  Astronome 
pour  rechercher  les  erreurs  qui  se  commettent  dans  tous  les  cas , 
lorsqu’on  se  sert  des  formules  de  la  Trigonométrie  rectiligne  pour 
résoudre  les  petits  triangles  sphériques  rectangles.  Cette  recherche, 
la  seconde  de  celle  que  nous  avons  pour  but  (1171)  dans  ce  Chapitre, 
nous  donnera  un  nouveau  moyen  très-commode  pour  obtenir  le» 
petits  arcs  avec  une  précision  très-grande,  et  fort  supérieure  à celle 
qu’on  peut  espérer  par  les  formules  ordinaires,  en  se  servant  de* 
tables  de  logarithmes  à sept  décimales. 

u 83.  Dans  un  triangle  sphérique  ABC  rectangle  en  A,  con- 
naissant l'hypoténuse  BC,  que  je  suppose  ne  pas  excéder  4%  et 
un  angle , par  exemple  B , trouver  V erreur  e que  l’on  commet  en 
cherchant  par  la  Trigonométrie  rectiligne  le  côté  opposé  AC. 

La  Trigonométrie  sphérique  donne  sim  AC  = sin.BC  siu.B. 
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Donc , (^67)»  AC  — j ACJ  = sin.  B (BC  — j BC’).  Les  quantités 
du  5*  ordre  , et  à plus  forte  raison  celles  des  ordres  supérieurs  , 
sont  négligées  dans  cette  transformation,  parce  que  la  5*  puissance 
d’un  arc  de  4°  » divisée  par  lao,  ne  vaut  pas  o',  01.  On  a donc 
AC  = BC  sin.  B — £ (BC3  sin.  B — AC3).  Par  la  Trigonométrie 
rectiligne  on  a AC  = BC  sin.  B : cette  formule  donne  donc  le 
côté  AC  trop  grand  de  la  quantité  j (BC3  sin. B — AC3).  Mais, 
toujours  en  négligeant  les  quantités  du  5*  ordre  , l’avant-dernière 
équation  élevée  au  cube  , donne  AC3  = BC3  sin.’B.  Donc  e — 
— i BC3  sin.  B (1  — sin. "B)  ; et  pour  avoir  cette  erreur  en  se- 
condes, (nous  supposerons  toujours  les  côtés  pris  en  secondes). 


« 


— BC  sin.  B x 


BC*  cns.'B 
6 K*  R*  ' 


iî84.  Si  BC  = 4*>  et  que  B = 55'  16',  ce  qui  est  le  cas  de  la 
plus  grande  valeur  (229)  de  sin.  B cos.'B,  on  trouve  e = -—  4*,  5o, 

On  observera  ( et  cette  réflexion  s'applique  de  même  à tous  le* 
problèmes  qui  suivent)  combien  il  serait  facile  ou  de  former  une 
table  de  cette  erreur,  ou  de  trouver  l’erreur  dans  chaque  cas  parti- 
culier. Car  en  calculant  BC  sin.  B,  on  a déjà  en  occasion  de  prendre 
le  log.  de  BC;  de  plus  on  sait  ordinairement  les  logarithmes  de  6 et 
de  R',  attendu  l’usage  fréquent  qu’on  en  fait  dans  le  calcul;  et  il 
suffit  de  les  employer  avec  quatre  décimales , de  même  que  celui 
de  cos.  B.  Peut-être  en  coilterait-il  moins  de  travail  que  de  cher- 
cher par  les  parties  proportionnelles  les  logarithmes  de  sin.  BC  et 
de  sin.  AC , en  résolvant  le  triangle  comme  sphérique  ; et  peut-être 
cette  dernière  méthode  ne  donnerait-elle  jamais  les  centièmes  de 
seconde  aussi  exactement  qu’on  les  aurait  par  les  logarithmes  des 
nombres  , à sept  décimales , dans  le  calcul  de  l’équation  AC  = BC 
sin.  B. 


n85.  Les  données  étant  les  mêmes  que  dans  le  problème  pré- 
cédent, trouver  te  côté  AB  adjacent  à l'angle  donné. 

Puisque  (1028),  tang.  AB  = cos.  B tang.  BC,  on  aura  (281  ) ,' 
AB  -f-  j AB’  = cos.  B (BC  H-  j BC3  ) ; et  par  conséquent  AB  = 
BC  cos.  B + \ (BC3  cos.  B — AB’).  Donc  e = ± BC3  ( 1 — cos.'B) 
cos.  B , ou 

e = BC  cos.  B x -gpjpr- 
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Celle  erreur  est  eu  sens  coulraire  de  la  précédente.  La  labié  qu’un 
formerait  (1184)  de  l’erreur  de  AC  donnerait  aussi  celle  de  AB, 
en  adoptant  pour  argument  (90°  — B)  au  lieu  de  B , et  prenant  le 
double  de  l’erreur  donnée  par  la  table. 


1186.  Les  données  étant  toujours  les  mêmes,  trouver  l'angle  C. 
Puisque  (1028),  cot.  C — cos.  BC  tang.  B = tang.  B (1  — j BC'), 
(285;,  si  011  fait  C = 90*  — B -f-  e , on  aura  cot.  C = tang.(B — <?)  : 
et  par  conséquent  tang.  B — tang.  (B  — O = i BC*  tang.  B = 

, (II.  25*).  Mettant  cos.  B au  lieu  de  cos.  (B  — c), 

cos.  B en*.  (B  — e)  v 

et  e au  lieu  de  sin.  e , on  aura 


c = (jBC)* 


X 


sin.  2 B 
R*  * 


Celte  formule  est  très-commode,  puisqu’elle  suffit  seule  pour  faire 
connaître  la  valeur  de  C.  Il  est  vrai  qu’elle  n'est  pas  propre  à donner 
les  centièmes  de  secondes , lorsque  BC  est  > i°  3o'  : mais  on  aura 
bien  rarement  un  dixième  de  seconde  d’erreur  lorsque  BC  sera 


<3*. 

1187.  Connaissant  l'hypoténuse  BC  < 3*,  et  un  côté , par 
exemple  AB,  trouver  l'angle  opposé  C. 


_ sin.  AB 

On  a («028),  sin.C  =357,55=  __ 

Nommant  C — e la  valeur  que  donne  la  Trigonométrie  recti 
ligne  pour  l’angle  cherché,  on  aura  sin.  C — sin. (C  — e ) = 
AB  /i  — ü AB*  \ AB  BC»-AB»_  . x tfcos  (Q^.  1.)  ; 

Bc(,7riîc-“,J-FcxT^cr“lsl“'‘<rco!'lt  'e)t 
(II.  23*).  Négligeant  dans  le  dénominateur  le  terme  BC* , 
qui  , en  effectuant  la  division  , ne  donnerait  que  des  quantités 
d’ordres  supérieurs  au  troisième  *,  et  mettant , comme  à l’ordi- 
naire, j e au  lieu  de  sin.  je,  et  cos.  C au  lieu  de  cos.(C — je), 

il  reste  e — ^exé^r  = i AB  x AC,  (537;  .4*,  »•).  Pour 
former  une  table , on  aurait  donc 

e = -~-.  X V (BC  — AB)  (BC  -f-  AB). 


AB— i AB’ 


AB 


1 — î AB* 


BC—  | BC  B C X 1 — { BC*- 


Mais  la  formule  suivante 

AB  X BC  co».  C 
C — 6R5 
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serait  plus  commode  pour  corriger  l’angle  C,  après  l'avoir  déter- 
miné par  la  formule  sin.  C = 

Cette  erreur  est  trois  fois  plus  petite  que  celle  que  nous  avons 
trouvée  ( 118G)  pour  le  même  angle  C,  l’hypoténuse  et  l'autre 
angle  étant  donnés.  Il  est  facile  de  comparer  les  deux  valeurs  de  e, 
en  mettant  dans  la  dernière  formule  BC  cos.  B au  lieu  de  AB,  et 
sin.  B au  lieu  de  cos.  C.  Je  suis  donc  fondé  dans  ce  que  j’ai  avancé 
(i 183). 

1188.  Les  données  étant  les  mêmes,  trouver  l'angle  adjacent  B, 
La  Trigonométrie  sphérique  donne  cos.  B = cot.  BC  tang.  AB;  et 

la  rectiligne,  cos.  (B  — e)=^.  Donc  cos.  ( B — e)  — cos.  B = 

AB  AB-4-^ABs  AB/  3 + AB*\  AB  _ BC*  — AB* 

BC  BC  + 3 BCJ — BC  V 1 3 + BCV  — BC  X 3 + BC*  — 6 X 

sin.  B,  (IL  34* )•  Et  par  conséquent  e = gë x rin-  B * = 

j AB  X AC,  (537,  10’)  , en  négligeant  dans  le  dénominateur  le 
terme  BC* , (1187  J.  L'erreur,  dans  ce  cas,  est  donc  double  de 
l'erreur  produite  ci-dessus  dans  la  détermination  de  l’angle  C ; d'où 
il  suit  que  les  mêmes  formules  serviront  pour  l’un  et  l'autre  angle. 
Cependant , pour  avoir , dans  le  problème  présent , la  valeur  de  e 
avec  le  plus  grand  degré  d’exactitude  qu’on  puisse  attendre  des 
tables  dans  la  valeur  de  (B — e)  au  moyen  delà  formule  cos.  (B — e) 

= g? , il  faut  que  l’hypoténuse  n’excède  pas  deux  degrés. 

1 189.  Les  données  étant  les  mêmes , trouver  l'autre  côté  AC. 
Puisque  cos.BC  = cos.  ABcos.  AC,  on  aura,  en  négligeant  les 

quantités  du  6*  ordre,  1 — { BC*-4-s!îBC4  = (i  — { AB*-f-,i  AB4) 
( , _ 1 AC*  -f  AC4)  = » — i AB*  — i AC*-f  li  AB4  + * AC4 
-|-i  AB*  x AC*.  Réduisant,  multipliant  par  a , et  transposant, 
on  a BC*  = AB*H-  AC*  4- BC4  — ^AB4  — ^AC4  — J AB*  x 
AC*.  Mais,  toujours  en  négligeant  les  quantités  du  6*  ordre,  cette 
équation  élevée  au  quarré,  donne  BC4  a AB4  aAB*  x AC* 
-f-  AC4.  Donc , en  substituant  cette  valeur  de  BC4  dans  l'équation 
qui  vient  de  nous  donner  celle  de  BC*,  on  aura  BC*  = AB*  -f- 
AC*  — j AB'  x AC*,  ou  j/( BC’  — AB*  ) = AC  /(i  — \ AB*). 
En  développant  ce  dernier  binôme,  et  négligeant  les  quantités  du 
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5*  ordre»  on  a AC  = /(BC‘  — AB')  + 5 AB‘  X AC.  Dans  ce 
dernier  terme , qui  est  la  valeur  de  e , on  peut  sans  scrupule  sub- 
stituer à AC  sa  valeur  exprimée  par  le  premier  terme  seulement  : 
ce  qui  donne  pour  résultat 

e = * /(BC  — AB)(BC  + AB). 

Cette  formule  donne  les  centièmes  de  secondes,  quand  l’hypoté- 
nuse n’excède  pas  4°* 

Comme  ce  problème  est  d’un  usage  fréquent,  nous  croyons  de- 
voir observer  que  quand  on  a calculé  la  valeur  de  AC  par  la  formule 
(537,  i4*),  il  ne  reste  plus,  pour  avoir  la  correction  de  cette 

valeur,  qu’à  la  multiplier  par 

1 190.  Connaissant  un  côté  et  l'angle  opposé , par  exemple  AC 

et  B,  trouver  l'angle  C.  *-• 

Puisque  sin.  C = si  on  fait  C = 90*  — B 4.  e,  on  aura 

cos. (B  — e)  = = cos. B x (1  — \ AC*)“  ’ = cos.  B -+- 

ï AC*  cos.  B , en  négligeant  les  quantités  du  4*  ordre.  Et  par  consé- 
quent cos.  (B  — e)  — cos.  B = i AC*  cos.  B = e sin.  B,  (II.  34*). 
Donc 

_ _ AC*  X cot.  B 

c ~ ~ IF— 

Cette  formule  donne  les  centièmes  de  secondes,  quand  la  somme 
des  côtés,  ou  (AC-f-AC  cot.  B),  n’excède  pas  a*  \o'.  Si  on  vou- 
lait former  une  table  de  cette  précision  , même  pour  les  cas  où  on 
aurait  (AC  AC  cot.  B)  = 8",  il  faudrait  se  servir  de  la  formule 

_ AC*  cot.  B / .5  AC*  \ . ,*  cot.  B 

~ — Ï»1  -T~  l à R' R»  ) + 3 R-  en  employant  dans  le 

dernier  terme  la  valeur  de  e tirée  du  premier  terme  seulement. 

1191.  Les  données  étant  les  mêmes,  trouver  l’autre  côté  AB. 
Puisque  sin.  AB  = cot.  B tang.  AC,  on  aura  AB  — j AB5  s 

cot.  B ( AC  + } AC’)  : donc  AB  = AC  x cot.  B -f-  a AC3  cot.  B 
■+■  j AB3.  Et  par  conséquent  e = j AC3  cot.  B -f-  a AC3  cot.3B,  01» 

e = AC  X cot.  B x g—,  (1  + i cot.  *B;. 
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Celte  formule  et  la  suivante  donnent  les  centièmes  de  secoude ; 

lorsqu'on  a (AC  -f-  AC  cot.  B)  < 8% 

1192.  Les  données  étant  les  mêmes,  trouver  l'hypoténuse  BC. 

La  seconde  équation  (1 i83)  donne  BC  = ^ (BC’ — 

Et  par  conséquent  e = 's  (BCS  — gj^g)  = (ü57b  ~ f)  » 0,1 

AC  . , AC*  cot.'B 
e — sin.  B X 6R'R*  ’ 

1193.  Connaissant  un  côté  et  l’angle  adjacent , par  exemple  AB 
et  B , trouver  l'angle  opposé  C. 

Cos.  C = sin.  B cos.  AB  = sin.B  (1  — j AB').  Soit  C = 90“  — 
B + e;  on  aura  sin.  B — sin.  (B  — e)  = a AB*  sia.  B s=  e x 
cos.  B,  (II.  a5').  Donc 

• AB*  tang.  B 

6 ~~  aïi1  " 


Cette  formule  donne  les  centièmes  de  seconde , quand  on  a 

(AB  + AB  tang.  B)  < 2"  40';  limite  qui  s'étendra  jusqu’à  8*  par 

, r T . . AB1  tang.  B / AB*  \ e*  tang.  B 

la  formule  suivante  , e = — •— ^pp) -~$r- , 

dans  laquelle  la  valeur  de  e,  tirée  du  premier  terme , s’emploiera 
pour  calculer  le  dernier. 


1194.  Les  données  étant  les  mêmes  , trouver  Vautre  côté  AC. 
La  seconde  équation  (1 191)  donne  AC  = AB  tang.  B — j AB5  X 
tang.  B — 5 AC\  Donc  e = — j AB5  tang.  B — j ABJ  tang.’B,  ou 

AB* 

e = — AB  tang.  B x jg^i  ( 1 4-  a fang.'B ). 


Cette  formule  donne  les  centièmes  de  seconde , lorsque  l’on  a 
( AB  -+-  AB  taug.  B)  <8*. 


1 195.  Les  données  étant  les  mêmes , trouver  Vhypoténuse  BC. 

AB  , AB’  \ 

.s.  b J" 


La  3'  équation  (n85)  donne  BC  = 
AB’  AB’ 


Donc  e 


--*c 


C05.  B 

AB’ 


•5  (bc* 


cos.’l! 


CÜ3 

AB 

coa 


Ël'j—  _ _iB3„  Y—! iV 

. B / 3 cot. B \ cot.’B  / ■ 


ou 


AB*  tang.' B 

X “IFR’ 


J. a limite  est  la  même  que  dans  la  solution  précédente,  (1194). 
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1196.  Connaissant  deux  côtés,  AB , AC , dont  la  somme  n 'excède 
pas  4*>  trouver  un  des  angles , par  exemple  B. 

La  Trigonométrie  sphérique  donne  tang.  B = **"*'££“  ; et  la 

A O 

rectiligne , tang.  (B  — e)  = ^-g.  Donc  tang.  B — tang. (B  — e) 


__AC/i+}AC*  V — AC  aAC*  + AB‘  « ... 

~ AB  V,_ JAB*  1 ) — AB  X 6 — AB*  — ^71*  (D.  25’). 
Négligeant  dans  le  dénominateur  le  terme  AB*,  (1187),  et  met- 
A B* 

tant  au  lieu  de  cos.’B,  et  BC*  au  lieu  de  AC*  -f.  AB*,  on 


aura  e = \ AB  x AC  x = ï AB  x AC  (i  +^!), 

ou 


e 


ABx  AC 
6 R' 


( i -+-  sin.’B). 


1197.  Connaissant  deux  côtés,  AB,  AC,  dont  la  somme 
n’excède  pas  8",  trouver  l'hypoténuse  BC. 

Nous  avons  eu  (>189;,  BC*=AB*-f-  AC*  — i AB*  x AC*. 
Donc  BC  = V ( AB*  -f-  AC*  — | AB*  x AC*);  et  en  déve’op- 
pant  le  second  membre  par  le  binôme  de  Newton,  et  négligeant 

les  quantités  du  5*  ordre , BC  = y'fAB* -f-  AC*)  — 6 y/(XB^-p  AÇ’  : 
et  par  conséquent 

_ AB*  x AC* 

6IUR*  y (AB*  + AC*)' 

Comme  ce  problème  se  présente  très-fréquemment,  je  donne  ici 
le  logarithme  constant  8,5g3oo  = log. 

1 198.  Pour  donner  un  exemple  de  l’utilité  de  notre  formule,  soient 
AB  = 4°  ï'  i3',  AC  ==  5*  55'  17';  on  trouvera , en  se  servant  des 
logarithmes  à sept  décimales,  i/(AB*-f-AC*)  = 5‘>56'57*,75.  Donc 
log.  — e = 8,59300+2  log.  AB  + 2 log.  AC  — log.  y/(  AB*  4-  AC*) 
= 0,90787;  et  par  conséquent  e — — 8', 09,  et  l’hypoténuse  cher- 
chée BC  — 5*  36'  49*,  66.  valeur  approchée  à moins  d’un  centième 
de  seconde.  La  formule  ordinaire , cos.  BC  = cos.  AB  cos.  AG , ne 
donne  pas  même  les  secondes  exactement , quand  BC  est  < 4*,  et 
l’erreur  qu'elle  produit  est  d’autant  plus  grave  que  BC  est  plus  au- 
dessous  de  4*. 

L'expression  y'CAB*  + AC*)  se  calcule  ordinairement  par  le 

45 
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À c 

mojen  tl’un  angle  ; on  a , par  exemple , taDg.  B = - - ^ , puis  BC 
AB 

ou  i/(  AB*  -f-  AC‘)  = g.  On  observera  que , dans  cette  der- 
nière équation , il  faut  employer  l’angle  B tel  qu’il  a été  donné 
par  la  précédente , sans  faire  usage  de  la  correction  (1196}.  La 
méthode  (429)  peut  trouver  ici  son  application. 

j 199.  Connaissant  les  deux  angles , il  faut  tonjours  chercher 
en  premier  lieu  l’hypoténuse  par  la  formule  (io35);  de  là,  avec 
l’hypoténuse  et  un  angle , on  pourra  trouver  les  côtés  par  les  moyens 
donnés  (n83,  n85). 


F'1'5-  1200.  Les  méthodes  que  nous  venons  de  donner  peuvent  aussi 

résoudre  un  triangle  dont  un  seul  côté  serait  petit.  Soit  P le  pôle 
arctique,  A l'Observatoire  de  Paris,  M la  ville  de  Marseille,  ou 
un  point  de  cette  ville  qui  ait  servi  de  signal  dans  les  opérations 
(801)  j et  soit  ME  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  sur  AE. 
Je  suppose  qu’on  ait  déterminé  la  distance  ME  de  Marseille  au 
méridien  de  Paris,  de  126210  toises,  et  la  distance  AE  à la  per- 
pendiculaire, de  3i4i3i  toises.  Nous  avons  dit  (1010)  que  AIE 
se  nomme  aussi  la  différence  de  longitude , et  AE  la  différence 
de  latitude  entre  les  deux  points  A et  M,  dont  il  s’agit  > mais  que 
ces  dénominations  sont  inexactes  et  impropres , puisque  la  diffé- 
rence de  longitude  est  réellement  l’angle  P , et  la  différence  de 
latitude  l’arc  AL,  en  supposant  PL  = PM  , et  considérant  la 
Terre  comme  étant  de  figure  sphérique  (801).  Or  connaissant  ME, 
AE,  on  en  déduit  facilement  la  valeur  de  P et  celle  de  AL  , 
pourvu  qu’on  connaisse  la  distance  de  l’un  des  deux  lieux  au  pôle. 
En  effet,  soit  AP  = 41”  9 46’;  si  ou  réduit  AE  en  secondes  par 
la  proportion  (696)  , dans  laquelle  on  écrira  5268233  toises  pour  le 
rayon  de  la  Terre  (1559),  et  R*  (63i)  au  lieu  de  R = 1 ; on 
aura , pour  quatrième  terme , AE  = 5'  3o'  2 5'  ; et  par  conséquent 
PE  = 4®’  4°'  U*-  Dans  le  triangle  PEM  rectangle  en  E , on  a 

(VI.  14*)*  cot.  P = sin.  PEcot.  ME,  ou  tang.  P = ^onc 


p + ïps  = ^re-’  et  P = ^FÊ  C 1 + * ME*)  ~ § p5- 


En  mettant  au  lieu  de  P3,  ( ce  qui  suppose  qu’on  néglige 
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les  puissances  supérieures  à la  quatrième  ) , on  a P = - W ^ 

(*  + i ME*'x  . - —J;)  , et  par  conséquent  P = x 

(i  — 3 ME*  x cot.’PE).  Voici  le  calcul  de  cette  formule. 


log.  ME  = 136310  toises  = 5,1010938 
compl.log.  (R  = 3a68a33  lois.)  =s  3,4856870 


log.  (ME  en  parties  de  R = 1 ) = 8,5867808 
log.  R'  = 5,3i44a5i 
compl.  log.sin,  PE  = 0,1 38a 306 


l°g-  jî^Tpê  = 4>o394a65  = log.  10950',  5 
compl.  log.  3 = 9,5339 
log.  ME,  comme  ci-dessus,  = 8,5868 
idem  = 8,5868 
log.  cot.  PE  = 9,9747 
idem  = 9,9747 


(log. 


ME1  cot.  «PE 


= 0,6853  = log.  — 4',  8 


3 sia.  PE 

Donc  P = 10945',  5 = 3*  a'  a5',  5. 

Pour  avoir  AL , ou  PM  — PA , l’équation  ordinaire  cos.  PM 
cos.  PE  cos.  ME  me  paraît  la  plus  commode. 


1301 . Examinons  maintenant  le  cas  qui  se  rencontre  très-sou- 
vent , où  l’un  des  arcs  qui  forment  l’angle  droit  est  un  arc  de 
parallèle  et  par  conséquent  de  petit  cercle.  Comme,  dans  les  petits 
triangles,  cet  arc  ne  diffère  pas  sensiblement  de  sa  corde  pour  la 
longueur,  on  a coutume  de  résoudre  le  triangle  en  le  considérant 
sans  scrupule  comme  rectiligne  rectangle.  Mais  la  vérité  est  que 
l’erreur  sur  l’angle  droit  peut  être  très-sensible,  et  qu’elle  peut 
produire  sur  les  parties  cherchées  du  triangle,  des  altérations  qu’il 
me  semble  qu’on  n’a  pas  encore  observées , et  qui  cependant  sont 
plus  considérables  que  celles  dont  nous  avons  parlé  jusqu’à  présent. 
C’est  ce  que  nous  allons  établir,  et  c’est  la  troisième  des  recherches 
que  nous  nous  sommes  proposées  (1171). 

laoa.  Dans  le  petit  triangle  sphérique  BAC  rectangle  en  Af;g, 
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F'6-îG  relativement  à l’arc  de  parallèle  CDA,  soit  P le  pôle  de  cet  arc, 
et  Ca  l’arc  correspondant  de  grand  cercle.  Si  on  résout  le  triangle 
BAC  comme  rectiligne,  c'est  dans  le  fait  employer  l'arc  Ca  plutôt 
que  l’arc  CDA,  puisque  le  premier  est  celui  qui  approche  le  plus 
de  sa  corde  (974)#  ou  de  la  ligne  droite.  Mais  l’angle  <2  est  d'autant 
plus  au-dessus  ou  au-dessous  de  90°,  que  la  distance  au  pôle  ou 
l’arc  «P  est  plus  au-dessus  ou  au-dessous  de  90°;  comme  l'indique 
l’équation  (1142,  2°)  , cos.  a = tang.  %aC  cot.  «P,  dans  laquelle 
faisant , comme  à notre  ordinaire , e = 90'  — a,  on  a 

e = 3 aC  X cot.  aPj 

formule  qui  donne  l’erreur  sur  l’angle  que  l’on  considère  comme  droit. 

iao3.  Supposant  AP  <90°,  on  aura  aussi  n<  90°;  et  il  est  facile  de 
reconnaître  que  si  on  résout  le  triangle  BAC  comme  rectiligne  rec- 
tangle, il  en  résultera  diverses  erreurs,  selon  la  diversité  des  données. 

Par  exemple,  soient  donnés  le  côté  AB,  et  l’arc  ADC  en  parties 
de  grand  cercle  (g83). 

Observons  d’abord  que  dans  les  petits  triangles  il  est  rare  que 
la  différence  de  longueur  entre  ADC  et  aC  puisse  mériter  attention. 
En  effet,  ADC  — P X sin.  AP,  (985),  et  sin.  ± aC  = sin.  ÏP 
sin.  AP  , (1143  t !*•)  > égalant  les  deux  valeurs  de  sin.  AP  tirées 
de  ces  deux  équations,  on  déduit  de  la  nouvelle  équation  qui  en 
résulte,  cette  analogie, 

P : sin.  J P ::  ADC  : sin.  {aC, 

par  le  moyen  de  laquelle  on  pourra  réduire  le  côté  ADC  au  côté 
a C.  Mais  on  trouvera  leurs  différences  insensibles  dans  les  cas 
ordinaires,  dans  lesquels  P n’excède  pas  1”  3o\ 

n-  1204.  Prenant  donc  indifféremment  aC  au  lieu  de  ADC,  soit 
BaC  (fig.  77)  le  même  triangle  que  celui  de  la  fig.  76  formé  par 
trois  arcs  de  grand  cercle  , et  soit  désigné  par  a l'angle  BjC. 
Puisque  a est  < 90* , qu’on  élève  du  point  a l’arc  perpendiculaire 
nM  = uB,  et  qu’on  mène  l’arc  CM.  Le  triangle  CuM  est  celui 
qu'on  résoudra  effectivement , si  avec  les  données  uC , ah , on 
résout  BaC  comme  rectangle.  Par  conséquent  on  trouvera  1 hy- 
poténuse CM  > CB  , l’angle  MCa  < BCa  , et  CMa  différera  aussi 
de  CBa.  Les  erreurs  ne  seraient  plus  les  mêmes  si  les  données 
étaient,  par  exemple,  Ba , BC,  puisqu'on  abaissant  l'arc  perpen- 
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diculaire  BN  , sensiblement  égal  à B a,  le  triangle  qu’on  résoudrait 
en  pareil  cas  serait  BCN. 

ï3o5.  Pour  remédier  facilement  à toutes  les  erreurs  de  cette 
espèce , j’observe  d’abord  que  l’on  peut  sans  scrupule  supposer 
NBa  = B<iM  = 90°  — a — c.  Cela  posé , par  le  moyen  de  la 
formule  (îaoa),  j’ai  calculé  la  table  suivante  des  valeurs  de  c en 
minutes  et  décimales  de  minutes,  en  supposant  aC  = 1',  et  faisant 
d’abord  la  distance  au  pôle  ou  AP  =10°,  à cause  de  la  variation  Fi*  7$. 
trop  irrégulière  des  valeurs  de  e pour  de  plus  petites  distances  au 
pôle.  Dan*  le  cas  de  ces  moindres  distances,  il  faudrait  calculer 
exprès  la  formule  e = jaC  x cot.  aP;  ou , à toute  rigueur, 
sin.  e = lang.  j a C x cot.  a P. 


BIST. 

VALEURS 

nisr. 

VALEURS 

C1ST. 

valeurs 

BIST. 

VALEURS 

au 

de 

au 

de 

au 

de  *- 

au 

de 

PÔLE. 

e. 

PÔLE. 

e. 

PÔLE. 

e. 

PÔLE. 

0. 

10* 

a', 83  6 

3o* 

o',866 

5o* 

o'f4ao 

70* 

o*,  18a 

11 

a,57a 

3i 

o,83a 

5i 

0,4c  5 

7* 

0,17a 

ia 

a,  35a 

3a 

0,800 

5a 

0,391 

7a 

0, 16a 

i3 

a, 166 

33 

0,770 

53 

0,377 

73 

.o,*53 

»4 

a,oo5 

34 

o,74* 

54 

0,363 

74 

0,143 

i5 

1,866 

35 

0,7*4 

55 

o,35o 

75 

0,  *34 

16 

>,744 

36 

0,688 

56 

0,337 

76 

0,1  a5 

«7 

i,635 

37 

0,664 

57 

o,3a5 

77 

o,n5 

18 

>,539 

38 

0,640 

58 

o,3ia 

78 

0, 106 

>3 

1,45a 

39 

0,617 

59 

o,5oo 

79 

0,097 

90' 

1.374 

4o 

0,696 

60 

O 

ta 

30 

'sÛ 

80 

0,088 

91 

i,3o3 

4' 

0,575 

61 

0,377 

81 

0,079 

aa 

i,a38 

4a 

o,555 

6a 

0,966 

83 

0,070 

a3 

1,178 

43 

o,536 

63 

o,a55 

83 

0,061 

a4 

1,193 

44 

o,5i8 

64 

0,344 

84 

o,o53 

a5 

1,078 

45 

o,5oo 

65 

0 , 9.33 

85 

0 

£ 

aS 

1 ,035 

4& 

o,483 

66 

o,aa3 

86 

o,o35 

37 

0,981 

47 

0,466 

67 

0,913 

87 

o,oa6 

38 

°>94° 

48 

o,45o 

68 

0,303 

88 

0,017 

*3 

0,90a 

49 

o,435 

e9 

0,193 

% 

0,009 

3o 

0,866 

5q 

o,4ao 

70 

0,l8a 

90 

0,000. 
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1206.  Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  de  cette  table,  je 
suppose  qu’étant  donné  un  arc  de  parallèle  de  60',  tel  que  ADC, 
situé  à 50°  de  distance  du  pôle  P,  ou  demande  de  quelle  quantité 
l’angle  PAO  de  90°  excède  l’angle  a,  ,(1202).  L’équation  de  la 
table,  à 3o°  de  distance  du  pôle,  est  o',8fi6;  multipliez  cette  valeur 

Fig.77.par  60,  vous  aurez  e = 5i',  96  = 5i'57*,  6.  C’est  à-peu-près  la 
valeur  de  NB<z,  dans  le  cas  proposé.  Pour  connaître  le  petit  angle 
NBa , il  suHil  donc  de  multiplier  l’équation  de  la  table  par  l’arc 
aC  pris  en  minutes. 

1207.  Connaissant  l’angle  NBa,  on  a immédiatement  les  antres 
différences  des  parties  du  triangle  proposé  CBa  aux  parties  corres- 
pondantes du  triangle  réellement  rectangle  CBN.  En  effet , 1°.  NBa 
= N — a = 90°  — ii  ; 2°.  BN  = Bu  x cos.  NBa  ; la  différence  de 
BN  à Bu,  qui  sera  donnée  par  cette  équation  , sera  le  plus  sou- 
vent insensible;  3°.  Na  = Bu  sin.  NBa;  cette  réduction  est  celle 
qui  mérite  attention.  Supposons  Bu  = 1',  NBa  = 1';  on  a Na 
= o",  01745,  et  log.0’,01745  = 8,242.  Donc  en  général  on  aura, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  Ba  et  de  NBa  , prises  en  minutes, 

Na  = o",  01745  x Ba  x NBa. 

Soit/  par  exemple,  Ba  =Go',  NBa  = 20';  alors  Na  = o",  01745 
X 60  X ao  = 20',  94. 

1208.  Si  l’on  fait  aussi  Ca  = 60',  et  qu’on  résolve  le  triangle 
CBu  comme  rectiligne  rectangle,  on  trouvera,  en  négligeant  la  petite 
correction  (1197),  1°  24'5i',  17  pour  la  valeur  de  l’hypotémise;  mais 
cette  valeur  est  réellement  celle  de  CM , et  non  celle  de  BC.  Si , au 
contraire,  dans  ce  calcul,  au  lieu  de  Gz  on  emploie  CN =59'  59',  06, 
on  trouve  en  effet  la  valeur  de  BC  = i*  24'  56”,  38.  D’où  l’on  voit 
qu’en  résolvant  le  triangle  CBa  comme  rectangle , l’erreur  sur 

F_s  ^ l'hypoténuse  est  z4",  79,  et  que  cette  erreur  serait  d’autant  plus 
grande  que  CDA  serait  plus  près  de  son  pôle.  Dans  le  cas  présent 
AP  = 56°  18'.  Mes  corrections  peuvent  donc  être  importantes  pour 
l’Astronomie,  lorsque  l’arc  de  parallèle  est  un  almican tarai. 

1209.  Dans  le  cas  où  l’un  des  côtés  de  l’angle  droit  sera  un  are 
r,S’'7-de  parallèle,  on  pourra  donc  éviter  toute  erreur,  en  résolvant  le 

triangle  BCN  au  lieu  du  triangle  BCu.  Si  l’arc  de  parallèle  est  connu,’ 
il  faut  le  diminuer  de  la  quantité  Na,  (1307),  avant  de  résoudre  le 
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triangle  BCN.  De  même  si  l’angle  CBa  était  donné,  il  faudrait, 
avant  de  l'employer , le  diminuer  de  la  quantité  NBa,  (iao5).  Au 
contraire , si  aC  ou  CBa  sont  les  choses  cherchées , il  faudra , après 
les  avoir  trouvées , leur  appliquer  les  mêmes  corrections , mais  eu 
sens  opposé , parce  que  la  résolution  du  triangle  BCN  donne  CN 
et  CBN  au  lieu  de  Ca  et  CBa.  Au  surplus , si  l’on  veut  une  très- 
grande  exactitude , on  pourra  résoudre  le  triangle  BCN  par  les 
méthodes  et  les  formules  (u83  à 1199). 

1310.  Il  reste  seulement  à observer  que  quand  AP  est  > 90” 
et  que  l’angle  CBa  opposé  à l’arc  de  parallèle  se  trouve  situé  entre  " 
c et  arc  et  le  pôle , alors  la  perpendiculaire  BN  tombe  en  dehors  du 
triangle  CBa,  et  par  conséquent  toutes  les  corrections  précédentes 
doivent  se  faire  en  sens  contraire  de  ce  que  nous  avons  prescrit 
pour  le  cas  où  AP  est  < 90% 

tan.  Il  arrive  très-souvent,  surtout  dans  l’Astronomie,  que 
deux  triangles  ont  l’hypoténuse  commune,  et  un  arc  de  parallèle 
pour  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  dans  chacun  d’eux.  Connais- 
sant deux  côtés , par  exemple  AB , AC  de  l’uu  de  ces  triangles , et  Fig 
la  différence,  par  exemple  ACD,  de  deux  de  leurs  angles  ayant 
le  sommet  commun;  pour  avoir  la  valeur  des  côtés  BD,  CD  de 
l’autre  triangle,  on  résout  ordinairement  ces  triangles  comme  rec- 
tilignes rectangles,  et  on  fait  ACD  = ABD.  Mais  ces  angles  sont 
d'autant  plus  inégaux  , que  la  correction  ACF  de  l’angle  A (iao5) 
diffère  davantage  de  la  correction  DCM  de  Sangle  D.  Pour  éviter 
toute  erreur , il  faut  employer  dans  le  calcul  BF  au  lieu  de  BA,  et 
MCF  au  lieu  de  ACD.  Or  MCF  = B CM  — BCF=  BCD  — 
DCM  — («CA  — ACF)  = ACD  + ACF  — DCM  ; l’angle 
donné  ACD  doit  donc  être  augmenté  (diminué  si  DCM  cst>  ACF) 
de  la  différence  des  deux  corrections  ACF , DCM.  Alors  on  aura 
MCF  = ABD  sensiblement  ; et  en  employant  MCF  dans  le  calcul, 
on  pourra  faire  usage  des  formules  (647  à 65 1) , pour  trouver  CM , 
BM.  Ces  lignes  se  réduiront  ensuite  à CD,  BD,  (1207).  Un  exemple 
04^9)  fera  voir  combien  ces  opérations  sont  faciles. 
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CHAPITRE  XXI. 


Des  Analogies  différentielles  des 


Triangles  sphériques. 


laia.  J e donnerai  les  analogies  différentielles  des  triangles  sphé- 
riques sous  trois  Formes  : la  première , rigoureuse  et  qui  est 
nouvelle,  pour  les  différences  finies,  de  quelque  grandeur  qu'elles 
soient , rapportées  aux  parties  d'un  triangle  ABC;  la  seconde  pour 
les  différences  infiniment  petites,  comme  on  les  donne  ordinaire- 
ment, mais  en  augmentant  de  beaucoup  le  nombre  des  analogies 
publiées  jusqu'à  présent , et  en  appliquant  le  signe  négatif  à l’une 
des  deux  variations  que  l'on  considère  , quand  elle  se  Fait  dans  un 
sens  opposé  relativement  à l’autre;  la  troisième  , pour  les  mêmes 
analogies  infinitésimales,  mais  exprimées  avec  les  dénominations 
des  parties  du  triangle  , et  sans  égard  aux  signes  , qu'on  pourra 
prendre  dans  les  analogies  de  la  Forme  précédente.  De  chacune  des 
proportions  fondamentales,  je  déduirai  par  des  substitutions  autant 
d’autres  analogies  qu’on  peut  en  obtenir  sans  introduire  dans  le 
second  rapport  plus  de  trois  parties  du  triangle  (en  exceptant  (i36o) 
six  cas  seulement)  , ou  plus  de  deux  quand  le  triangle  est  rectangle. 
Ces  substitutions  peuvent  rarement  avoir  lieu  dans  les  analogies 
finies  ou  de  la  première  forme.  Je  supprimerai  aussi  les  analogies 
de  la  troisième  forme,  quand  elles  seront  compliquées,  et  longues 
et  difficiles  à énoncer.  Je  donne  toutes  les  analogies  sans  inter- 
ruption , me  réservant  de  les  démontrer  ensuite.  De  cette  manière 
elles  forment  une  table , à laquelle  on  pourra  recourir  aisément. 
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TABLE  DES  ANALOGIES  DIFFÉRENTIELLES 

DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES. 


Quantités  constantes  AB , A ; ou  un  côté  cl  un  angle  adjacent. 

RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

DU  CÔTÉ  ADJACENT  A L’ANGLE  CONSTANT  , 

ET  DE  L’ANGLE  ADJACENT  AU  CÔTÉ  CONSTANT. 

iai5.SiN  $ AC  : sin.$B::  sin.(BC-f-$BC)  : sin.C::  sin.BC  : sin.(C +$£•)• 
$AC  : $B  ::  siD.BC  : sin.  C. 

La  variation  du  côté  adjacent  à l'angle  constant 

Est  à la  variation  de  l’angle  adjacent  au  côté  constant , 

Connue  le  sinus  du  côté  opposé  à l'angle  constant 
Est  au  sinus  de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 

tai4-  Sin.  $ AC  : sin.  $ B ::  sin.BC  sin.  (BC-f-^BC)  : sin.  AB  sin.  A,  (VII.  6*). 
$ AC  : $B  ::  sin.’BC  : sin.  AB  sin.  A. 

La  variation  du  côté  adjacent  à l’angle  constant 
Est  à la  variation  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant. 

Comme  le  quarré  du  sinus  du  côté  opposé  à l’angle  constant 

Est  au  produit  du  sinus  du  côté  constant  par  le  sinus  de  l'angle  constant. 

iai5.  sin.  $ AC  : sin.  $ B ::  sin.BC  sin.  (AC  -f-  $ AC)  : sin.  AB  sin.  (B-p^  B), 
^ AC  : $B  ::  sin.BC  sin.  AC  : sin.  AB  sin. B. 

La  variation  du  côté  adjacent  à l’angle  constant 
Est  à la  variation  de  l’angle  adjacent  au  côté  constant, 

Comme  le  produit  des  sinus  des  côtés  variables 

Est  au  produit  du  sinus  du  côté  constant  par  le  sinus  de  l’angle  variable 
adjacent. 
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isiG.  Sin.  $ ÀCtsin.^B  ::  sin.AB  sin.  A:sin.Csin.(C-|-$Ç), (VII.  19*),  (iai3). 
$AC  : ^B  ::  sin.AB  sin.  A : sin.*C. 

La  variation  du  côté  adjacent  à l'angle  constant 

Est  à la  variation  de  l’angle  adjacent  au  côté  constant , 

Comme  le  produit  du  sinus  du  côté  constant  par  le  sinus  de  l'aDgle  constant 
Est  au  qnarré  du  sinus  de  l’angle  opposé  au  côté  constant. 

Si  A = 900 , ou  si  AB  = 90“  ; 

1217.  sin.  $ AC  : sin.  $ B ::  sin.  AC  cos.  (AC+  $ AC)  : sin.  B cos.(B-f-$  B). 
$ AC  : $B  ::  sin.  aAC  : sin.  aB. 

La  variation  du  côté  adjacent  à l’angle  constant 

Est  à la  variation  de  l’angle  adjacent  au  côté  constant , 

Comme  le  sinus  du  double  du  côté  variable 
Est  au  sinus  du  double  de  l'angle  opposé. 

RAPPORTS  DES  VARIATIONS 


DU  CÔTÉ  ADJACENT  A L’ANGLE  CONSTANT  , 
ET  DE  L'ANGLE  OPPOSÉ  AU  CÔTÉ  CONSTANT. 


iai8.  fang.  ; $ AC  : — sin.  Î^C  ::  tang.  (BC+;$BC)  : sin.(C+ î $C). 
$AC  : — $C  ::  tang.  BC  : sin.  C. 

La  variation  du  côté  adjacent  à l’angle  constant 
Est  à la  variation  de  l’angle  opposé  au  côté  constant, 

Comme  la  tangente  du  côté  opposé  à l’angle  constant 
Est  au  sinus  de  l’angle  opposé  au  côté  constant. 


1 2 1 9.  -sin.i  A AC:-isin.  a C ::  1 : sin(C+â  C)  x c.^*ACri"’CTOt-A+rn>-Ce<M  (AC-K&AQ 
$ AC  l — $ C ::  sin.  AC  : siu.aC  cot.  A -f-  sin.  C cos.  C cos.  AC. 
i32o.  $ AC  : — $C  ::  sin.  BC  tang.  BC  : sin.  AB  sin.  A,  (VII.  6*),  (1218). 

Si  A = 90*  ; 

,33t.  Sin. AC  : -J  sin.  £ C ::  AC)  :»in.(C+3  C)  cos.  C,  (^.9). 

$AC  : — $ C ::  3 tang.  AC  : sin.  a C. 
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DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES. 
La  variation  du  côté 

Est  à la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  constant, 
Comme  le  double  de  la  tangente  du  côté  variable 
Est  au  sinus  du  double  du  même  angle. 

Si  AB  = 90*; 


raaa.sin.i  $AC 


tsin-  £c  ::  iiaT(ië+hm : gin,(C+  cos*c 

,51  AC  : $C  ::  a cot.  AC  : sin.a  C. 


La  variation  du  côté  adjacent  à l'angle  constant. 

Est  à la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  constant 
Comme  le  double  de  la  cotangente  du  premier  de  ces  côtés 
Est  au  sinus  du  double  du  second  de  ces  angles. 


RAPPORTS  DES  VARIATIONS 


j0> 


DU  CÔTÉ  OPPOSÉ  A L’ANGLE  CONSTANT  , 

ET  DE  L'ANGLE  ADJACENT  AU  CÔTÉ  CONSTANT. 


iaa5.  sin.-;  $BC  : tang.i^B  ::  sin.  (BC  + ± #BC  ) : tang.  (C  •+•  <9iCJ. 
$BC  : $B  ” *»n.  : ta°g-  C. 

La  variation  du  côté  opposé  à l’angle  constant 
Est  à la  variation  de  l’angle  adjacent  au  côté  constant , 

Comme  le  sinus  du  côté  opposé  à l’angle  constant 
Est  à la  tangente  de  l’angle  opposé  au  côté  constant. 


(1  ne..:-  , n -n  co*.£^ Bsin.BCcot. AB— co*.BCco».(B4- B)  l 

iaa4.  jSin.$BC.stn.ï$B .: ~ 

$BC  : ;;  sin*. BC  cot.  AB  — sin.  BC  cos.  BC  cos.  B : sin.  B. 

xaa5.  $BC  : $B  ::  sin.  AB  sin.  A : sin.  C tang.  C , (VII.  »9*)>  (iaa3). 


Si  À = 90*; 


co«.  B 


iaa6.  i sin.  $BC  : sin.  { $B  ::  sin.  (BC  + $BC)  cos.  BC  : + . 


$BC  : $ B ::  sin.  aBC  : a cot.  B. 

La  variation  de  l’hypoténuse 

Est  à celle  de  l’angle  adjacent  au  côté  constant, 

Comme  le  sinus  du  double  de  l'hypoténuse 

Est  au  double  de  la  cotangente  du  même  angle. 
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sin.  R 
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Si  AB  = go’  j 

1537. —4  sin.  $BC  : sia.  -J  #B  ::  sin.(BC-f  #BC)  cos.BC  : -p--(B  + , 3 i;). 

— ^IBC  : $B  ::  sin.  2 BC  : 3 lang.  B. 

La  variation  du  côté  opposé  k l'angle  constant 
Est  à celle  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant. 

Comme  le  sinus  du  double  du  premier  de  ces  côtés 
Est  au  double  de  la  tangente  du  second  de  ces  angles. 


RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

DU  CÔTÉ  OrPOSÉ  A L’ANGLE  CONSTANT  , 

ET  DE  L’ANGLE  OPPOSÉ  AU  CÔTÉ  CONSTANT. 


J 328/  lang.  ; $BC  : — tang.  { $ C ::  tang.  (BC  + 1 % BC)  : tang.  (C  + i'J,  C). 
,§IBC  : — $C  ;;  tang. BC  : tang.  C. 

La  variation  du  côté  opposé  à l’angle  constant 

Et  la  variation  de  l'angle  opposé  au  côté  constant 

Sont  proportionnelles  à leurs  tangentes.  " 

1229.  $ BC  : — $ C “ sin.  AC  : (cos.  AC  -f-  lang.  C cot.  A)  sin.  C,  (VII.  5a*). 

ia3o.  $ BC: — $ C ::  (tang.BC  cot. AB — cos. B)  sin.BC:sin.  B,  (VII.  18'),  ( 1 328). 

Si  A = 90*  j 

i33i.  $BC  : — $C  ::  sin.BC  : cot.B,  (1028,  5*),  (1238). 

La  variation  de  l'hypoténuse 

Est  à la  variation  de  l’angle  opposé  au  côté  constant , 

Comme  le  mous  de  l'hypoténuse 
Est  à la  cotangente  de  l'autre  angle. 

Si  AB  = 90'  ; 

i23a.  $BC  : <§jC  ::  sin.BC  : tang.  B,  (raîo). 

La  variation  du  côté  opposé  k l’angle  constant 

Est  à la  variation  de  l’angle  opposé  au  côté  constant , r 

Comme  le  sinus  du  côté  opposé  à l’angle  constant 

Est  à la  tangente  de  l’angle  variable  adjacent  au  côté  constant. 
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RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

DES  DEUX  COT^S> 

ia33.  tang.  ;$AC  : tang.J^BC  ::  cos.  i $C  : cos.  (C  4-  $C). 

$ AC  : â BC  ::  i : cos.  C. 

La  variation  du  côté  adjacent  à l'angle  constant 
Est  à la  variation  du  côté  opposé  , 

Comme  le  rayon  est  au  cosinus  de  l'angle  opposé  au  côté  constant. 

»,  * . ^ . ....  . nn/-» ..  . . cos.JâACeos.AB— co*.  BC  co».  (AC+ i £ AC) 

1234.  S1U.Ï$AC  . Sin.T$BC  ..  I . „n.'AC.M„.  (ÜC  + ^.OC) 

$AC  : $BC  ::  sin.  BC  sin.  AC  : cos.  AB  — cos.  BC  cos.  AC. 

ia35.»in.^AC:sin.aiiC::»in.(AC4-^AC):co».AD1Jn.CBC+^DC)— --■•A^CO,,(P+‘t^C^(nC4'3Br). 

cr*s.  -t  0\  U 

$AC  : <5lBC  ::  sin.  AC  : cos. AB  sin.BC — sin.  AB  cos.  B cos.  BC. 

1236.  $ AC  : $BC  ::  1 : cos.ABsin.  Asin.B — cos.  A cos.  B,  (VII.  ,a*),  (ia33). 

Si  A = 90’  ; 

12^7.  sin.  S Bi  AC  . sin.  ï $BC  ..  ,in . (AC  + a&AC)  ’ sin.(BC+i  £,BC)’ 
âAC  : $BC  ::  cot.AC  : cot.BC. 

Les  variations  de  l'hypoténuse  et  du  côté 
Sont  proportionnelles  à leurs  cotangentes. 

Si  AB  = go*  v 


sin.  AC 


cos.  BC 


,238.  sin.  i $AC  : sin.  i %BC  ::  ^AC  + i9tAC)  • 8in,(BC  + ^5c)- 

ci AC  : — $ BC  ::  tang.  AC  : cot.BC. 

La  variation  du  côté  adjacent  à l’aDgle  constant 
Est  à la  variation  du  côté  opposé  , 

Comme  le  produit  de  leurs  tangentes  est  au  rayon. 

RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

DES  DEUX  ANGLES. 

,,339.  tang.  i $B  : — tang.*  #C  ::  cos.  i $BC  : cos.  (BC  + i #BC). 
$ B : — $C  ::  1 : cos.  BC. 
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La  variation  de  l'angle  adjacent  au  côté  constant 
Est  à la  variation  de  l’angle  opposé  , 

Comme  le  rayon  est  au  cosinus  du  côté  opposé  à l'angle  constant. 


. w . . ,,  n . . , n/-.  ..  . CO».  \ & B cos.  A 4-  cos.  r,  cos.  (B  -I-  ! 3 IV) 

ia4°*  siD.i  âB  : - S.n.  i £C  ::  « : — (in;li^(;+Ucrii-1 

$B  : — $ C ::  sin. B sin.  C : cos.  A + cos.  B cos.  C. 

i a4i . $ B: — <51 C ::  i rcos.A  sin. AB  sin.  AC+cos.  AB  cos.  AC,  (VII,  aG*),  (i  axt}. 

Si  A = 90'  ; 


sa4a.  Sin.  i âB  : - sin.  :: 

$B  : — ^j|C  ::  tang.  B : cot. C. 


cos.  C 


La  variation  de  l’angle  adjacent  au  côté  constant 
Est  à la  variation  de  l'angle  opposé  , 

Comme  le  produit  de  leurs  tangentes  est  au  rayon. 


Si  AB  = 90°; 


1243.  sin.  ÿ $B  : sin.  4 $C 


co».  B . co».  C 
»in.(B+iâB)  ' sin.  (C-f-j  ^C)' 


j!  B : ^ C ::  cot.  B : cot.  C. 
Les  variations  des  angles 
Sont  proportionnelles  à leurs  cotangentes. 


4 


Quantités  constantes  BC  , A ; ou  un  côté  et  Fanglc  opposé. 


RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

' DES  DEUX  CÔTÉS. 


1244.  tang.  I $ AB  : — tang.  \ #AC 


co».  ( C 4- 1 A C) . co».  ( B ~4~  i & rc  ) 

co  ».  îâc  * cos. 


$ AB  : — $ AC  cos.  C : cos.  B, 

Les  variations  des  côtés 

Sont  proportionnelles  a upc  posions  des  angles  opposés.  * 

sa45.  ci  AB  : — $ AC  ::  cos.  AB  sin.  A tang.  B — cos.  A : 1 , (VII.  ia*). 
ia46.  $AB:  — $AC  ::  1 : cos.  AC  sin.  A tang.  C — cos.  A,  (VII.  io*),(ia44)* 


i347.*âAB:-âAC 


lt  »in.  AB  _ co».  AC  — co».  BC  cos.  AB 
tui.  AC  * C03.AU  — eus.  BC  co».AC 


,(VII.  n,,9*),(ta44). 


A 
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1348.*  $AB  : — $AC 


1 — tanp.  AC  cot.  AB  co».  A ,y..  « . 

tang.  AC  cot.  AB  — eos.  A~ 1 ' ’ 3 / 

Si  A — 90’; 


367 


»in.jffAB  ..co»,(AB+ g.AB), co».  AC  mt  cou.  AB  .cp».(AC+ ^ AC) 

— ain.iÿ,AC  1 ” sin.(AB+  ÂB)  ‘«in-CAC+i^  AC)  " sin. CAB-f- ^ AB)  ‘»ia,(AC-f  AC)’ 
$ AB  : — $ AC  ::  cot.  AB  : cot.  AC. 


Les  variations  des  côtés 

Sont  proportionnelles  à leurs  cotangentes. 

Si  BC  = 90'  ; 

laSo.sin.^  AB: — sin.^  AC::  sin. AB  cos.  (AB-f  # AB)  :sin.(AC+,§l  ÀC)cos.AC. 
$ AB  : — $ AC  ::  sin.  3 AB  : sin.  a AC,  (I.  6-). 

Les  variations  des  côtés 

Sont  proportionnelles  aux  sinus  des  côtés  doubles. 
ia5i.  sin.  $ AB  : — sin. $ AC  ::  cos.(C-t*  <5tC)  • cos. B ::  cos.C  : cos.(B-f-  $B). 

<5iAB  : — $AC  ::  cos.C  : cos.  B,  (1344). 
ia5a.  $AB  : $AC  ::  cos.  A : cos.*B  cos.*C  : cos.  A. 

RAPPORTS  DES  VARIATIONS. 


DES  DEUX  ANGLES. 

ia53.tane  1 .SC  • tanc  iüB  ..  go».(AB -K&AB) . co«.  (AC  4.  ; A AC) 

.i3DD.tang.,^u,  . tang.^B  ..  cns ,4ftAB  • ÉosTÏS'aC  ' 

^ItC  : — $B  ::  cos.  AB  : cos.  AC. 

Les  variations  des  angles 

Sont  proportionnelles  aux  cosinus  des  côtés  opposés. 

«54  ÿ C : — $ B ::  cos.C  sin.  BC  tang.  AC-+-cos.BC  : i,(VTI.  3o'). 

1355.  $C  : — $B  ::  1 ; cos. B sin.  BC  tang.  AB  + cos.  BC,(VII.  38*),  (ia53). 

>356.  • 5C  : - £B  ::  (VU.  39%  37-;,  (.355). 


1 357 . * £ C : — # B : : tang.B  cot . C + cos.  BC  : 1 + tang.  B cot.C  cos.  BC,  (VII.  8'). 

Si  A = 90”  ; 

ia58.  sin.  $C  : — sin.  $B  ::  sin.C  cos.(C+  $C)  : sin.(B+  $ B)  cos.  B. 
$C  : — ^ B :i  sin.  3 C : »iu.  3 B. 

Les  variations  des  angles 

Sont  proportionnelles  aux  sinus  des  angles  doubles. 
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îaSg.  sin.BC: — sin.^B::  cos.(AB-{-$  AB):cos.AC::  cos.AB:cos.(AC-f-$  AC). 

$C  : — $B  ::  cos.  AB  : cos.  AC,  (ia53). 

1260.  $C  : — $B  cos. BC  : cos.'AC  ::  cos.'AB:  cos. BC,  («oa8;  io',  7*). 

Si  BC  = 90*; 

ia6i  sin  iaC‘- ,in  ’ <1 R ••  C(M  (C+ ^ C)-  fOÎ  B ^!ïS ^ + 

laoi.sin.,#*,.  s,n-»c*“.’lin.(C+iAcj.,i11.(B+iAB)"Mn.(C+i^C)-ùJ1.(B+ii,1$/ 

$C  : — $B  «>t.  G : cot.  B. 

Les  variations  des  angles 

Sont  proportionnelles  à leurs  cotangentes. 

t 

RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

D'UN  CÔTÉ  ET  DE  L’ANGLE  OPPOSÉ.  • iî, 

«a6a.  * sin.  j $ AB  sin.  T #C  ::  cos ,(Ab  + j^aB)  : cos.(C  + îâC)‘ 

$ AB  : $C  ::  tang.  AB  : tang.  C. 

Les  variations  d’un  côté  et  de  l’angle  oppposé 
Sont  proportionnelles  à leurs  tangentes. 

ia63.  $ AB  : $C  ::  sin.  AC  : sin.  A + cos.  A cos.  AC  tang.  C,  (VII.  35*). 

1364.  $AB  : $ C ::  sin.BC  : sin. B -f-  cos. B cos.BC  tang.C,  (VII.  36'),  (ia6a). 
ia65.  $ AB  : $C  ::  sin.  AC — cos.  AC  cos.  A tang.  AB  : sin.  A,  (VII.  17'),  (1362). 

1266.  $ AB  : $C  ::  sin.BC — cos.BC  cos.  B tang.  AB  : sin.  B,  (VII.  18'),  (1362). 

De  même 

1267.  *-stn.  ï^AC  : -sm.^B  ::  cul  (AC  + , AAC)  • co..(ii  + i m 

— $AC  : — $B  ::  tang.  AC  : tang.  B. 

1 268.  — $ AC  : — $ B ::  sin.  AB  : sin.  A -f-  cos.  A cos.  AB  tang.  B. 

1269.  — #AC  : — $B  ::  sin.  BC  : sin.C-(-  cos.  C cos.  BC  tang.  B. 

1 370.  — $ AC  : — $B  ::  sin.  AB  — cos.  AB  cos.  A tang.  AC  : sin.  A. 

*271. — $AC  : — $B  ::  sin.BC  — cos.BC  cos. C tang.  AC  : sin. C. 
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RAPPORTS  DES  VARIATIONS 


d'un  côté 


ET  DE  L’ANGLE  ADJACENT. 

«in.  AC ^co«  (C-KAC).  . 


,a7a.tang.i^AB;-^.in.^B::co.UAC—  c^ac)* 

$ AB  : — $B  ::  tang.  AC  cos.  C : sia.  B. 

La  variation  d’un  côté 

Est  à la  variation  de  l’angle  adjacent, 

Comme  le  prnduitde  la  tang.de  l'autre  côté  variab.par  le  cos.del'autreang.var. 

Est  au  sinus  du  premier  de  ces  angles. 

„ , n . _ . nu..  • . x,  co*-ï3iACco«.(AC-t-i5iAC)«in.Ccoa.l£.<ï 

,a73.tang.iâ  AB  t-isin.^B::  sin.  AB  : — ^ cLrc  + ïât;) * 

$AB  : — $B  ::  sin.  AB  : cos.  AC  tang.  C. 

La  variation  d’un  côté 

Est  à la  variation  de  l’angle  adjacent. 

Comme  le  sinus  du  même  côté 

Est  au  prod  uit  du  cos.  de  l’autre  côté  variable  par  la  tang.  de  l’autre  ang.variab. 
ia74-  $ AB:  — $B  ::  cos.  AB  tang.  AC — sin.  AB  cos.  A : sin.  A,  (VIL  i7'). 
ia75.  $ AB  : — $B  ::  sin.BC  : cos. B tang.C  + sin.B  cos.BC, (VII.  33"),(ta73). 

i376.*^  AB: — ,§|B::tan^BC~^Q!‘BPtai’s'AB:i-f-co3.Btang.ABtang.BC,(VII.i8’). 

■■77-*  *A»! -a»  a ù».  AB  : S ■ CVU.  3,-). 

De  même 

o a ^ t o i r>,  i n p . «in.  AB  co«.(B  -f  1 ^ B)  • f-% 

1 378. — tang. ï â AC . ï sin. ^ C . . coa.lâABco«.(AU  + i ab)  x co,.^»  ' ^ ’ 

— $ AC  : $C  ::  tang.  AB  cos.  B : sin.  C. 

o a r*  •»«.:„  Q r a n . cos-  \ $ AB  co».(AB  -f- 1 AB)  sin.  B cos.  \ $ B 

1379. — tang.,#  AC . ,-sin.ÿ C ..  sin. AC * c'o«.(B  + ; a~U) j 

— # AC  : $ C ::  sin.  AC  : cos.  AB  tang.  B. 

1380.  — # AC  : #C  ::  cos.  AC  tang.  AB  — sin.  AC  cos.  A : sin.  A. 

1381.  — # AC  : #C  ::  sin.  BC  ’.  cos.  C tang.  B -t-  sin.  C cos.  BC. 

1383." — # AC:  #C  ::  tang.BC — cos.Ctang.AC’.fi-f-r.os.Ctang.AC  tang.BC)sin.C. 
1 a83.* — # AC  : # C : : (tang.  A tang.  C cos. AC — 1 ) sin . AC  : t ang.C  cos.  AG+-I  ang.  A. 

47. 
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Si  A = 90°  j 

ia84.isin.#ÀB:  — sin  i^B  ::  sin.  AB  cos.(AB  + $ AB)  : 

$ AB  : — $B  ::  *Id.  aAB  : a cot.  B. 

La  variation  d'un  côté 

Est  à la  variation  de  l'angle  adjacent. 

Comme  le  sinus  du  double  de  ce  côté 

Est  au  double  de  la  cotangente  du  même  angle. 

De  même 

ia85.—  isin.$AC:sin.f  $C  ::  sin.AC  cos.(AC-f-  $ AC)  : 

— $AC  : $C  ::  sin.  a AC  : a cot.  C. 

Si  BC  = 90*  ; 

ia86.  sin.  i$AB  : — isin.^B  ::  + : *in.Bco*.(B  + $B). 

$AB  : — $B  ::  acot.  AB  : sin. aB. 

La  variation  d’un  côté 

Est  à celle  de  l’angle  adjacent. 

Comme  le  double  de  la  cotangente  du  même  côté 
Est  au  sinus  du  double  du  même  angle. 

De  même 


1387.  — sin.ï$AC  : isin.$C 


cos.  AC 


sin.  (AC  +i  £ AC)  ! 5*n'  ^ C0S'  (C  + ^C). 
— âAC  : $C  ::  acot. AC  : sin.aC. 


Quantités  constantes  AB,  AC;  ou  deux  côtés. 
RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

DES  DEUX  ANGLES  OPPOSÉS  AUX  CÔTÉS  CONSTANS. 

1388.  * tang.  ï$  B : tang.  3 $ C ::  tang.  (B-f-  j $B)  : tang.  (C+  i $C). 
3B  : âc  ::  tang.  B : tang.  C. 

Les  variations  des  angles  opposés  aux  côtés  constans 
Sont  proportionnelles  aux  tangentes  de  ces  mêmes  angles. 
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1289.  $B  : $ C ::  cos.  C : sin.  BC  cot.  AC  — cos.  BC  cos.  C , (VII.  i5*). 

1290. $ B:  ^Cîiros.AB — cos.BC  cos.  AC:cos.  AC — cos.BC cos.AB,(VlI.  1 1*). 

1291.  $B  : $C  ::  sin. BC  cot.  AB  — cos.BC  cos.  B : cos.  B,  (VII.  18* ),  (1288). 

ni»  n . sin.  AB  cot.  AC  — cos.  AB  co».  A ,,rrT  ... 

.292.  aB:$C::,:  ain,ACcut,AD_CM,AC-c05,A,(VH.  ,6%  i7'),(h88). 

RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

DU  TROISIÈME  CÔTÉ  ET  D’UN  ANGLE  ADJACENT. 

1293.  — sin.i$BC  : tang.^B  ::  sin. (BC -f-Î^BC)  : cot. (C  -+■  C). 

— $BC  : $B  ::  sin.  BC  : cot.  C. 

La  variation  du  troisième  côté 

Est  à la  variation  d’un  angle  adjacent. 

Comme  le  sinus  du  même  côté 

Est  à la  cotangente  de  l’autre  angle  adjacent. 

1 394.* — sio-î  ,3!  BC  : sin.  î ^ B ::  sin,  (B-f-  ï ^ B)  : ^ ^ 

— $BC  : $8  ::  sin.  B : cot.  AB  — - cot.  BC  cos.  B. 

1295.  — $BC  '•  " sin.  AB  sin.  A : cos.  C,  (VII.  19'),  (1293)» 

1296.  — $BC  : $B  ::  sin.  AB  : cos.  AB  sin. B — cot.  A cos.  B (YII.  ta*). 

De  même 

1297.  —sin. vâBC  : tang*iâc  ” sin.(BC+ï$BC)  '•  cot.(B  + i$B). 

— $ BC  : $C  ::  sin.  BC  : cot.  B. 

_.aq  4 1 Q ,Df'*aïn  ' QT"  «In  1 1 Q r**» . cot-  ÀC  sin.(BC-f- 1 ^ BC) — cns.Cco>.(BC- 

1290.  sin.1ÿBC.sm.i$C..sin.(C+1$C;.  «jn.(BC+ ^BC) 

• — $ BC  : $ C ::  sin.  C î cot.  AC  — cot.  BC  cos.  C. 

1299.  — $BC  : $C  ::  sin.  AC  sin.  A : cos.  B. 

1300.  — $BC  : ^jC  ::  sin.  AC  : cos.  AC  sin.  C — cot.  A cos.  C. 

Si  AC  = 90*; 

t3o..isin.3BC:sin.iâB  ” sin.  (BC + £BC)  cos.BC  : 

$BC  : ^ B ::  sin.aBC  : a cot.  B. 

La  variation  du  côté 

Est  à la  variation  de  l’angle  opposé  au  côté  de  go* , 


:3bo 
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Comme  le  sinus  du  double  du  côte  variable 
List  au  double  de  la  cotangente  du  même  angle. 

îjoa.  — $BC  : ::  cos.  AB  : cos.  C cot. C. 

Si  AB  = 90“  ; 

On  changera  C en  B,  et  B en  C,  dans  les  analogies  (i3oi , i3oa). 
RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

DU  TROISIÈME  CÔTÉ  ET  DE  L’ANGLE  OPPOSÉ. 


i"o". — sin.j$BC: — sin.i^  A::sin.ABsin.ACsin  (A-(-ï$  A):sin.(BC+~^BC). 
— ^ BC  : — $A  c:  sin.  ABsin.AC  sin.A  : sin.BC. 

I.a  variation  du  côté 

Est  à la  variation  de  l'angle  opposé. 

Comme  le  produit  du  rectangle  des  sinus  des  côtés  constans  par  le  sinus  de 
l'angle  qu’ils  comprennent 
Est  au  sinus  du  côté  variable. 


i3o4*  — $BC  î — $ A'  ::  sin.  AB  sin. B : 1 , (VII.  ao*). 
i3o5.  — $BC  : — $A  ::  sin.  AC  sin.C  : 1,  (VII.  4'}* 

I.a  variation  du  côté 

Est  à la  variation  de  l’angle  opposé. 

Comme  le  produit  du  sinus  d’uu  côté  constant  par  le  sinus  de  l’angle  opposé 
à l’autre  côté  constant  est  au  rayon. 

Si  AC  = 90’,  ou  si  AB  = 90'; 


s3oG.  — sin;  j $BC  • — s‘n*  î $ A 


cos.  BC  # cos.  À 

sin.CBC  + iâJSC)  • ,in.(A-KâA)' 


— $BC  : — $A  ::  cot.BC  : cot.  A. 
Les  variations  du  côté  et  de  l’angle  opposé 
Sont  proportionnelles  à leurs  cotangentes. 


RAPPORTS  DES  VARIATIONS 


DE  L’ANGLE  COMPRIS  ENTRE  LES  CÔTÉS  CONSTANS, 
ET  DE  L’CN  DES  DEUX  AUTRES  ANGLES. 


J 307.  •— sin.  ^ $ À : i sin.  £ B :: -r 


sin.  *AC 


cos. AB  cos.  - J A — sin.  ABcot.ACco8.(A«f-{^i  A) 
sin.  BC  mu.  ( BC  -f-  ^ BC) 


— $A  : $B  ::  sin,*BC  : sin.’AC  (cos.AB  — sin.  AB  cot.  AC  cos.  A). 
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> ci».ABain.Bsin.(A4-  A)— cos.Dco».(A-f-^  A) 


i3o8.* — Aîjsin.^B:: jin  + sin  (a  + &a) 

— $ A : $B  ::  i : (cos.  AB  — cot.  B cot.  A)  sin.*B. 

. „ . . . n „ sin. (A  + 5 .A)  . cos.C,f,in.(A  + i$  A)  -(-oosBsin.  ' $ A 

J 309.—  sin.,$  A : aSin.^B  ..  sio>(B  + AB)  • iSTÏ 

— $A  : $B  ::  sin.  A : sin.  B cos.  C. 

La  variation  de  l’angle  opposé  au  côté  variable 
Est  à la  variation  do  l’un  des  angles  adjacens. 

Comme  le  sinus  du  même  angle  opposé 

Est  au  produit  du  sinus  du  même  angle  adjacent  parle  cos.  du  troisième  angle. 

- • -o  i,  , ■ n11..à"-'(HC+^BC).,;[.  ACvlin,^+*^x  *inC 

1010.-310.,$  A.tang.,$B..  ùn.BC  * ' sin. A tang.(C-f- J^C)’ 

— $ A : $B  ::  sin.  BC  : sin.  AC  cos.  C 

La  variation  de  l’angle  opposé  au  côté  variable 
Est  à la  variation  de  l’un  des  angles  adjacens. 

Comme  le  sinus  du  côté  variable 

Est  au  produit  du  sinus  du  côté  opposé  au  même  angle  adjacent  par  le  cos. 
de  l’autre  angle  adjacent. 

i3u.  — $A  : $B  ::  sin.’BC  : co9.  AB  — cos.  BC  cos.  AC,  (VII.  11*). 
i3ia.  — $ A : $B  ::  1 : cos.  AB  — sin.  AB  cos.B  cot.BC,  (Vil.  28’). 

De  même 

„ _ . , - . , . 1 . co».ACcos.;^A— «in.ACcot.  AB  cos.(A  + I#  A) 

1313. — sin.î^AtiSin.ÿC.:^  ,AJJ . sin.BC«in.(BC4- ^BC) 

$A  : $C  ::  sin.’BC  : sin.’AB  (cos.  AC — sin.  AC  cot.  AB  cos.  A). 

. ......  ^ ^ . . ,r*  , n .cos.ACsin.C*io.(A-KâA)— cos.Ccm.(A+î& A) 

1 3 1 4.  — sm.  i,  $ A : J sin.  $ C ::  1 . sin.(C+  $ C)  x <;,.(*+ a A) 

— $A  : $C  ::  1 : (cos.  AC  — cot.C  cot.  A)  sin.’C. 

. ..  rs  ^ . sin.  fA  + A A)  . co«.  B sin.  (A  + CJA)  — cos.  C sin.  j $ A 

i5i5.-sin.l$A:isin.$C::tin^+^. STX 

— $ A : $C  ::  sin.  A : sin.C  cos.B 

»3i6. — sin.  i $ A . tang.»  $ C ..  ^"bc  -«o-ABX  iin  A xtang.(l3  4i^B)’ 

_ $ A : $ C ::  sin.  BC  î sin.  AB  cos.  B. 
jSiy.  — $A  : $C  ::  sin.’BC  : cos.  AC  — cos.  BC  cos.  AB. 

1S18.  — $A  : $C  ::  1 : co3.  AC  — sin.  AC  cos.  C cot.  BC. 
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Si  AB  = 90"  ; 

i3ig.  sin.i^A  : i sin.  #B  ::  cog .(a+I^A)  : sin’ B C0S-(B+  âB)* 

$ A : $B  ::  2 tang.  A : sin.  a B. 

La  variafion  de  l’angle  compris  entre  les  côtés  constatas 
l£st  à la  variation  de  l’autre  angle  adjacent  au  côté  de  90*, 

Comme  le  double  de  la  tangente  du  premier  angle 
Est  au  sinus  du  double  du  second  angle. 

i3ao.  sin.  $ A : sin.  $C  ::  sin  (A  + $ A)  cos.  A : sin.(C-f-  $C)  cos.C. 

A : C ::  sin.  a A : sin.  a C. 

La  variation  de  l’angle  compris  entre  les  côtés  constans 
Et  la  variation  de  l’angle  opposé  au  côté  de  go* 

Sont  proportionnelles  aux  sinus  de  ces  mêmes  angles  doubles. 

i3ai.  — sin.  $A  : sin.  $C  ::  sin.  (BC  -f-  $BC)  : cos.  B. 

— $A  : $C  ::  sin.  BC  : cos.  B. 

La  variation  de  l’angle  compris  entre  les  côtés  constans 
Est  à la  variation  de  l’angle  opposé  au  côté  de  90*, 

Comme  le  sinus  du  côté  variable 
Est  au  cosinus  du  troisième  angle. 

i3sa. — sin.  ^A  : sin.  ^C  ::  cos.  AC  : cos.  B cos.  (B  -f-  $ B). 

— $A  : $C  ::  cos.  AC  : cos.*B. 

La  variation  de  l’angle  compris  entre  les  côtés  constans 
Est  à la  variation  de  l’angle  opposé  au  côté  de  go* , 

Comme  le  cosinus  de  l'autre  côté  constant 
Est  au  quarré  du  cosinus  du  troisième  angle. 

Si  AC  = 90*  ; 

On  changera  B en  C,  et  C en  B dans  les  analogies ( i3ig  à i3aa). 
Quantités  constantes  B , C ; ou  deux  angles. 
RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

DES  DEUX  CÔTÉS  OPPOSÉS  AUX  ANGLES  CONSTANS. 

<t3a3.*taDg.J,51AC:  tang.f^  AB  ::  tang. (AC AC)  : tang.(AB-H$  AB). 
$ AC  : $ AB  tang.  AC  : tang.  AB 
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Les  variations  des  côtés  opposés  aux  angles  constats 
Sont  proportionnelles  aux  tangentes  des  mêmes  côtés. 

i3a4.  $ AC  : $ AB  ::  cos.  AB  : sin.  A cot.  B -f-  cos.  A cos.  AB,  (VII.  3/,*). 
i3a5,  $AC  : $AB  " cos.C-f-cos.Acos.B  : cos.B+eos.Acos.C  , (VII  29'). 
i3aG.  $AC:  $AB::  sin.  Acot.C-f-cos.Acos.AC  : cos.  AC, (VII. 35*),  (i5aS). 


l327.  $ AC  : $ AB  ::  1 : (VII.  33-,  36-),  («3a3) 


RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

DU  TROISIEME  ANGLE  ET  D’ U N CÔTÉ  ADJACENT. 

122S.  sin.  -J^A  : tang.  i#AC  ::  sin.(A  + L#A)  : cot.  (AB -f- 4$  AB). 

$A  : ,§IAC  ::  sin.  A : cot.  AB. 

La  variation  du  troisième  angle 
Est  à la  variation  d’un  côté  adjacent. 

Comme  le  sinus  du  même  angle 

Est  à la  cotangente  de  l’autre  côté  adjacent. 

1 "ag/sin.i  â A : sin-i  $ AC::  sin.(  AC-f  \ $ AC)  : 5ot^9in(A4-J^A)+^^ACco..(.,v+i^, 

$ A : $ AC  ::  sin.  AC  : cot.  C -f-  cos.  AC  cot.  A. 

1330.  $ A : $ AC  ::  sin.BC  sin.  C : cos.  AB,  (VII*.  i*),  (i3a8). 

1331.  $ A : $ AC  ::  sin.  C : cos.  C sin.  AC  ■+•  cot.  BC  cos.  AC,  (VII.  3o*). 

De  même 

i33a.  sin.i^A  : tang.i^AB  ::  sin.  (A +i  $A)  : cot.  (AC-f-i^AC). 

$ A : èü  AB  ::  sin.  A : cot.  AC. 

l335.»sin.{,aA:8in-iaAB--,in  (ARflQ  AT».çot.BMn.(A-K£  A)-)-c™.AISr»,  (A-fj^A) 

v tui  / . «n.  ^ + &A)  î 

$A  : $AB  ..  s;n  . cot.  B -f-  cos.  AB  cot.  A. 
i534-  $A  ; ^AB  ::  sin.BC  sin.  B : cos.  AC. 

1335.  $ A : $ AB  ::  sin.  B : cos.  B sin.  AB  -f  cot.  BC  cos.  AB. 

Si  B = go*; 

1336.  isin.$  A : sin.  AC  ::  sin.  (A  -j-  $ A)  cos.  A : -r- 


cos.  AC 


sin.  (AC  + ï à AC)’ 

9i  A • â AC  ::  sin.  a A : a cot.  AC. 
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La  variation  de  l’angle 

Est  à la  variation  de  l'hypoténuse , 

Comme  le  sinus  du  double  de  l’angle  variable 
Est  au  double  de  la  cotangente  de  l'hypoténuse. 

■537-  M : âAC  ::  cos.  C : cos.  AB  cot.  AB. 

Si  C = 90'  ; 

On  changera  B en  C , et  C en  B,  dans  les  analogies  (»  336,  1337). 
RAPPORTS  DES  VARIATIONS 


DU  TROISIÈME  ANGLE  BT  DU  CÔTÉ  OPPOSÉ. 


1338.  sin.  A : sin.  j^BC  ::  sin.Bsin.C  sin.(BC-f-ï  $BC)  '•  sin.(A.  + 5$  A). 

$ A : ^ BC  ::  sin.  B sin.  C sin.  BC  : sin.  A. 

La  variation  de  l'angle 

Est  à la  variation  du  côté  opposé 

Comme  le  produit  du  rectangle  des  sinus  des  angles  constans  par  le  sinus 
du  côté  compris 

Est  au  sinus  de  l’angle  variable. 

1339.  $A  : $BC  ::  siu.  AB  sin.  B : 1,  (VII.  i‘). 

i54o.  $A  : $BC  ::  sin.  AC  sia.  C : 1,  (VII.  a3"). 

La  variation  de  l'angle 

Est  à la  variation  du  côté  opposé , 

Comme  le  produit  du  sinus  d'un  angle  constant  par  le  sinus  du  côte  opposéi 
à l’autre  angle  constant  est  au  rayon. 


Si  B = 90* , ou  si  C = 90*  ; 


i34i.  sin. ï$A  : sin.  i$BC  :: 


co».  A , co».  BC 

ain.(A-t-jÿiA)  * sin.  (BC-f-  i ^BC) 


$A  : $ BC  ::  cot.  A : cot.  BC. 


Les  variations  de  l’angle  et  du  côté  opposé 
Sont  proportionnelles  à leurs  cotangentes. 
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RAPPORTS  DES  VARIATIONS 

DU  CÔTÉ  COMPRIS  ENTRE  LES  ANGLES  CONSTANS; 
ET  DE  L’UN  DES  DEUX  AUTRES  CÔTES. 


*77 


l3.j2. 


. cof.C  *in.  AC  ,in.  (BC  + j & BC)|+  en».  AC.  cn.(BC4-  ÿ#  BC) 


,îin.  . ..  l_ 

isin.^AC’  " sm.(AC4-AAC)  * «in.(BC+  &HC) 

$BC  : $AC  ■■  1 • (cos.C  + cot.  AC  cot.  BC)  sin.'AC. 


X/X  Kur".;,  fl  A n..  »in  (BÇ  + ^BC)  . coa.AB»in.(BC+ ;^,BC)— co».  ACMn. ’g  BC. 

1545.  sm.  5# Ut,.  ,iu.(AC^£AC)l'  ,in.BC 

$BC  : $AC  ::  sin.BC  : sin.  AC  cos.  AB. 

La  variation  du  côté  opposé  à l’angle  variable 
Est  à la  variation  de  l'un  des  deux  autres  côtés, 

Comme  le  sinus  du  premier  côté 

Est  au  produit  du  sinus  du  second  côté  par  le  cosinus  du  troisième  côté. 

,x/./.  ' ORr't...  1 o ir..®"’(A+U*)..!.  «in.  AB , 

i54f.sin.l£4DUtang,,aAL...  ^.a  • sin.Bx  X,ang.(AB +i& auP 

$BC  : $AC  ::  sin.  A : sin.  B cos.  AB. 

« 

La  variation  du  côté  opposé  à l’angle  variable 
Est  à la  variation  de  l’un  des  deux  autres  côtés , 

Comme  le  sinus  de  l’angle  variable 

Est  au  produit  du  sinus  de  l’angle  constant  opposé  à ce  dernier  côté  par  le 
cosinus  du  troisième  côté. 

*545.  $BC  : $AC  ::  sin. ‘A  : cos.  C-f-cos.  A cos.  B , (VII.  ag*), 

1346.  $BC  : $ AC  ::  1 : cos.  C •+-  sin.  C cos.  AC  cot.  A',  Ç Vil.  10*). 

De  même  : 

‘.g  / ««ini^BC.  .co».B»m.ABii«i.(BC4-iaBC)+f"«.ABros.(Br.4-^Bf?) 

H7*  itin.^AB'  •’sm.(AU  + ^AB)’  «in,(BC+^BC)  . , * 

^BC  : $AB  ::  i : (cos.  B -f-cot- AB  cot.  BC)  sin.  * AB. 

.348  «in.L  QRr-lciM  Q AR..»MBC-VaBn  cps.ACfin.ÇBC^;^^ 

^ Ali)  . . r *in*  BÇ.  , ^ 

$BC  :•  $AB  ::  sin.  BC  : sin.  AB  cos.  AC. 

i549.sin.^BC:tang.4^AB::”"-,(A+|^A):sin.Cx— (°C+HV.aBC?X 

■,n  * 31a.  BC 


AC 


fin.  A 1 . ; , ■ 

#BC  : $AB  ::  sin.  A i sin.C  cos.  AC. 


tang , (AC  +>4  A ACjr 

,4« 
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i55o.  $BC  : $AB  ::  sin.'A  : cos.  B + cos.  A cos.  C. 
i35i.  #BC  : âAB  ::  i : cos.  B -f-  sin.  B cos.  AB  cot.  A. 

Si  C 90”  » 

i35a.sin.{$BC  : îsin.$  AC  co,  (Bc+i^BC)  ' ®*11,  AC  cos‘  (AC  H-  $ AC). 
$BC  : $AC  ::  2ta0g.BC  : sin.  2 AC. 

La  variation  du  côté  opposé  à l’angle  variable 
Est  à la  variation  de  l’autre  côté  , 

Comme  le  double  de  la  tangente  du  premier  côté 
Est  au  sinus  du  double  du  second  côté. 

*553.  sin.$BC  : sin.$  AB  ::  sin.(BC-t-$  BQcos.BC  : sin.fAB-*-#  AB)  cos.AB. 
$BC  : $AB  ::  sin.  2BC  : sin.  2 AB. 

Iæ  variation  du  côté  opposé  à l’angle  variable 
Est  à la  variation  de  l’hjpolénuse  , 

Comme  le  sinus  du  double  du  même  côté 
Est  au  sinus  du  double  de  l’bjpoténuse. 

*354.  sin.  $BC  : sin.  $ AB  ::  sin.  (A  -f-  $A)  : cos.  AC. 

$BC  : $AB  ::  sin.  A : cos.  AC. 

La  variation  du  côté  opposé  à l’angle  variable 
Est  à la  variation  de  l'bjpoténuse , 

Comme  le  sinus  de  l’angle  variable 
Est  au  cosinus  du  côté  adjacent. 


*355.8in.$BC  : sin.  $ AB  ::  cos.B  : cos.ACcos.  (AC-f-$  AC). 
$BC  : $AB  ::  cos.  B : cos.*AC. 

La  variation  du  côté  opposé  à l’angle  variable 
Est  à la  variation  de  l’hjrpoténuse  , 

Comme  le  cosinus  de  l’angle  oblique  constant 

Est  au  quarré  du  cosinus  du  côté  opposé. 

...  •• 

Si  B = 90”; 

Ou  changera  C en  B et  B en  C dans  les  analogies  (i 35a  à i355). 

. ü.ids  : j ■ ■ ■ 
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Démonstration  des  Analogies  de  la  Table  précédente. 

1356.  Soit  le  triangle  sphérique  ABC  converti  en  ABD  , le  côté  r;K 
AB  et  l'angle  adjacent  A demeurant  consfans;  et  soient  CBD  = 
$B , D = C-f-  âC,  CD  =^IAC,  et  BD  = BC  + #BC. 
comme  nous  avons  fait  (617).  Ces  expressions  adoptées,  on  en- 
tendra facilement  les  démonstrations  suivantes. 

1357.  Les  analogies  finies  (121 3)  dépendent  de  la  proportion 
entre  les  sinns  des  côtés  et  les  sinus  des  angles  opposés  (io5i)  , 
appliquée  an  triangle  BCD. 

i 

i558.  Chaque  analogie  infinitésimale  précédée  dans  un  même 
article  d'une  analogie  finie,  est  déduite  de  cette  analogie  finie,  par 
les  mojens  déjà  employés  (62a,  636  , 638). 

i35g.  En  substituant  dans  les  analogies  (iai3)  la  valeur  de 
sin.C,  (VII.  6*),  on  obtient  les  analogies  (1214).  C'est’ ce  que 
signifie  le  renvoi  à la  formule  6*  de  la  table  VII,  que  l'on  a vu 
(1214),  et  c’est  ainsi  que  doivent  s’entendre  toutes  les  citations 
ou  renvois  pareils  dans  ces  analogies. 

Et  quand  la  substitution  n’a  pas  été  faite  dans  l’article  qui  pré- 
cède immédiatement,  mais  dans  un  article  plus  éloigné,  alors  j’ai 
cité  de  plus  l’article  où  elle  a eu  lieu.  Par  exemple , dans  les  ana- 
logies (1216),  la  citation  (VII.  19*),  (i2i3)  signifie  que  l'expression 
contenue  dans  la  formule  19*  de  la  table  VII  a été  substituée  dans 
les  analogies  de  l'article  i*i3.  , 

Ce  n'est  que  dans  les  analogies  infinitésrAales , et  non  dans  les 
analogies  finies,  que  les  substitutions  indiquées  par  la  table  ont  été 
faites;  à l’exception  cependant  des  substitutions  dont  nous  venons 
de  parler  pour  les  articles  (1214 , 12*6). 

i36o.  Le  triangle  ABD  donne  (to5i),  sin.  BD  : sin.  A ::  sin.  AD 
: sin.  ABD;  ou  (i356),  sin.  (BC-f-$BC)  : sin.  A itsin^AC-f-^  AC) 

: sin.  (B-f-  $B).  Substituez  le  second  de  ces  deux  derniers  rap- 
ports au  premier,  dans  l'analogie  finie  ( 1214),  et  vous  aurez 
l'analogie  finie  (i2i5).  L’utilité  de  cette  analogie  (1 21 5) , ainsi  que 
des  cinq  analogies  (i255,  i3o5,  ÏS07,  i5io,  i3i3),  m’a  engagé  à 


« 
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Fis- :s- les  comprendre  parmi  les  an(re9  , quoiqu’elles  s'écartent  du  système 
général  (1212)  de  la  table,  en  ce  qu’elle*  contiennent  dans  le 
second  rapport  quatre  parties  du  triangle. 

i56i.  Lorsque  A = 90’,  la  formule  (VII.  34*)  donne  fang.  AC 
s=  tang.B  sin.  AB,  parce  qu’alors  sin.  A = 1 et  cos.  A = o,  (y3). 
Prenant  dans  cette  équation  les  différentielles  finies,  selon  la 
formule  (II.  33e),  et  observant  que  AB  est  constant,  on  aura 

X sin.  AB.  En  sub- 


sin.  J AC 


sin. 


cos.  AC  cos  CAC  + A AC)  cos.  B cos.  (B  + â B) 
stituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  sin.  AB  prise  de  l’équa- 
tion précédente,  (qu’on  se  souvienne  que  c’est  ainsi  que  dans 
toutes  les  différentiations  semblables  nous  ferons  disparaître  la  quan- 
tité constante)  , on  en  tirera  aussitôt  la  première  analogie  (1217). 

i36a.  Si  AB  = 90’,  alors  l’équation  (Vll.34*)  devient  tang.  AC 
_tang.  B et  j.Qn  a |0uj0urs  ]a  même  analogie  finie  (1217),  en 
difiérentiant  celte  équation  , et  observant  que  A est  constant. 


i363.  L’analogie  infinitésimale  (1217),  déduite  comme  nous 
l’avons  dit  (i358),  se  trouve  simplifiée  dans  le  second  rapport, 
au  moyen  de  la  formule  (I.  6*).  Parmi  les  analogies  suivantes, 
beaucoup  d’antres  ont  été  simplifiées  de  la  même  maniera  > ce 
ù quoi  nous  no  nous  arrêterons  pas, 

i564- Dans  le  triangle  sphériqueBCD,  on  a(IX.4'),cos.4(BCD-(-D) 
: cos.  a (BCD  — D)  ::  tang.  ) CD  : tang.  4 (BD  -f-  BC>.  Or 

cos.  a (BCD  -f-  D)=cos.  A(i8o*  — C -1-  D)  =(7)  sin.  a (C  — D) 
= sin.  — a # C , ( 1 556)  ,=  — sin.  a ^ C,  (75)  ; et  cos.  a (BCD  — D) 

n=  cos.  a(  180"  — 6 + D)  = 9in.  î(C  -f-  D)  = sin.(C-f-j  $ C). 
Substituons  ces  valeurs  dans  le  premier  rapport  de  l’analogie  ci- 
dessus,  mettons  dan9  le  second  les  expressions  (i356),  et  nous 
aurons  la  première  analogie  (1218). 

i365.  Prenons  les  différentielles  finies  (IL  3i*,  32*,  84*)  dans 
l’équation  (VII.  17*)  exprimée  comme  il  suit,  (621),  sin.  A cot.C 
= sin.  AC  cot.  AB  — co».  AC  cos.  A , et  en  nous  rappelant  que  A et 


ABsonlconsUms,  nous  aurons  — 


«n.  # C »in.  A 
ttin.  C sin.  (C  *+*$  C) 


= 2sin.i<5|AC 


X (cos.  AC  +4  $ AC  AB  -f-  sin,  AC  -f-  4 J*  AC  cos.  A ). 
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Substituons  à cot.  AB  sa  valeur  (VII.  35*  ) , multiplions  l’équa- 
tion par  5ln~ , et,  en  observant  que  cos.  (AC-f-  i $AC)  X 
cos.  AC  + sin.(AC  -h  AC)  sin.  AC  = cos.  i $ AC,  (II.  4*), 
nous  aurons  — sin.  ^C  X sin.c  sin.(C  + âC)  = 33ln’ï$AC  x 

( cot.  C eos.  AC  -+-  i^AC  + cos.  *âÀC  cot.  A);  équation  qui 
donne  la  première  analogie  (1219). 

,366.  On  verra  (i/,a5^  ce  que  signifie  l’astérisque  *.  Quant  à 
la  forme  fractionnaire  adoptée  dans  l'un  des  termes  de  cette  ana- 
logie, et  qu’on  retrouvera  dans  beaucoup  d’autres  , elle  n’a  d’autre 
but  que  de  faire  entrer  l’analogie  dans  une  seule  ligne,  au  moyen 
de  l’emploi  de  plus  petits  caractères  typographiques. 

,36y.  L'analogie  infinitésimale  (îaao)  n’a  point  d’analogie 
différentielle  finie  qui  lui  corresponde  ; pour  la  former  il  faudrait 
avoir  à substituer  dans  la  première  (iai8)  une  valeur  exacte  de 
sin.  (C+  i$C)  correspondante  à celle  de  siu.  C que  nous  avons 
substituée  'dans  la  seconde  analogie  (1218).  C’est  par  la  même 
cause  qu’on  ne  trouve  point  d’analogies  finies  dans  quelques  antres 
articles  de  la  table. 

i368.  Lorsque  A = 90*,  la  première  analogie  (taai)  se  tire 
immédiatement  de  la  première  (1219). 

Quand  AB  = 90%  la  formule  (VII.  17')  devient  cot.  C = -r- 

cos. AC  cot.  A.  Prenant  les  différentielles  , et  observant  qu’elles 
auront  le  même  signe  après  la  substitution  (i36i)  de  la  valeur  de 

cot.  A que  l’équation  précédente  donne  négative , on  aura  la  pre- 
mière analogie  (laaa). 

13G9.  On  remarquera  l’utilité  des  signes  que  j’ai  insérés  dans 
les  analogies  différentielles  , puisqu’ils  font  connaître  dans  le  cas 
présent  que  quand  AB  =90“,  les  changemens  de  C et  de  AC  ne 
se  font  plus  en  sens  contraire  , pourvu  cependant  que  AC  et  C 
soient  de  la  même  espèce.  Le  changement  de  signe  , par  compa- 
raison avec  les  analogies  précédentes,  fait  voir  combien  il  serait 
facile,  tant  dans  ce  cas  que  dans  d’autres  pareils  de  la  table,  de 
prendre  l’accroissement  pour  le  décroissement,  nu  vice  vend,,  en 
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F;*.  7*  se  servant  des  analogies  infinitésimales  telles  qu’elles  ont  été  don- 
nées jusqu’à  présent , c'est-à-dire  sans  aucnne  distinction  de  signes. 

1570.  Dans  le  triangle  BCD,  on  a (IX.  a”),  sin.  £ (BD  -f-  BC)  : 
sin.  i (BD  — - BC)  ::  cot.  £ CBD  : tang.  £ (BCD  — D).  Eu  substi- 
tuant les  expressions  (i556),  et  observant  que  tang.  | (BCD D) 

= cot.  (C-f-f  $C),  (i364),  et  que  le  second  rapport  peut  s’exprimer 
comme  il  suit , tang.  (C  -f-  j g C)  : tang.  * # B,  l’analogie  se  con- 
vertit en  la  première  (iaa3). 


1371.  La  formule  (VII.  3i*)  peut  se  Iranfbrmer  ainsi;  — cot.BC 
sin.  AB  = — sin.  B cot.  A — cos.  B cos.  AB.  Prenons  les  différen- 
tielles finies,  nous  aurons  = 3 sin’ 

(cos.  AB  sin. B -f-  £ $B  — cos.  B 4-J  # B cot.  A).  Substituons  la 


Valeur  (VII.  i3*)  de  cot. A,  multiplions  l’équation  par  B • 

1 r sin.  AB  9 

et  remarquant  que  sin.  (B-f-  £ $B)  sin.  B + cos. (B  -f-  a ^B) 
cos.  B = cos.  £ $ B , (II.  4*)»  ce  que  nous  observons  pour  la 
dernière  fois,  nous  aurons  la  première  analogie  (iaa4). 

137a.  Si  A = 90’,  la  formule  (VII.  3i*)  donne  cos.  B = 
tang.  AB  cot.  BC.  En  faisant  négatifs  les  deux  membres,  différcn- 
tiant,  et  réduisant  comme  il  a été  dit  (i3Gi),  on  trouvera  la  pre- 
mière analogie  (iaa6). 

De  l’équation  tang.  A cot.BC  =»  sin.  B,  à laquelle  se  réduit  la 
formule  (VII.  i3*)  quand  AB  =90*,  on  parvient  de  la  même  ma- 
nière, mais  sans  changement  de  signes,  à la  première  analogie 
(iaa7). 


1373.  Dans  le  triangle  BCD  on  a (109a),  tang.  £ (BD-f-BC) 
: tang.£(BD— BC)  ::  tang.  £ (BCD  + D)  : tang.  ; (BCD— D), 
ou  (i364),  ::  — cot.  £ $ C : cot.  (C+£$C),  ou  encore 
::  tang.  (C-+-£$C)  : — tang.L^C.  Employez  dans  le  premier  do 
ces  deux  rapports  les  expressions ( 1 356) ; de  ce  premier  et  du  der- 
nier, vous  formerez  la  première  analogie  (1238). 

1374.  Qu’on  observe  le  changement  dn  signe  dans  l’analogie 
(>a3a)  comparée  à la  précédente.  Il  est  clair  que , dans  le  cas  où 
AB  = 90*,  le  produit  des  termes  moyens  — $ C et  — cos.Bsin.  BC 
sera  positif;  $C  acquiert  par  conséquent  le  signe  positif! 
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1375.  Dans  le  triangle  BCD,  on  a (IX.  4*),  tang.i(BD — BC)  : 
lang.-jCD  ::  sin.i  (BCD — D)  : sin.i  (BCD  + D).  En  procédant 
comme  on  a fait  ( 1 364) , cette  analogie  se  transforme  en  la  pre- 
mière (ia53). 

1376.  En  prenant  les  différentielles  finies  dans  l'équation 
(VII.  a6’),  dont  on  aura  changé  les  signes  pour  rendre  positives 
les  différentielles  des  cosinus,  on  a a sin. } $BCsin.  (BC-H  $BC) 
= a sin.  i # AC  X ( cos.  AB  sin.  AC  -f-  j # AC  — sin.  AB 

cos.  AC+i  $ ACcos.  À).  Substituant  la  valeur  (VII.  7*)  de  cos.  A, 
et  multipliant  l'équation  par  sin.  AC,  on  aura  cos.  AB  multiplié 
par  la  valeur  de  cos.{^AC,  énoncée  (i365);  puis,  la  première 
analogie  (ia34). 

i577.Sidansl’opération  (1371),  on  emploie  la  valeur  de  cot. A dans 

le  triangle  ABD,  c’est-à-dire  5‘”  ABcot  (DC+^-BP~c?,  Ajco,  (p+^I1\ 
ü «nCB+âlI)  * 

ü en  rü4ultc  = a»n- î X H-  AB  X 

co,.(H-f.âB)cos.(B-t-iâB)-fSinCB4-^B>in.fB+i5,B^  

un.'(B~AB) cot.(BC-j-^BC) 

cos.  (B-M£B)  X =^"0+^  Cco*’  AB  cos'  î 5» 

— • cot.  (BC-f-  $ BC)  cos.  (B+ï  $ B)  sin.  AB^.  Qu’on  multiplie  par 
sin.  (BC-f-$IÆ)  l’équation  entre  le  premier  et  le  troisième  membre, 
puis,  qu’on  écrive  au  lieu  de  a sin.  i £ B ; on  anra 

sin.  £BC  sin.  AB  sin.  ^B  / , _ . __  - _ 

tin.  BC  sin.  (B-f-^B)  ^ \c08,  ABsm.  (BC+  $BC) 

cos.(BC+ ^BC)cos.fB+JâB)sin.  ABn  „ . . ... 

ëôTT^B ’)•  Enfin  qu’on  introduise  la 


valeur  (iai5)  de  sin.  $8,  et  on  aura  sin.  <9|BC:=  ■-‘i^AC  - x 

€r>  AC* J 

( cos.  AB  sin . (BC  + $ BC)  — -inAi!co>  (Br^  BQpCB+i  a . d>où 

se  déduit  la  première  analogie  (ia35). 

1378.  Quand  A = 90* , le  dernier  terme  de  l’équation  (1376) 

disparait  ; et  mettant  dans  cette  équation  , au  lieu  de  cos.  AB . 
cos.  BC  . . 

côê. ac  ’ Ta,eur  <îu»  *e  ‘ire*  dans  ce  cas,  de  la  formule  (VII.  a6*),  on 
en  déduit  la  première  analogie  (1337). 
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Fig.  «$.  Si  c’est  AB  qui  égale  90*,  la  formule  citée  donne  cos.  BC  = 
siu.ACcos.  A.  Endiffércntiantcette  équation , et  la  réduisant  comme 
nous  avons  dit(i36i),  on  en  tire  la  première  analogie  (ta38). 

1379.  Dans  le  triangle  BCD,  on  a (IX.  a*),  cos.  ï(BD  + BC)  : 
cos.  -j  (BD — BC)  ::  cot.  4CBD  : tang.  4 (BCD  -(-  D).  Ces  expres- 
sions, transformées  comme  on  a déjà  fait  plus  d’une  fois  , donne- 
ront la  première  analogie  (ia39). 

1380.  En  différentiant  l’équation  (VII.  ia*),  substituant  la  va- 
leur (VII.  ag')  de  cos.  AB , et  réduisant,  comme  on  l’a  vu  de  même 
plusieurs  fois,  on  aura  la  première  analogie  (ia4o). 

La  première  analogie  (ia4a)  se  déduit  immédiatement  de  la 
première  (12.40), 

t38t.  Nous  obtiendrons  la  première  (ia43),  en  différentiant 
l’équation  cos.  C = — cos.  A cos.  B,  à laquelle  se  réduit  la  for- 
mule (VII.  ia‘),  dans  le  cas  où  AB  = 90’.  Les  différentielles  ont 
un  même  signe  dans  l’analogie  (ia43),  par  une  cause  semblable 
à celle  que  nous  avons  exposée  (i368). 

rig.go.  i38a.  Actuellement  soit  converti  en  ADE  le  triangle  ABC;  do 
manière  qu’on  ait  DE  = BC:  alors  DF-f-FE—  BF  -f-  FC  , et 
par  conséquent  FE — BF  = FC  — DF.  Et  dans  les  triangles  BFE, 
CFD , on  a (IX.  4’) 

sin.i(F.BF  + E):sin.i(EBF  — E)  ::  tang.iBE;tang.i(FE  — BF); 
sin.i(CDF  + Ç):sin.4(CDF—  C)  ::  tang.iCD:taug.4(FC  — DF). 

Qu’on  observe  1*.  que  la  valeur  du  dernier  terme  est  la  même  dans 
les  deux  analogies,  ensorte  que  si  on  les  divise  l’une  par  l’autre , 
Je  quotient  de  ces  deux  termes  est  1;  a*,  que  BE  = $ AB,  et  que 
CD= — $ AC;  3*.  que  (i556),  E=B-f-^B,  et  que  D=C+£  C. 
En  opérant  comme  ou  a fait(i364),  on  a sin.((EBF-|-E)=co8.j^B; 
etsin.;(F,BF  — E)=cos.  (B-f-[  ^lB);et  de  même  siu.7(CDF-|-C) 
z=cos.  i$C,ct  sin.i(CI)F  — C)  = cos.(C-+-  îâc>  Avec  ces 

substitutions  , les  deux  analogies  ci-dessus , divisées  l’une  par 
l’autre,  donneront  la  première  (ia44)» 

i383.  Substituez  dans  l’analogie  (1247)  la  valeur  (VIT.  26')  de 
cos,  BC;  mettez  1 — sin.’AC  au  lieu  de  cos.’AC,  et  1 — sin.’AB  au 
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lieu  de  cos.*  AB;  puis  divise*  le  second  rapport  par  sin.*AB  sin.  AC 
cos.  AC,  et  vous  aurez  l'analogie  (1248). 

1384.  Quand  A = 90' , on  a (VII.  a6*),  cos.  BC  = cos.  AB 
cos.  AC.  Le  second  membre  de  cette  équation  étant  un  produit 
de  deux  variables  , il  parait  d'abord  impossible  d'en  avoir  les 
différentielles  finies  (621).  C’est  la  première  Fois  dans  le  cours  de 
cet  Ouvrage,  que  nous  nous  trouvons  obligés  de  recourir  à la  sé- 
cante.  La  difficulté  disparaît  en  faisant,  par  exemple,  cos.  BC 
séc.  AB  = cos.  AC. 


1 385.  Pour  avoir  l'expression  de  la  différentielle  finied’une  sécante, 

...  n » 1 1 séc.  A — séc.  B 

1 observe  que  cos.  B — cos.  A = - — E 7 = ■ a-  . — - — = 

’ ^ sec.  B sec.  A sec.B  sec.  A 

(séc.  A — séc.  B)  cos.  B cos.  A.  Donc  (II.  24' ),  séc.  A — séc.  B = 

a sin.  i (A  — B)  sin.  J (A  + B)  ..  > • ,•  , , 

* cos  A côs  “>  “ ou  Ie  tlce»  en  procédant  comme  pour 

les  autres  différentielles  (212), 


âséc.B 


■ as*n.{  g, B sin.  (B  4 ; # 0) 
’ cos.  B cos.  ( B +-  i},  B ) 


t386.  Maintenant,  en  différentiant  l’équation  cos.  AC=coi.BC 
séc.  AB,  j’aurai  donc  — 2 sin.  AC  sin.  ( AC  + j ^ AC)  =1 


a sin.  4 AB  sin.  (AB  -+•  i $ AB) 
cos.  AB  co».  (AB  + AB) 


X cos.  BC.  En  mettant  cos.  AB  cos.  AC 


au  lieu  de  cos.  BC , je  trouve  l’analogie  formée  par  les  deux  pre- 
miers rapports  (1249).  Celle  que  forment  le  premier  et  le  troisième, 
s’obtient  en  différentiant  l'équation  — cos.  AB  = — séc.  AC 
cos.  BC. 


1387.  Quand  BC  = 90* , on  a (VII.  7*),  cos.  A = — cot.  AB 
cot.  AC,  ou  cos.  A tang.  AB  = — cot.  AC.  Différentiant  et  obser- 
vant que  l’une  des  différentielles  devient  négative  par  la  substitu- 
tion de  la  valeur  négative  de  cos.  A,  ainsi  qu’on  l’a  dit  (i368), 
on  aura  la  première  analogie  (i25o). 

1388.  Dans  le  cas  où  BC  = 9o*,  on  a aussi  cos.  AC  = cos.  B 
sin.  AB,  (VII.  28*);  et  par  la  même  raison,  dans  le  triangle  ADE, 
cos.  AE  = cos.  D sin.  AD , ou  cos.  ( AB  + $ AB)  = cos.  (C  ■+•$  C) 
X sin.  (AC  -f-  $ AC)  : faisant  ces  substitutions  dans  la  première 
analogie  (1280) , on  aura  les  deux  premiers  rappris  (i25i). 

4» 
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Fi*  80.  i38g.  Dans  le  même  cas,  on  a encore  (VII,  8*  J,  cos.  A = — « 

cos.Bcos.C  = — cos.  D cos  F = — cos. (C-f- $€) 

Donc  i*.  cos.  (CH-  <5iC)  : cos.  B ::  cos.  C : cos.  (B  H-  & B),  second 
el  troisième  des  rapports  (ia5i).  a".  En  prenant,  dans  l'équation 

cos.  A = — cos.  B cos.  C , la  valeur  de  cos.  B =.  — — , et  celle 

co».  C 

de  cos.  C = — , et  les  substituant  alternativement  dans  l’ana- 

logie  infinitésimale  (ia5i),  on  aura  les  analogies  (ia5a). 

i3go.  Si  l'on  change  tous  les  signes  (56)  dans  la  première  analogie 
(1  *44) • el  qu’rnsnile  on  substitue  aux  expressions  de  cette  analo- 
gie celles  du  triangle  supplémentaire,  par  la  méthode  facile  que  j’ai 
donnée  (io,j5)  , on  observera  qne  AB  diminuant,  1’argîe  opposé 
dans  le  triangle  supplémentaire  doit  croître;  de^  sorte  qu’au  lien 
de  — tang. AB,  on  aura  lang.  C,  et,  par  la  même  raison , — 
tang  B au  lieu  de  tang.  3$  AC.  On  sait  d'ailleurs  que  le  cosinus 
d'un  arc  el  celui  de  sou  supplément  diffèrent  pour  le  signe  (66); 
on  aura  donc  cos.  (AB  H-  AB) , au  lieu  de  — cos.  (C  — C) , 
et  cos.  ( AC  -f-  î j AC)  au  lieu  de  — cos.  (B  — B ).  Mais  au 
lien  de  cos.  j fr,  C , on  a cos.  J $ A B ; et  cos.  j ^ AC  , au  lieu  de 
cos.  ( $ B,  sans  aucun  changement  de  signe  (7$).  C’est  d’après 
ces  observations  qne  se  forme  la  première  analogie  (ia53) 
i3gi.  Substituons  dans  l'analogie  (ia56)  la  valeur  (VII.  8*)  de 
cos.  A ; mettons  1 — sin.*B  au  lieu  de  co».*B  , et  1 — siu/C  au 
lieu  de  cos.’C;  puis  divisons  le  second  rapport  par  sin.  B cos. B X 
sin.’C,  nous  trouverons  l’analogie  (1357). 

i5ga.  Quand  A = 90°,  on  a (V  11  a5“)  , cos.  BC  = cot. B col. C, 
ou  co*.  BC  lang.  C = cot.  B.  Différentions  à l’ordinaire  (i36i), 
et  nous  aurons  la  première  analogie  (ia58). 

i3g3  Dans  le  même  cas,  co.s  B = cos.  AC  sin.  C,  (Vif.  io*), 
et  par  la  même  raison  , cos.  D = cos.  AI',  sin.  E , ou  cos  (C  -f-  cil  C) 
= eus  (AB  + AB)  sin.  (BH- B).  Ces  substitution*  dans  l’ana- 
logie finie  (ia58)  donneront  1rs  deux  premiers  rapport*  (u5g).  De 
pin»  ( VI.  i3*) , eos.  BC  = cos.  A B cos  AC  = cos  A K cos.  AD  = 
co*. (AB  H-  ^ AB)  co*  (AC-+-  ^AÇ).  Donc  eos.(AB-}-  $AB j : 
cos.  AC  ::  co»,  AB  ; cos.  (AC  H-  J,  aCj,  second  el  troisième  rap- 
ports (ta5y). 
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i3g4.  Soit  maintenant  BC  = 90°.  Alors  (VII.  8’),  cos.  A = 
— cos.  B cos.  C ; par  conséquent  cos.  A séc.  C = — cos.  B , et 
cos.  A séc.  B = — cos.  C.  En  différcntiant  ces  deux  équations, 
et  chassant  cos.  A au  moyen  de  celle  qui  précède  , on  parvient 
aux  analogies  (1361). 

iîqS.  Prenant  les  différentielles  finies  dans  l’équation  sin.  BC 
X sin.  C = sin.  AB  sin.  A , (VII.  1*)  , puis  substituant 

810.  C 

à la  quantité  constante  A-,  on  aura  la  première  analogie  (126a). 

1396.  En  changeant  B en  C et  C en  B dans  les  analogies 
(1262  à 1266),  on  obtient  les  analogies  (1267  à 1271).  On  pour- 
rait donner  dans  celles-ci  le  signe  positif  aux  deux  variations  , 
puisqu’elles  sont  dans  un  même  sens  ; mais  je  leur  ai  donné  le 
signe  négatif,  pour  conserver  l’uniformité  entre  ces  analogies  et 
les  analogies  (1244  et  suiv.). 

»3g7.  Lorsque  A ou  que  BC  = 90%  il  n’en  résulte  aucune  ana- 
logie différente  des  précédentes  (1262  à 1271);  mais  alors  ces 
analogies  se  simplifient,  comme  je  l’indiquerai  (i43a). 

1398.  La  première  analogie  (1272)  se  trouve  en  prenant  le  pro- 
duit, terme  à terme,  des  analogies  finies  (1244.  1267). 

Mettant  dans  l’analogie  (1272),  sin.  AB  : sin.  C au  lieu  de 
sin.  AC  : sin.  B , on  a la  première  (1273). 

j3gQ.  Substituons  la  valeur  (VII.  18*)  de  tang.  C dans  l’analogie 
(1275);  réduisons  le  second  rapport  à nn  même  dénominateur  que 
nous  supprimerons*,  écrivons  1 — sin.*BC  au  lieu  decos.’BC  ; enfin 
divisons  le  second  rapport  par  sin.  BC  cos.  BC  cot.  AB;  nous  aurons 
l'analogie  (1276). 

Substituons  dans  celle-ci  la  valeur  (VIL  3i*)  de  tang.  BC;  ré- 
duisons encore  le  second  rapport  à un  même  dénominateur  que 
nous  supprimerons,  et  mettons  1 — sin.’B  au  lieu  de  cos.‘B.  Di- 
visons ensuite  ce  second  rapport  par  sin.  B cos.  B;  multiplions-le 
par  cos.  AB  tang.  A , et  observons  que  siu.’AB  -f-  cos.’AB  = 1 : 
nous  trouverons  l’analogie  (1377). 

1400.  Les  analogies  (1278  k 1283)  s’obtiennent  en  changeant  B 
en  C et  C eu  B dans  les  analogies  (1272  à 1377),  et  changeant 


V *.  - 


nE. 


Fi;: 
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]e8  signes  des  différentielles , pour  conserver  l’uniformité  , comme 
° nous  l’avons  dit  (i3g6)-,  ce  qu’on  observera  aussi  dans  les  ana- 
logies (ia85) , qui  sont  tirées  des  analogies  («284). 

i4oi  La  première  (1284)  se  trouve  en  différentiant  à l’ordinaire 
l'équation  cos.  B =*  tang.  AB  cot.  BC,  donnée  par  la  formule 
(VII.  Si*)*  dans  le  cas  où  A = 90% 

1402.  Quand  BC  = 900 , de  la  formule  (VII.  i5*)  on  lire  tang.  A 

X cos.  AB  = tang.  B.  Différentiant  et  se  rappelant  ce  qui  a été 

dit  (,3G8)  sur  le  changement  de  signe,  on  aura  la  première  ana- 


logie (1286).  .,  , Q X 

En  changeant  dans  celle-ci  B en  C,  on  a la  première  (1287). 

1403.  Soit  converti  en  ABD  le  triangle  ABC,  de  sorte  qu  on  ait 
AT)  = AC.  Les  deux  côtés  AB  , AC  seront  constant,  et  on  aura 
CBD=  AB,  ABD  =B+  ^8^  = 0+^.  CAD=  A A> 
(en  appelant  toujours  A l’angle  BAC  du  triangle  primitif  ABC) , 

et  BD  = BC+ ABC- 

1404.  Puisque  sin.  AB  : sin.AC  ::  siu.C  : sin.  B ::  stn.  D : 

sin.  ABD  , la  dernière  analogie  donne  (II.  iô')  , tang.  4 ) 

: tang.  4 (ABD  -B)  ::  tang.  4 (D  H-  C)  : tang.  4 («  — Q;  Substi- 
tuez l es  expressions  ci-dessus,  vous  aurez  la  première  analogie  (1288). 

1405.  Les  arcs  Buis  qui  se  trouvent  ensemble  dans  l’uue  quel- 

conque des  analogies  (.289  à 1292)  ne  sont  réunis  dans  aucune 
autre  de  ces  analogies.  En  général  ,’ai  eu  1 attention  d évi  e 
cette  réunion  dans  la  table.  11  serait  inut, le,  il  serait  même Tj 
sible  de  multiplier  les  analogies  par  ce  moyen.  Cependant  cel.es 
que  donne  La  Caille  dans  le  cas  présent  sont  A»  • . 

• tang.  C ::  sin.  AC  cos.C  : sin.  AB  cos.  B ::  sin.  B cos.  C . 
sin  C cos.  B.  Je  ne  sais  de  quel  usage  peuvent  etre  les  deux  der- 
niers rapports,  qui  l’un  et  l’autre  supposent  que  l’on  connaisse  les 
angles  B et  Cj  et  quel  sera  le  Calculateur  qui  >r™ 

préférera  pas  de  se  servir  du  rapport  tang.  B . ta  g. 

logies  de  La  Caille  sont  plus  d’une  fois  susceptibles  de  cette piéger 
critique,  et  j’ai  cru  devoir  en  faire  l’observation,  d autant  plus 
que  d’autres  Auteurs  les  ont  adoptées. 

Lorsque  l’un  des  côtés  conslans  égale  çp° , i\  n en  résulte  d autres 

analogies  que  celles  données  (1288  à 1291). 
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i4oG.  Dans  le  triangle  BCD,  on  a (IX.  a*),  sin.  i(BC  + ET>)  : 
sin.i(BC— BD)  ::  cot.  a CDD  : tang.  \ (13DC  — liCD).  Mai. 
BDC  — BCD  = D + ADC  — (ACD  — C)  = D -f-  C,  le  triangle 
CAD  étant  isoscèle.  En  substituant  cette  valeur  et  les  expressions 
(i/jo3)  dans  l’analogie  ci-dessus,  ou  aura  la  première  (iag3). 

1407.  Puisque  (VII.  9*),  sin.  BC  sin.  AB  cos.  B = cos.  AC — 
cos.  BC  cos.  AB  ; en  employant  la  cosécante,  on  aura  sin.  AB  cos.  B 
= cos.  AC  coséc.  BC  — cot.  BC  cos.  AB.  La  différentielle  finie  de 
la  cosécante  se  déduit  de  la  formule  (II.  a3*) , en  opérant  comme 
nous  l'avons  fait  (j385),  pour  trouver  la  différentielle  de  la  sécaute  : 
sa  valeur  est 


— $ coséc.  B = 


a «in  . 1 fl  B co».  (B  + ; ^ B) 
sin.  11  sin.  (B -f- ^ B) 


i4o8.  Différcntions  maintenant  l’équation  précédente,  après  en 
avoir  changé  les  signes  pour  conserver  l'uniformité  avec  l’analogie 
(1391).  Nous  aurons  a sin.  i $B  sin. (B  j ^B)  sin.  AB  = — 

A n „ — asin.i^BC cns.  (BC  -f-  ‘ BC)  sin.  g,  BC.fcos.  AB 

cos.  AL,  X jin.  BC  sin.  (BC  + & BC)  iié.  BCsin.{BC"-f  ^BC)' 

Substituons  au  lieu  de  cos.  AC  sa  valeur  (VII.  a8’)  , asin.'A  $ BC 
cos.  j$BCau  lieu  de  sin.  $ BC,  et , (II.  4‘)«cos.BCcos.(BC  + ï(jilBC) 
+ sin.BC  sin.  ( BC  + BC)  au  lieu  de  cos.  j^BC:  réduisons 
et  divisons  l’équation  par  a sin.  AB;  nous  aurons  la  première  ana- 
logic  (1394). 

En  changeant  B en  C et  C en  B dans  les  analogies  (iag3  à 
1396),  on  a les  analogies  (1397  à i3oo). 


1409.  Quand  AC=go”,  on  a (VII.  g’),  cos.B=: — cot.BC 
col.  AB.  Changez  les  signes,  différentiez  à l’ordinaire  (i368),  vous 
aurez  la  première  analogie  (i5oi). 

Dans  ce  même  cas,  on  a aussi  (VII.  3o*),  cos.AB  = cos.  C 

sin.  BC  , ou  sin.  BC  = . Substituez  cette  valeur  dans  l’ana- 

co>.  C 

logie  infinitésimale  (1393),  vous  aurez  l'infinitésimale  (i3oa). 

i4to.  Si  au  lieu  de  AC  = 90”,  on  avait  BC  =90“ , on  aurait 
alors  (VII.  cos.C=^^,et(.a93),-(5lBC:  £B::  . : 

cot.  C.  Connaissant  les  deux  côtés  constans , on  trouverait , par 
l’équation,  l’angle  C,  qui  servirait  ensuite  pour  résoudre  l’analogie. 


5i)0  CHAP.  XXI.  DES  ANALOGIES  DIFFÉRENTIELLES 
Fis  81.  C’est  à quoi  se  réduit  la  formule  compliquée  $B  : $BC  :: 
cos.  AB  : i/(sin.*AC  — cos.’AB),  que  donne  l' Almanach  astro- 
nomique de  Berlin,  pour  l'année  1750.  Mais  nous  verrons  (1477) 
que  celte  analogie  est  assez  défectueuse  pour  l’usage  auquel  on 
l’applique. 

i4n.  Là  première  analogie  (i3o3)  se  trouve  en  différentiant 
l’équation  (VIL  aG'J. 

Quand  un  des  côtés  constans  est  de  90°,  la  formule  (VII  26*) 
devient  cos.  BC  ==  cos.  A sin.  AB,  ou  cos.  BC  = cos.  A sin.  AC. 
En  diflerentiant  l’une  ou  l'autre  de  ces  équations  , on  aura  la 
première  analogie  (i3o6). 

1412.  Quand  BC  = 90*,  on  a (VII.  n*),  cos.  C = Les 

deux  côtés  constans  supposés  connus,  cette  équation  donnera 
l’angle  C,  qu’on  emploiera  ensuite  pour  résoudre  l'analogie  (i3o5), 
sans  qu'il  soit  besoin  d’introduire  un  radical  (1472)  de  la  forme  de 
l’expression  citée  (14*0). 


i4i3.  La  formule  (VII.  16*)  donne  cot.  B = sin.  AB  cot.  AC  x 
coséc.  A — cos.  AB  cot.  A.  Changeons  les  signes;  diflérentions,  en 
prenant  (1407)  la  différentielle  de  la  cosécante  ; mettons  2 sin.  A 
cos.  ( $ A au  lieu  de  sin.  $ A : enfin  substituons,  ou  l’expression 


sin.aÀC 

ain.  BC  sin.  ( BC  -f-  $ BC  ) 


sin.  B gin.  (B  4-  £B) 
sin.  À sin.  (A  -f-  $ A) 


, et  nous  parviendrons  à 


la  première  analogie  (1307);  ou  la  valeur  (VII.  54*)  de  cot.  AC, 
et,  (II.  4*)>cos-  Acos.  (A  + A ) -f-  sin.  A sin. (A  + 4$  A)  au 
lieu  de  cos.  ; $ A,  et,  en  réduisant , nous  aurons  la  première 
analogie  (i3o8).  < 

En  substituant  dans  celle-ci  la  valeur  (VII.  29*)  de  cos.  AB, 
réduisant  le  dernier  terme  de  l’analogie  à un  même  dénominateur, 
et  observant  que  sin.  (A  -f-  îcü  A)  cos.  A — cos.  (A  -f-  A)sin.  A 
s=  sin.  j^  A,  (II.  2*),  on  obtiendra  la  première  analogie  (i3og). 


1 4 1 4-  En  passant  de  cette  première  à la  seconde,  le  terme  cos.  B 
sin.  J $ A disparaît,  parce  que  le  produit  de  ce  terme  par  le  pre- 
mier de  l’analogie  donnerait  l’infiniment-petit  du  second  ordre 
»in.*i$A,  (ig3). 

j 4*5.  La  première  (i3io)  s'obtient  en  divisant  l’une  par  l'autre 
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les  analogies  diffi  enlielles  finies  (iag3,  i5o3),  et  substituant  la 
valeur  (VII  a4*)  ‘Ie  *it>.  AB. 

J. es  analogies  (i3i3  à i3i8)  s’obtiennent  en  changeant- B eu  C 
et  C en  B dan»  les'analogies  (1307  à i3ia). 

1416.  Quand  AB  = 90’ , on  a (VII.  16*  ) , tang.  B = »in.  A 
tang.  AC , et  (Vil.  «7*),  cot.  C = — cos.  AC  cot.  A.  E11  dîfieren- 
tiant  (i5Gi)  chacune  de  ces  deux  équations , on  aura  les  premières 
analogies  (i5ig,  i3ao). 

1417.  Da  ns  le  même  cas,  on  a (VIT.  ia*),  cos.  C = — cos.  A 
cos.  B.  Si  l'on  substitue  celle  valeur  dans  la  première  analogie 
(i3îo),  sin.$  A devient  négaiif,  et  l’analogie  se  change  en  celle-ci, 
— sin.$  A : sin.^C  ::  sin.(A-f-^A)  : sin.(C  + $C)  cos.  B. 
Mais  dans  lo  triangle  ABD  , ou  a sin.  BAI)  s=  sin.  BD  sin.  D , 
(io5i)  , ou  sin.  (A  -f-  $ A)  = sin.(BC  -f-  $BC)  sin.  (C  -f-  $C). 
Substituons  celle  valeur  dans  la  dernière  analogie  ci-dessus,  et 
nous  en  tirerons  la  première  (i3ai), 

1418.  Enfin  quand  AB  = 90°,  le  triangle  ABD  donne  (VIT.  a8*), 
cos.  AD  = cos.  ABD  sin.  BD,  ou  sin.  (BC-f-  $ BC)=  — ^ ^ . 

En  substituant  celle  valeur  dans  la  première  aualogie  (i3ai),  pn 
aura  la  première  (i5aa). 

1419-  Toutes  les  analogies  (i3a3  à i555)se  trouvent  en  prenant 
les  partie»  du  triangle  opposées  à celles  que  renferment  les  ana- 
logies (ia88  à i3aa)  , et  faisant  usage  du  triangle  supplémentaire  , 
après  avoir  changé  les  signes  conformément  à ce  que  nous  avons 
dit  (i3go).  Au  surplus,  pour  diminuer  la  difficulté  relativement 
aux  signes,  j’ai  renvoyé  à la  table  VII:  c’est  de  cette  table  qi.e 
j’ai  tiré  les  valeurs  dont  les  substitutions  m'ont  donné  celles  d cuire 
les  analogies  infinitésimales,  que  j'ai  formées  par  celle  voie. 

Dans  la  première  analogie  (i3a8)  on  observera  qu'au  lien  de 
donner  an  troisième  terme  le  signe  négaiif,  tel  qo’il  devrait  l’avoir, 
j’ai  rendu  le  premier  ternie  positif;  ce  qui  a lieu  dans  plusieurs 
des  analogies  suivantes.  Dans  l’analogie  ( 1 387) , Ie  quatrième  terme 
est  celui  qui  serait  négatif,  si  l’on  ne  rendait  pas  le  premier  terme 
positif. 

Pour  tirer  la  première  analogie  (i338)  de  la  première  (i3o3),  il 
ae  faut  pas  changer  les  signes  daus  celle-ci. 
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Dans  le  premier  rapport  de  l'analogie  finie  (i34i),  j’ai  préféré 
les  signes  positifs , pour  conserver  l'uniformité  avec  les  analogies 
précédentes. 

J’ai  omis  les  analogies  correspondantes  aux  analogies  (1307), 
(i3t3),  parce  t]ue  je  n'en  vois  pas  l’ulilifé. 

S'il  reste  quelques  diliicultés  pour  l'intelligence  des  analogies 
(i5a3  à i355J,  on  pourra  cherclier  la  démonstration  directe  de 
ces  analogies,  par  les  méthodes  que  j’ai  employées  pour  démon- 
trer les  analogies  correspondantes  (1288  à 1Ô32). 

1420.  Ou  observera  que  la  dernière  analogie  (i555),  dont  nous 
ferons  usage  (i5o8),  n’exigeant  que  deux  données  AC  et  B pour 
faire  connaître  le  rapport  entre  les  deux  différentielles,  cette  ana- 
logie est  préférable  à celle  que  La  Caille  a donnée  (n°  3to),  et 
qui  exige  que  l'on  connaisse  non-seulement  AC  et  B,  mais  en- 
core AB. 

Réflexions  et  explications  sur  l usage  des  analogies  (iai3  à i355). 

i4ai-  Peut-être  ne  verra-t-on  pas  au  premier  coup-d'oril  quelle 
est  l'utilité  des  analogies  différentielles  Suies,  analogies  absolument 
nouvelles,  et  dont  la  forme  est  souvent  compliquée. 

i*.  Ces  analogies  renferment  la  solution  immédiate  , et  ordi- 
nairement la  plus  simple , des  problèmes  relatifs  à deux  triangles 
obliquangles  ayant  deux  parties  communes  ou  égales  , lorsque 
l'énoncé  du  problème  conduit  à la  considération  de  quelques 
différences  entre  les  parties  de  l’un  de  ces  triangles  et  les  parties 
de  l’autre:  nous  en  verrons  divers  exemples  (cbap.  XXIII.). 

3°.  Les  analogies  différentielles  finies  apprendront  au  Calculateur 
ce  qu'il  j a de  négligé  dans  les  infinitésimales  correspondantes, 
de  sorte  qu’en  se  servant  de  celles-ci,  il  saura  à-peu-près  à quelle 
erreur  il  s’expose , et  qu’il  pourra  ou  diminuer  cette  erreur , ou 
l’éviter  , eu  ayant  recours  aux  analogies  finies  \ avantage  réel,  sur- 
tout quand  les  différentielles  sont  divisées  ou  multipliées  par  de* 
quantités  voisines  de  zéro  ou  de  l’infini,  parce  qu’alors  les  analogies 
infinitésimales  sont  sujettes  à des  erreurs  énormes,  et  même  infini- 
ment grandes. 

*422-  Lt  quand  on  n’eu  tirerait  d’autre  utilité  que  de  rendra 
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les  analogie»  infinitésimales  très-exactes,  môme  lorsque  les  dijjé- 
rences  sont  de  quelques  degrés  , ce  serait  encore  un  très-grand 
avantage  de  la  règle  que  j’ai  proposée  (g4«)>  et  qu‘  consiste  à 
employer  les  lignes  trigonométriques  correspondantes  aux  parties 
qui  constituent  le  triangle,  au  milieu  de  chaque  variation,  c’est- 
à-dire  sin.  (A  + i^A)  au  lieu  de  sin.  A,  et  ainsi  des  autres 
variables.  Par  exemple , l’analogie  infinitésimale  (i3n)  devient, 
au  moyen  de  cette  règle , 

— $A:$B::sin.*(BC-K#  BQicos.AB — cos.ACcos.(BC-K^BC). 

i4a3.  Pour  plus  de  sûreté  , au  lieu  de  — $ A : , on  pour- 

rait employer  le  premier  rapport  fini  (i3io),  c’est-à-dire 

sin.  i$A  : tang.  Î$B  : mais  l'usage  apprendra  que  souvent 

même  on  pent  passer  les  limites  assignées  (628)  sans  inconvénient 
dans  les  analogies  différentielles  des  triangles  sphériques  , parce 
que  les  deux  premiers  termes  sont  de  même  nature , et  que , par 
conséquent,  en  employant  les  arcs  au  lieu  de  leurs  lignes  trigo- 
nométriques , les  deux  erreurs  se  compensent  de  manière  que  celle 
qui  peut  affecter  le  résultat  est  ordinairement  insensible. 

1424.  On  ne  se  sert  ordinairement  des  analogies  infinitésimales 
que  pour  chercher  la  valeur  d’une  différentielle  ; et  l’on  pourrait 
penser  que  mes  analogies  finies  ne  sont  pas  susceptibles  du  même 
usage  , puisqu’elles  renferment  souvent  dans  le  second  rapport  les 
différentielles  contenues  dans  le  premier.  Mais  j’ai  déjà  donné 
(675,  676)  deux  méthodes  pour  calculer  la  valeur  d'une  diffé- 
rentielle précisément  dans  ce  cas.  De  plus  il  est  nécessaire  d’ob- 
server que  les  analogies  finies  sont  toutes  rigoureuses  , et  par 
conséquent  propres  à donner  la  valeur  exacte  de  l'une  quelconque 
des  quantités  qu’elles  contiennent,  et  non  pas  seulement  de  l’une 
des  différentielles. 

i4a5.  Au  reste  j’ai  marqué  d’un  astérisque  * les  analogies  au 
lieu  desquelles  on  peut  employer,  et  quelquefois  même  avec  avan- 
tage , la  méthode  suivante , qui  est  rigoureuse,  et  que  me  fournit 
la  table  VII.  Huit  de  ces  analogies  (1247,  1*48,  1256,  etc.)  sont 
infinitésimales,  et  n'ont  point  d'analogie  finie  correspondante;  c est 
surtout  dans  le  cas  de  ces  huit  aualogies  que  la  méthode  que  jo 
vais  proposer  est  avantageuse. 
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Soit,  par  exemple,  $ C l’inconnue  dans  l'analogie  (1219) 
Puisque  Ali  et  A sont  les  parties  constantes  relativement  à cette 
analogie  , qui  d'ailleurs  ne  renferme  point  AB  , je  cherche  dans  la 
table  VIT  une  valeur  de  AB  exprimée  par  le  moyen  de  AC,  A et  C, 
parties  contenues  dans  celte  même  analogie.  La  formule  35*  me 


Ftg. donne  pour  le  triangle  ABC,  tang.  AB  : 


sin.  AC 


et  pour  le  triangle  A BD,  tang.  AB  — 


sin.  A cot.  G + cos.  A cos.  AC’ 
sin.  AD 


cot.  D -f  co*.  A cos.  AD 


. En 


mettant  en  équation  ces  deux  valeurs  de  tang.  AB , dans  la  se.- 
coude  desquelles  je  substitue  les  expressions  (i  356)  , j’ai 

(sin.  A cot.  C -f-  $C  + cos.  A cos.  AC  -f-  <ÿAC)  sin.  AC  = 
( sin.  A cot.  C -f-  cos.  A cos.  AC)  sin.  AC  -f-  ^ AC.  Pour  simpli- 
fier , je  divise  par  cos.  A -,  il  reste  cot.  C -H  ^C  sin.  AC  tang.  A 
s=g,  (tang.  A eot.  C -+-  câs.  AC)  sin.  AC  -+-  $ AC  — sin.  AC 
cos.  AC  -j-  ('i  AC-,  équation  qui  donne  immédiatement  la  valeur 


de  eot.  C -f-  et  (par  conséquent  aussi  celle  de  $C. 

Si  de  Cette  équation  bn  voulait  déduire  la  valeur  de  AC,  ou 
celle  de  (AC  -f-  $ AC),  ou  aurait  recours  à la  méthode  (948). 
11  sullit  d'en  prévenir  une  fois  pour  tous  les  cas  semblables. 

ï/fUG.  Je  vais  donner  ici , réunies  et  par  ordre  , toutes  les  équar 
tioris  qu'on  peut  former  à l’exemple  de  celle  ci-dessus,  qui  sera 
la  première  : je  les  accompagne  des  numéros  que  portent  les  ana- 
logies correspondantes  marquées. d'un  astérisque;  et  ces  numéros 
sont 'suivis  de  ceux  des  formules  de  la  table  VII,  desquelles  chaque 
équation  est  déduite.  » 

13*9-  35*  6 tang.  A coté  (C-f-  £C)  = + cot.ÀC)x.: 

sin.  (AC+  #AC)  — cos.  (AC  + <§1AÇ). 


1224.  i5*,  t*feg.  AB  cot.(BC  + # BC)  = ABgot,»Ç  coU  B\ 
X sin.  (B-f-  <fj  B)  -f-  ros.  (B  + <ÿ  B). 

1238.  i*,  sin.(BC-f-  $BC)sin  (C+  $ C)  = sin.  BC  sin.  C. 

ia34'.  7* , cos.(BC  -f-  A BC)  = -i—  cos.  AB  cot.  AC')  x . : . 

sin.  (AC  + $ AC)  -f-  cos.  AB  cos.  (AC  -f-  $ AC). 
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ta4o.  aÿ,  COS.  (C+  $ C)  = + cos.  A cot.  B)  sin.  (B  + $ 13) 

— cos. À cos.  (B-f-  $ B). 

,a/»7-  7%  Ci-  Ali 'Sac  “ cof-  AB  co'-  AC)  »in.'(AB-4-  £ AB)  sin. 

(AC+#  AC) -f- cos.  (AB-f-  AB)cps,(ACTf^  AC)=  cos.  BC. 
i248.a6%cos.Asin.(AB+^l  AB)sin.(AC-f;$  A C)-f-cos . ( A B-f-  A B) 
cos.(AC-f-$  AC)=  cos.  A sin.  AB  siu.  AC-f-eos.  AB  cos.  AC. 

. a5G.  a5*,  + cot.  B col.  c)  sin.  (B  -f-  $ B)  sin.  (C  -f-$  C) 

— cos.  (B  -f-  $ B)  cos.  (C  -f-  $ C)  = cos.  A . 

1357.  8*,  cos.  BC  sin.  (B  -f-  ^B)  sin.(C  -f-  $ C)  —cos.  (B  + $ B) 
cos.(C-(-$C)  = cos.BCsin.B  sin.  C — cos.  B cos.  C. 
jaGa.  i*,  sin.  C sin.  (AB  -f-  $ AB)  ==  sin.  AB  sin.  (C-f-  <5|C). 
1267.  a*,  sin.  B sin. (AC  -f-  $AC)  = sin.ACsiu.(B  -f-  $ B). 
1276.  i3*,  cot  BC  sin.  (AB-f- ^ AB)— cos.(B-f-^  B)  cos.  (A  B-f- $ AB) 

— \ '.ÜTB cos>  AB  cof- B)  8in-  (B  + <9  B)  = °- 

1 377.  3i%  cot.  A sin.(B-f-$B)  -f-  cos. (B  + $ B)  cos.  (AB  -f-  $ AB) 
~ ("'/J!  ab~  + coS- B C0‘-  AB)  sin. (AB  + ^ AB)  = o. 

laSa.1i4%cot.BCsifl^AC+^AC)-cos.(AC+âAC)cos.(C+âÇ) 
_(«n1^Cwt_Dç_côs  ACcot.c)  sin.(C+'jC)  = o. 

1 28a.  3a'»  cot.  A sin.  (C  + ^ C)-f-cos. (C-f-$  C)  cos.  (AC  +#  AC) 

. ,f  ~ + cos- C co('  AC)  3il>-  CAC  + â AC)  = o. 

ia88.  a5*,  sin.  C sin.  (B  4-  5 B)  = sin.  B sin.  (C-f-  flC).  . 
1294.  28*,  t'âng.  AB  sin.  (BC  -f-  # BC)  ccu.  (B  + 5 B)  = tang.  ÂB 
sin.  BC  cos.  B -f-  cosBC  — cos.’(BC  -f-  $BC). 

AC 


1298.30*,  tang.  AC  sin.  (BC  -f-  $ BC}  cos.  (C  -f-  $ CV  =4  fiangîAC 
sin.  BC  cos.  C -f-  cos.  BC  — cos.  (BC  -f-  U.  BC). 

•f  . ? Jillî 

1508.  34*,  sin.(A-f-  ÿA)cpt.(B+iiB)  = 4in.A  cot.  B -f- cos.  ^ 
cos.  A — cos.  AB  cos.  (A  -f-  D,  A).  f.  ,j  t , 


i . mu? 
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iôi4.  35*,  sin.(A+  # A)cot.(C  -f-$C)==sin.  A cot.  C-f-cos.  AC 
cos.  A — cos.  AC  cos.  ( A -f-  $ A). 
i3a3.  4*,  sin.AB  sin.(AC+  #AC)  = sin.  AC  sin.(AB+  $AB). 
1329.  10’,  tang.Csin.(  A -f-  $ A)  cos.  (AC-f$  AC)  =tang.  C sin.  A 
• cos.  AC  + cos.  (A  -f-  $ A) — cos.  A. 

1 355.  ia*,  (ang.B  sin.(A-f-$  A)  cos.  (AB-f-  $ AB)=lang.B  sin.  A 
cos.  AB  -f-  cos.  (A  -f-  $ A)  — cos.  A. 
i34a.  i5*,  sin.(BC+  BC)  cot.  (AC  + $ AC)  = sin.BC  cot.  AC 
+ cos.  C cos.  (BC  -+-  $ BC)  — cos.  C cos.  BC. 

1347.  18%  sin.  (BC  -f-  $ BC)  cot.  (AB  -f-  $ AB)  = sin.  BC  cot.  AB 
-{-  cos.  B cos.  (BC  -f*  $ BC)  — cos.  B cos.  BC. 

1427.  Les  règles  des  signes,  que  j’ai  données  (620)  pour  les 
analogies  différentielles  des  triangles  rectilignes,  doivent  s’obser- 
ver aussi  dans  celles  des  triangles  sphériques.  Mais  il  n’y  a jamais 
lieu  d’employer  R',  (63 1) , dans  les  analogies  infinitésimales  de  la 
Trigonométrie  sphérique  , attendu  que  les  deux  variations  qui  for- 
ment le  premier  rapport  sont  toujours  de  même  nature  (655) , et  que 
par  conséquent  l’une  et  l’autre  se  prennent  également  en  secondas. 

1428.  Il  y a,  dans  ma  table,  plus  de  70  analogies  qui  renferment 
le  cosinus  de  quelque  côté  on  de  la  variation  de  quelque  côté  , et 
qui  cependant  peuvent  se  transférer  aux  triangles  rectilignes  par 
le  moyen  des  règles  que  j’ai  données  (1031).  C’est  surtout  en  cela 
que  ces  règles  me  paraissent  utiles  , puisqu’en  supposant  leur  ap- 
plication, une  seule  table  renferme  udc  collection  abondante  et 
complète  dans  son  genre  des  analogies  différentielles  des  triangles 
soit  sphériques,  soit  rectilignes.  Ces  derniers  ne  fournissent  que 
quatre  analogies  finies  (673,  n*à  t4’)  qui  soient  plus  simples  que 
celles  qu’on  déduit  des  analogies  correspondantes  des  triangles 
sphériques  (1 3 vo , i3i6,  i3o3). 

1429.  Il  est  clair,  i\  qne  les  analogies  relatives  au  cas  où  l’un 
des  côtés  est  de  90*,  ne  peuvent  par  leur  nature  se  transférer  aux 
■triangles  rectilignes , puisqu’il  est  nécessaire  pour  cela  que  l’ana- 
logie soit  applicable  à un  triangle  infiniment  petit  (îoai);  a*,  qne 
daus  le  cas  où  un  angle  est  constant , les  analogies  qui  contiennent 
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dans  le  premier  rapport  les  variations  des  deux  autres  angles,  ne 
peuvent  être  d’aucune  utilité  pour  les  triangles  rectilignes,  dans 
lesquels  ces  deux  variations  sont  nécessairement  égales  entre  elles; 
3’.  que  dans  le  cas  où  deux  angles  sont  constans , les  analogies 
qui  contiennent  la  variation  du  troisième  , sont  encore  opposées 
à la  nature  des  triangles  rectilignes.  A l’exception  de  ces  trois 
classes  d'analogies  , on  pourra  traduire  utilement  pour  l'usage  des 
triangles  rectilignes  les  autres  analogies  de  ma  table. 

i43o.  Pour  donner  un  exemple  de  traduction  de  ce  genre,  si 
dans  la  première  analogie  (taig)  on  fait  sin.  i $ AC  = AC, 
sin.  AC  = AC,  et  de  plus,  cos.  a $ AC  = t , etcos.(AC-f-A$  AC) 
= i , parce  que  ces  cosinus  sont  multipliés  par  diverses  lignes 
trigonométriques , la  proportion  devient  $AC  : — sin.  $ C :: 
AC  : sin.C  x sin.  (C  4-  $C)  cot.  A -f-  sin.  (C  -f-  $C)  cos.  C. 
C’est  en  effet  ce  qu’on  trouve  par  la  Trigonométrie  rectiligne,  en 
substituant  la  valeur  (III.  ai*)  de  BC  dans  l'analogie  (673,  i*). 

j45i.  Observons  encore  que  le  premier  terme  du  conséquent  du 
second  rapport  de  l’analogie  finie  (i34a)  doit  se  négliger,  suivant 
l’esprit  des  règles  (toat),  dans  l’application  de  cette  analogie  aux 
triangles  rectilignes;  puisque  le  produit  sin.  (AC  -+•  $ AC)  sin.  AC 
sin.  (BC4-A$BC)  représente  un  infiniment-petit  du  troisième 
ordre.  Cette  observation  a lieu  de  même  pour  la  première  ana- 
logie (i347). 

t43a.  J’ai  donné  des  analogies  pour  le  cas  où  quelqu'une  des 
parties  constantes  est  de  90*  ; mais  il  ne  faut  pas  en  conclure  que 
ces  analogies  sont  les  seules  dont  on  puisse  se  servir  en  pareil  cas. 
Par  exemple  les  analogies  (i3oi  , i3oa),  données  pour  le  cas  où  AC 
s=  90*,  n’excluent  pas  l’usage  des  précédentes  (iag3  â i3oo),  dont 
quelques-unes  sont  même  simplifiées  dans  ce  cas,  parce  qu’on  a 
alors  sin.  AC=  1 , cos.  AC  = o,  et  cot.  AC  = o , (73).  Mais  nous 
avons  cru  devoir  donner  aussi  les  analogies  (i3oi  , i5oa),  parce 
qu’elles  ne  se  déduisent  pas  immédiatement  des  précédentes.  Il  en 
est  de  même  des  autres  analogies  pareilles,  à l’exception  des  ana- 
logies (taai,  ta3a,  ia4a)  : si  je  n'ai  pas  omis  celles-c*  , c'est  à 
cause  de  leur  rapport  avec  les  analogies  (îaaa,  ia3i  , 1343}. 

i433.  On  observera  que  lorsque  le  second  rapport  d’une  ana- 
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logie  contient  la  tangente  de  l'arc  de  90* , il  faut  éliminer  cette 
tangente  , en  multipliant  le  rapport  par  .la  cotangenle  du  même 
arc  : autrement  l’analogie  ne  pourrait  être  simplifiée  et  ne  serait 
d’aucun  usage , puisqu'elle  contiendrait  une  expression  de  valeur 
infinie. 

1434.  La  Caille  et  d'autres  Auteurs  ont  donné  quelques  analo* 
gies  infinitésimales  pour  le  cas  où  quelqu’une  des  parties  variables 
est  de  90°.  Pour  moi,  je  me  suis  borné  à la  considération  des  cas 
où  quelqu’une  des  parties  constantes  est  de  90°,  afin  que  ma  table 
fournît  les  analogies  différentielles  finies  , même  pour  les  triangles 
constamment  ou  rectangles  ou  reclilatères , (ic»43).  Quoique  sou- 
vent elles  soient  moins  commodes  pour  le  calcul  numérique  que  ne 
le  sont  les  proportions  (1044  à 10G0)  , il  m’a  semblé  Qu'elles  de- 
vaient être  rapportées,  ue  fût-ce,  comme  nous  l’avons  dit  (1421,  a'.), 
que  pour  servir  d’avertissement  au  Calculateur  qui  emploiera  les 
infinitésimales  correspondantes. 

i4^5.  Mais  si  )’eussc  voulu  considérer  aussi  chacune  des  parties 
variables  comme  étant  de  90“,  et  donner  les  analogies  relatives 
à chacune  de  ces  suppositions,  ma  table  serait  devenue  beaucoup 
plus  longue,  et  n’eût  pas  été  beaucoup  plus  utile.  Je  me  conleu- 
terai  donc  d’indiquer  par  un  exemple  comment  on  peut  parvenir 
eu  pareils  cas  à des  expressions  fort  simples.  Je  suppose  qu’on  ait 
à employer  la  première  analogie  (ia54),  et  que  BC  = 90*  : ou 
aura  cos.  BC  = o , et  sin.  (BC  -+■  4 ciSBC)  ==  cos.  j $ BC  ; cnsorle 
que  l’analogie  deviendra  sin.  { $AC  : sin.  J $BC  ::  cos.  | $BC 
sin.  AC  : cos.  4 $AC  cos.  AB.  Convertissant  cette  analogie  en 
équation  , et  réduisant  à l’aide  de  la  formule  (L  6*) , on  trouve 
sin.  $AC  : sin.  $BC  ::  sin.  AC  ’.  cos.  AB,  analogie  déjà  fort 

simple.  Mais  quand  BC  = 90”,  cos.  C = ’ (Vit-  n*)> 

donc  on  a sin.  $'AC  ’.  sin.  $BC  ::  1 : cos.  C,  analogie  plus  simple 
encore  , et  qu’on  peut  employer  au  lieu  de  la  première  (ia35), 
lorsque  BC  ==  90*.  1 

i456.  Lorsque  le  triangle  variable  n’aura  qu'une  partie  cons- 
tante , ou  même  qu'il  n’en  aura  point , les  analogies  (i2i3  à 1 355) 
serviront  également , avec  les  conditions  et  eu  suivant  les  règles 
exposées  (680  à 688)  pour  les  triangles  rectilignes. 
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Exemples  du  calcul  des  Analogies  différentielles  des  Triangles 

sphériques. 

1437.  Supposons  que  dans  l'exemple  (u5a),  il  pnisse  y avoirFig  j 
une  erreur  de  i*  sur  le  côlé  BD,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  les  moyens  employés  pour  mesurer  le  cfaemiu  du  bâtiment 
puissent  laisser  une  incertitude  d’un  degré.  On  demande  quelle 
serait  en  ce  cas  l’erreur  dans  la  longitude  calculée  ou  dans  l'anglo 
au  pôle.  Il  y a alors  dans  le  triangle  ABD  deux  côtés  constans,  AI3, 
AD,  et  on  cherche  la  variation  de  A dépendante  de  celle  du  côlé 
opposé  BD;  circonstances  qui  sont  celles  des  analogies  (i3o3), 
dans  lesquelles  il  faut  seulement  changer  C en  D. 

O11  observera  d 'abord  que  si  l’on  ne  sait  pas  en  quel  sens  l’er- 
reur $BD  a été  commise,  on  ne  peut  pas  faire  usage  de  l’analogie 
différentielle  finie  , dans  laquelle  il  faut  employer  (BDrtf^BL)). 

Je  fais  donc  comme  il  suit  le  calcul  de  l’infinitésimale. 

log.  (#BD  = 36oo*  ) = 3,5563o3 
log.  sin.  (BD  = 37°  a5')  = 9,783633 
(n5a),  cornpl.  log.  (sin.  AB  sin.AD)  = 0,304796 
cotnpl.  log.  sin.  (A  = 37’  8')  = 0,340975 

“ t 

’ : l°g-  = 3,885697 

Donc  un  degré  d’erreur  sur  le  côté  BD  produit  une  erreur  de 
3”  8"  environ  sur  l’angle  A , dans  le  même  sens  (630). 

i458-  Si  l’on  n'avait  pas  les  analogies  infinitésimales,  il  faudrait, 
pour  arriver  à ce  résultat,  calculer  deux  fois  l’exemple  (n5a); 
une  première  fois  en  faisant  BD  » 36”  a5’,  et  une  seconde  en 
faisant  BD  = 38’  a5  ; ensuite  on  prendrait  la  demi  - différence 
des  deux  valeurs  de  A que  fourniraient  ces  deux  calculs.  Les  ana- 
logies infinitésimales  sont  donc  précieuses  lorsqu’on  ignore  si  la 
variation  donnée  est  positive  ou  négative.  Mais  au  contraire,  si  on 
le  sait,  comme  il  arrive  dans  la  plupart  des  cas  auxquels  on  les  a 
appliquées  jusqu’à  présent , ce  même  exemple  fait  reconnaître  leur 
imperfection,  et  par  conséquent  l’utilité  des  analogies  finies  que 
j’ai  proposées.  , 
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r:*.S;.  1459.  En  effet  supposons  que  l’erreur  $BD  soit  en  plus.  En 

employant  dans  le  calcul  (14^7) , sin.  (BD  4-  BD)  = sin.  37*  55' 
nu  lieu  de  sin.  BD  , et  sin.  (A  -f-  A)  = sin.  28"  1 2'  au  lieu  de 
sin.  A , comme  le  prescrit  l’aualogie  finie , on  trouve  $ A = 2°  5'  2'. 
L’usage  de  l’analogie  infinitésimale  en  pareil  cas  produirait  donc 
environ  5'  d’erreur  dans  la  valeur  de  $A. 

Si  on  voulait  cette  valeur  avec  toute  la  précision  possible , on 
emploierait  dans  le  calcul  précédent  sin.  28'  10'  j au  lieu  de 
sin.  a8*  12',  et  on  trouverait  $A  = 2°  5'  8'. 

Quant  à l’emploi  des  arcs  au  lieu  des  sinus  dans  le  premier  rap- 
port de  l’analogie,  l’épreuve  démontrerait  que  la  dillérence  qui 
en  résulte  dans  le  calcul  est  insensible , comme  je  l'ai  avancé  04*3). 

1440.  Avec  les  mêmes  données  dans  le  triangle  ABD  , je  sup- 
pose actuellement  que  les  valeurs  de  AB  et  BD  soient  considérées 
comme  exactes,  et  qu’il  y ait  une  incertitude  d’un  degré  sur  le 
côté  AD,  c'est-à-dire  sur  la  latitude  du  lieu  où  se  trouve  le  vais- 
seau. On  demande  quelle  erreur  il  en  résultera  pour  la  longitude, 
c’est-à-dire  pour  la  valeur  de  A.  Alors  les  deux  côtés  AB , BD 
sont  constans,  et  l’on  cherche  la  variation  de  l’angle  opposé  à BD, 
dépendante  de  celle  du  troisième  côté.  Changeant  B en  A , A en  B 
et  D en  C , pour  que  le  triangle  BAD  de  la  figure  puisse  se  com- 
parer au  triangle  ABC  de  la  table , j’observe  que  c’est  le  cas  des 
analogies  (iag5  à 1296).  Mais  comme  nos  données  sont  B =27*  8', 
AB  — 71*  3o',  AC  = 37*  a5',  BC  = 41*  9' > et  $BC  = 1“ , il 
est  facile  de  voir  qu’il  faut  avoir  recours  aux  analogies  (1294). 
Je  prends  l’infinitésimale , et  je  fais  le  calcul  comme  il  suit  : 

Jpg.  ( — $BC  — 36oo')  = S,5563o3  — 3,5563o3 

compl.  log.  sin.  B = 0,340975  log.  cot.  B = 0,290540 

log.  cot.  AB  = 9,524520  log.  — cot.  BC  = o,o5854 1 

— 3,42 1 798  4-  3,905 1 84 

Ces  deux  logarithmes  répondent  à — 44’  »**  a et  à -f-  a*  1 3'58' , 7 ; 
et  par  conséquent  on  a $B  = 4-  1*  29'  57*  |.  Dans  ce  cas  les 
variations  $BC  et  $ B se  font  dans  le  même  sens,  parce  que 
nous  avons  laissé  subsister  dans  le  premier  rapport  le  signe  négatif 


Digitized  by  Google 


DES  TRIAKCLES  SPHÉRIQUES.  4oi 

de  $BC,  comme  on  doit  le  faire  (620)  , quand  la  variation  $ BC 
est  en  plus  : et  c'est  ainsi  qu’il  résulte  une  valeur  positive  de  ^B. 

1441.  J’ai  donné  le  signe  négatif  au  logarithme  3,421798,  non 
qu’il  soit  en  effet  un  logarithme  négatif  (34o)  , mais  parce  qu’il 
correspond  à une  quantité  négative.  C’est  ce  que  je  ferai  souvent 
dans  la  suite. 

1442.  Cherchons  maintenant  quelle  est  l’erreur  de  la  formule 
infinitésimale  dont  nous  venons  de  nous  servir.  Pour  cela  je  sup- 
pose que  l’on  sache  que  la  variation  de  BC  est  en  moins.  Je  ferai 
usage  du  second  rapport  de  l’analogie  finie  (1294) , et  en  faisant 
le  calcul , je  supposerai  la  valeur  de  $B  absolument  inconnue. 


pour  donner  un  exemple  de  la  méthode  enseignée  (675). 

log.  ($BC  — 36oo* ) = 3,55G3o3  3,5563o3 

lng.  cot.  AB  = 9,5a4520  log.  — cos.B  = 9,949^4 
/ log.  sin.(BC  — i-$BCJ  = 9,813872  ...log.  cos.  9,880072 
compl.  log.sin.(BC — ^|BC)  = 0,190581  ' 0,190581 

log.  constant  3,085276  log.  const.  — 3,576320 
compl.  log.  sin.  B = 0,340975 0,340975 

+ 3,426251  —3,917295 

Ces  logarithmes  donnent,  pour  valeur  approchée,  <-jlB  = 44'  2&* 
— 2*  17'  46'  = — 1°  33'  18'.  Ce  résultat  étant  négatif,  la  varia- 


tion de  B est  dans  le  même  sens  que  celle  de  BC',  aux  logarithme* 
conslans  ci-dessus  on  doit  donc  ajouter  compl.  log.  sin.  (B  — 

= 26“  21');  ce  qui  donne,  pour  valeur  plus  approchée,  <5(B  = 
45'  4a'  — 2“  21'  33"  = — 1”  35'  5i*.  Enfin  employant , d’après  celte 
approximation  , sin.  (B  — j $B  = 26“  20'),  on  a poux  valeur 
exacte , <^B  = — 1°  35'  55*. 

Donc  dans  cet  exemple  l’analogie  infinitésimale  serait  en  erreur 
de  6'. 

On  verra  (1472,  *477)  des  erreurs  plus  graves  résultantes  de 
l’emploi  des  analogies  infinitésimales  , qui  cependant  sont  les  seules 
qui  aient  été  en  usage  jusqu’à  présent. 

i443.  Si  l'on  voulait  avoir  directement,  et  par  un  seul  calcul , la 
valeur  de  $B,  quelle  que  fût  d’ailleurs  sa  grandeur,  on  dévs- 

5x 
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lopperait  sin.  (B  + a $ B) , comme  nous  l’avons  dit  (676),  ou  bien 
on  mettrait  f cos.  B — { cos.  (B  + ^B)  au  lieu  de  sin.(B+A  #B) 
sin.  7$  B,  (II,  17*).  Alors  appelant — p le  produit  du  premier  et  du 
quatrième  terme  de  l'analogie  finie,  on  aurait  cos.(B  + P)  — 
cos.B  + Si  dans  le  calcul  précédent  on  met  — sin.  (u^BC 
s=3o'J  au  lieu  de  $BC,  on  trouve  p = + 0,0061882.  Mais  en 
faisant  usage  des  sinus  naturels  , cos.  B = 0,8899476  : donc 
cos.  (B  B)  =0,8899476  + 0,0123764  =0,9023240  = cos.  a5 • 
3a'  5*.  Or  B = 27»  8';  donc  $B  = — i*  35'  55'. 

*444-  Si  l'on  cherchait  de  même  directement  la  valeur  finie  de 
$BC,  l'opération  serait  plus  compliquée  : on  arriverait  à une  équa- 
tion dans  laquelle  seraient  contenus  sin.  $BC  et  cos.  <5lBC,  et 
l’on  résoudrait  celte  équation  par  la  méthode  plus  expéditive  que 
j’ai  donnée  (948).  Mais  cette  recherche  de  $BC  est  un  des  cas  dans 
lesquels  il  est  mieux  d'avoir  recours  à la  méthode  (1425). 


CHAPITRE  XXII. 


Résumé  sur  Papplication  de  la  Trigonométrie  à la 
résolution  des  problèmes. 


i445.  Ri  T A n t donné  un  problème  quelconque  , pourvu  qu'il 
puisse  se  résoudre  par  la  seule  considération  des  triangles , on  en 
cherchera  la  solution  dans  cette  Trigonométrie  de  la  manière  sui- 
vante. i°.  Si  les  données  et  la  chose  cherchée  appartiennent  à 
un  seul  triangle,  la  solation  se  trouvera  dans  l’un  des  Chapitres 
X,  XI,  XVII,  XVIII,  XX.  2°.  Si  les  données  et  la  chose  cherchée  se 
trouvent  distribuées  en  deux  triangles,  on  en  cherchera  la  solution 
dans  les  chapitres  XII  ou  XXI,  ou  en  opérant  d’après  les  méthodes 
(747,  749>  802)  , ou  en  ayant  recours  aux  formules  (1044  à 1060), 
selon  les  cas.  5“.  Si  les  données  et  la  chose  cherchée  sont  tirées 
de  plus  de  deux  triangles,  on  considérera  deux  triangles  à- la-foi^, 
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on  en  cherchera  les  solutions  d’après  ce  que  nous  venons  de  dire, 
et  on  les  liera  l’une  à l’autre , selon  que  le  cas  le  permettra,  pour 
arriver  à la  solution  finale  demandée. 

i446.  An  premier  aspect  ces  avertissemens  pourront  sembler  au 

moins  inutiles.  Mais  on  verra  dans  le  chapitre  suivant  avec  quelle 
facilité , quelle  simplicité  nous  avons  résolu  la  plus  grande  partie 
des  problèmes  de  l’Astronomie  ; soit  parce  qu’en  considérant  leurs 
conditions  nous  avons  suivi  la  marche  facile  que  nous  venons 
d'indiquer,  soit  parce  que  nous  avons  fait  usage  d'expressions  com- 
modes des  différences  finies  des  lignes  trigonométriques,  expressions 
qui  jusqu’à  présent  manquaient  aux  Traités  de  Trigonométrie  : et 
cet  essai  sur  les  problèmes  de  l’Astronomie  nous  donne  lieu  de 
croire  que  dans  les  autres  Sciences  ou  Arts  soumis  au  Calcul , il 
y a peu  de  problèmes  dont  ce  Traité  ne  donne  promptement  la 
solution , lorsqu’ils  peuvent  être  résolus  par  la  seule  considération 
des  triangles. 


CHAPITRE  XXIII. 

Applications  de  la  Trigonométrie  h V Astronomie. 

1447.  Gs  Chapitre  suppose  le  Lecteur  initié  dans  l’Astronomie 
dont  les  élémens  ne  peuvent  entrer  dans  ce  Traité  : ceux  qui  ne 
les  connaîtront  pas  feront  abstraction  des  théories  et  des  dénomi- 
nations , s’ils  veulent  parcourir  ce  qui  suit , cl  se  borneront  à étu- 
dier les  opérations  analytiques,  qui  sodt  d'un  usage  général  dans 
les  Mathématiques.  Je  suivrai  autant  qu’il  me  sera  possible  l’ordre 
des  problèmes  contenus  dans  la  troisième  édition  de  l'Astrono» 
mie  de  De  la  Lande  , et  je  renverrai  souvent  à cet  Ouvrage  , le 
meilleur  sans  contredit,  le  plus  complet  et  le  plus  accrédité  sur 
la  science  sublime  de  l'Astronomie,  dont  il  augmente  encore  l’in» 
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téiêt.  J'omettrai  les  problèmes  de  moindre  importance,  ainsi  que 
ceux  dont  j’ai  donné  les  solutions  dans  V Encyclopédie  métho- 
dique, et  dans  les  Mémoires  de  la  Société  Italienne  des  Sciences. 

1448.  Connaissant  l' ascension  droite  et  la  déclinaison  d’un 
astre , et  l'obliquité  de  l'écliptique , trouver  la  longitude  et  la 
latitude  de  cet  astre. 

r;  8j  Soit  P le  pôle  boréal  de  l'équateur  LQ,  E le  pôle  boréal  de 
l'écliptique  LT,  L le  premier  point  du  bélier , S l'astre  que  je  sup- 
pose dans  la  latitude  boréale  et  dans  le  premier  quart  de  l’équateur 
et  de  l'écliptique  ; position  à laquelle  il  est  à propos  de  rapporter 
la  solution  générale  des  problèmes , parce  qu’en  faisant  sur  les 
signes  des  lignes  trigonoraétriques  les  changemens  convenables,  la 
solution  satisfait  de  même  à toute  autre  position.  On  a donc  PL  = 
90“  = EL  , (969)  , et  LPE  = 90”  = LEP  , (980).  Or  LM  ou 
LPM,  (gyS),  est  l'ascension  droite  donnée;  donc  SPE  =90“  + 
asc.  dr.  La  déclinaison  donnée  est  SM,  et  par  conséquent  PS  = 
90°  — décl.  L'obliquité  de  l'écliptique  est  TLQ  = PE  , (981). 
On  connaît  donc  trois  parties  du  triangle  PSE,  savoir  PS,  PE  et 
SPE.  On  cherche  1°.  la  longitude  LN  ou  LEN,  qu’on  peut  con- 
naître par  le  moyen  de  l’angle  PES  = 90°  — long.  ; 2°.  la  lati- 
tude SN  , qu’on  trouvera  par  le  moyen  de  ES  ==  90°  — lai.  Par 
conséquent  le  problème  n’exige  que  la  résolution  du  seul  triangle 

PO. 

i44g.  Étant  donnés  deux  côtés  PS  , PE,  et  l'angle  compris  SPE; 
pour  trouver  l’angle  PES  et  le  côté  ES,  la  voie  la  plus  courte  est 
de  se  servir  des  formules  (1086,  1087),  qui  donnent,  en  faisant 
C = P,  B = E,  A = S , CD  = x,  BD  = y , 1”.  tang.  x = 

cos.  P tang.  PS  ; 2°.  y = PE  — x ; 3*.  tang.  E = tang.  P X 

; 4°.  cot.  ES  = cos.  E cot.y. 

wn.y 

En  substituant  les  dénominations  ou  valeurs  de  SPE,  PS,  etc. 
(1448),  et  considérant  que  cos.  SPF.  = 008.(90°  -+-  asc.  dr.)  = 
— sin.  asc.  dr. , on  a d’abord  tang.  x — — sin.  asc.  dr.  x 

cot.  décl.  Or  comme  on  a — tang.  a:  = tang.  — x , et  — sin.  x 
= sin.  — x , j'observe  qu’en  changeant  le  signe  de  x , les  signes 
seront  positifs  dans  chacune  des  équations,  et  j'ai 
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i*.  tang.  x = sin.  asc.  dr.  cot.  décl. 
a".  y = obliq.  -f-  x. 

5%  tang.  long.  = tang.  asc.  dr.  x 
4’.  tang-  lat.  = sin.  long,  cot  .y. 

i45o.  Si  on  voulait  d’abord  la  latitude,  et  ensuite  la  longitude, 
on  aurait  recours  aux  formules  (1097,  1098);  et  faisant  B = P 
C=E,  A=S,  BD=#,  CD  = y,  on  trouverait  les  deux 
mêmes  premières  équations , et , au  lieu  des  deux  dernières , Us 
suivantes  : 

5*.  sin.  lat.  — sin.  décl.  x — 1 ^ ; 

cos.  x 1 

4°.  sin.  long.  = tang.  lat.  tang. je. 

>45i.  Dans  les  six  formules  précédentes,  et  dans  toutes  celles 
de  ce  Chapitre,  on  observera  que  pour  la  déclinaison  australe , 
sin.  décl.  est  négatif , puisque  sin.  décl.  = cos.  PS,  et  qu’alors 
PS  est  > 90”.  La  même  règle  a lieu  pour  tang.  décl.  et  cot.  décl. 
Mais  cos.  décl.  ou  sin.  PS  est  toujours  positif,  puisqu’on  ne  peut 
jamais  avoir  PS  > 180’. 

Ces  observations  s’appliquent  de  même  aux  lignes  trigonoraé- 
triques  de  la  latitude. 

Avec  ces  règles  et  les  règles  générales  (70) , on  aura  toujours 
la  longitude  dans  le  quart  de  l’écliptique,  auquel  l’astre  corres- 
pondra; en  observant  seulement  que  l’ascension  droite  et  la  lon- 
gitude sont  toujours  ou  toutes  deux  dans  les  signes  ascendans  du 
Zodiaque , ou  toutes  deux  dans  les  signes  descendans. 

_ J45a.  Connaissant  la  longitude  et  la  latitude  d'un  astre,  avec 
l'obliquité  de  l’écliptique , trouver  l'ascension  droite  et  la  décli- 
naison de  cet  astre. 

En  substituant,  dans  les  formules  ci-dessus,  l'ascension  droito 
à la  longitude  et  réciproquement,  et  de  même  la  déclinaison  k 
la  latitude  et  réciproquement , et  en  faisant  négative  l'obliquité 
dans  la  a* , ce  problème  est  résolu.  On  y parvient  par  les  mêmes 
voies , en  changeant  le  signe  de  y au  lieu  de  celui  de  x. 

Si  on  voulait  l’obliquité  positive  , on  écrirait  partout  go’  — x 
au  lieu  de  x,  et  90“—  y au  lieu  de  y.  On  aurait  alors 
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i”.  cot.  x — siu.  long.  col.  lat.  j 

a".  y — ob/itf.  -f-  x ; 

3°.  tang.  asc.  dr.  = (ang.  long,  x 

4°.  tang.  décl.  — siu.  asc.  dr.  tang.yj 
ou 

3’.  sin.  décl . — sin.  lat.  X ~ ; 

êin.  x 7 

4“.  sin.  nie.  </r.  = tang.  décl.  cot.y. 

Dans  un  Mémoire  ( Società  lta/iana,  Tom.  IV)  contenant 
une  formule  pour  déterminer  exactement  les  digressions  des  pla- 
nètes inférieures,  j’ai  exposé  la  méthode  que  je  crois  Ja  plus  expé- 
ditive pour  déduire  le  lieu  géocentrique  d’une  planète , tant  des 
tables  que  de  l’observation. 

1453.  Connaissant  les  différences  d'ascension  droite  et  de  dé- 
clinaison entre  deux  astres , et  la  distance  réciproque  de  ces  astres 
étant  un  arc  sensiblement  rectiligne , trouver  les  différences  de 
longitude  et  de  latitude. 

Les  méthodes  que  j'ai  vu  employer  jusqu'à  présent  pour  la 
solution  de  ce  problème  important , dont  l'usage  est  continuel  , 
sont  toutes  sujettes  à une  erreur  de  quelques  secondes,  plus  ou 
moins,  selon  les  cas. 

to.  Soient  L,  S les  centres  de  deux  astres  , et  leur  distance  LS  un 
petit  arc  sensiblement  rectiligne  (tel  que  serait  par  exemple  un  arc 
de  1°  ao',  dont  la  différence  à la  corde  n’est  (278)  que  de  o",  1); 
soit  LQ  l’un  des  parallèles  à 1 équateur  , et  P son  pôle,  LT 
l’un  des  parallèles  à l’écliptique  , et  £ son  pôle  : la  différence 
donnée  d’ascension  droite  est  LPS , SM  celle  de  déclinaison  ; les 
différences  cherchées  de  longitude  et  de  latitude  sont  LES  et  SN. 

1454.  En  multipliant  LPS  par  sin.  PL,  on  a l'arc  de  parallèle 
LM,  (985);  de  même,  si  l’on  avait  la  valeur  de  LN,  en  la  divisant 
par  sin.  EL,  on  aurait  celle  de  LES  : et  alors,  pour  avoir  la  solu- 
tion cherchée,  il  suffirait  de  résoudre  les  petits  triangles  SML, 
UNL  qui  contiennent  les  quantités  LM,  LN,  SM,  SN.  Aussi  la 
méthode  la  plus  usitée  consiste-t-elle  en  effet  à résoudre  ces  triangles 
en  les  considérant  comme  rectilignes  rectangles , et  en  supposant 
connu  l'angle  de  position  PSE  = NSH , et  de  plus  que  NSH  = 90* 
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— NHS=MLN.  De  celle  dernière  snpposition  et  de  celle  des 
angle»  droits  naissent  les  erreurs  que  j’ai  démontrées  (:aoi  à iaii). 

1455.  Si  l’on  suppose  M = 90*  = N , et  qu'on  observe  que 
l'hypoténuse  du  triaugle  LMS  est  commune  au  triangle  LN$  ; 
alors  les  solutions  du  problème  se  trouvent  préparées  par  les  for- 
mules (647  à 65a).  Qu’on  fasse  dans  ces  formules  C = S,  B = I, , 

D = N , A = M , on  aura , pour  tous  les  cas , LN  = SM  x 
sin.  MSN  =fc  LM  x cos.  MSN,  et  SN  = SM  x cos. MSN  q=  LM 
X sin.  MSN  ; ou , en  échangeant  les  termes  du  second  membre  de 
la  première  équation , pour  qu'ils  soient  en  plus  grande  partie 
positifs , 

ÿ,long.  — —^jj{ÿlasc.dr.cos.riécl.cot.ang.posil^i=.^(iécl.sin.angposit.y, 
ÿ)/at.=  décl.  cos .ang.posit.  =r=  &asc.  dr.  cos.  décl.  sin.  ang.posit. 

1456.  En  examinant  les  différens  cas,  on  trouve  que  les  signes 
inférieurs  ont  lieu  en  deux  circonstances  , pourvu  néanmoins 
qu'elles  n’existent  pas  en  même  temps,  c’est-à-dire,  i*.  dans  les 
signes  descendans  , ou,  ce  qui  revient  au  même , quand  les  astres 
correspondent  au  second  ou  au  troisième  quart  de  l'écliptique; 

2 . lorsque  l’astre  le  plus  avancé  en  ascension  droite  est  aussi  Je 
plus  éloigné  du  pôle  boréal  de  l’équateur.  Dans  les  autres  cas  , 
ou  lorsque  ces  deux  circonstances  existent  en  même  temps,  ce 
sont  les  signes  supérieurs  qui  ont  lieu. 

De  plus,  lorsque  par  la  première  formule,  $ long,  se  trouvera 
négative , dans  ce  cas  l’astre  le  plus  avancé  en  ascension  droite 
sera  le  moins  avancé  en  longitude;  et  lorsque  par  la  seconde  for- 
mule , ^ Lit.  se  trouvera  négative,  l'astre  le  plus  voisin  du  pôle 
boréal  de  l’équateur  sera  le  plus  éloigné  du  pôle  boréal  de  l’éclip- 
tique. 

1457.  Pour  vérifier  les  formules  précédentes,  soit  L le  centre  de 
la  lune  , S le  centre  du  soleil , et  par  conséquent  ES  = 90*  ; soit 
LS  — v/  , MS  = 16'  = $ décl.  O C , PE  = a5°  28' , PS  = Gf, 
et  par  conséquent  PM  = 67’  16'  = PL. 

Dans  le  triangle  rectilatère  PES , connaissant  PE,  PS,  on 
trouve  (io45)  pour  la  valeur  de  l'angle  de  position  PSE  du  soleil, 

4’ 47'  «8*,  7 ; pour  celle  de  l’angle  SPE,  167"  55'  57', 3,  ce  qui 
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Fig- 8a.  donne  asc.  <ir.  G — 77°  55'  57*,  3 ; el  pour  la  valeur  «le  l’angle  PES  , 
j 1“  7'  35%  5,  ce  qui  donne  long.  O = 78“  5a'  26',  5.  En  résolvant 
le  triangle  PLS  dans  lequel  les  trois  côtés  sont  donnés,  on  trouve 
PSL  = 1 19*  54'  8', 6 , et  SPL  = 3o'  4%G  = $ asc.  dr.  Q (£. 
Enfin  dans  le  triangle  rrclilatère  LES,  connaissant  LS,  et  ESI,  — 
PSL  — PSE  = 1 15’  G'  49*,  8,  on  trouve  SEL  = 28'  58',  5 = 
$ long.  O Ci  't  EL  = 90*  i3'  34%  9 , ce  qui  donne  $ lai.  © (£ 
ou  la/,  auslr.  <£  = i5'  34’,  9.  Ces  élément,  tous  déterminés 
rigoureusement,  serviront  de  comparaison. 

1458.  En  employant  décl.  C , et  non  décl.  Q , dans  les  formules 
(i455),  ainsi  que  l’indique  la  figure  , et  faisant , comme  on  le  peut 
sans  erreur , cos.  lut.  <£  = 1 -,  on  a ÿ,  long.  OC  = 3o'  4’,  6 
cos.  22°  44'  co*-  4“  4i  ■+■  >6'  sin.  4°  4i  2°*  — a7*  58%6  -f-  1'  20',  1 
= 28'  58*,  7;  résultat  dont  l’erreur  pourrait  à la  rigueur  se  négliger. 
Les  logarithmes  employés  dans  le  calcul  de  la  première  formule 
servent  à calculer  la  seconde,  et  on  trouve  $ lat.Q  C = t3'  37%  7; 
c’est-à-dire  2%  8 de  plus  que  la  valeur  exacte. 

1459.  Celle  erreur  provient  de  la  cause  exposée  (1211).  En  effet 
toute  erreur  disparaît  si  on  a recours  aux  corrections  que  j’ai  indi- 
quées au  même  lieu.  La  table  (i2o5)  fait  connaître  que  l’erreur 
sur  l’angle  droit  N est  absolument  insensible,  NE  différant  peu  de 
90* , et  que  par  conséquent  011  doit  employer  dans  les  calculs  (>458) 
l’angle  de  position  NSH  augmenté  de  la  quantité  de  l’erreur  de 
l’angle  droit  M. 

Celle  erreur,  à la  distance  MP , ou  67*  16%  du  pôle,  est  selon  la 
table  (i2o5),  o' , 209  x ML  = o',  209  x 3o  cos.  22*  44'  = 
5%  78  = 5'  47%  On  doit  aussi , conformément  à la  formule  (1207) , 
employer  ML  diminué  de  la  quantité  0%  01745  X SM  x 5,78: 
mais  comme  il  est  plus  commode  d’appliquer  cette  correction  à 
l'angle  au  pôle  MPL , on  divisera  cette  même  quantité  par  cos.  22* 
44% ou,  au  lieu  de  5%  78,  on  emploiera,  en  la  calculant,  o'.aog 
X MPL  = pj  209  x 3o;  ce  qui  donnera  o*,  01745  x 16  x 
6,27  = 1%  75. 

Mettons  p présent,  dans  le  calcul  (i458),  Siasc  &'•  — 3°'  2%  85, 
et  ang.  posil.  — If  55'  6' , et  nous  trouverons  $ long.  OC  = 
28  58%  5 , et  lut.  austr.  C = i3'  34%  9-,  ce  qui  est  absolument 
ponforme  aux  résultats  du  calcul  rigoureux  {1457). 
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ET  DE  LATITUDE  ENTRE  DEUX  ASTRES.  4og 

j 46o.  Si  les  points  S , L indiquent  l’un  le  centre  d’un  astre, 
et  l’autre  une  tache  sur  le  disque  de  ce  même  astre,  il  est  évident 
que  les  mêmes  formules  0455),  calculées  avec  les  mêmes  correc- 
tions (14^9)  dans  le  cas  où  les  distances  de  l'astre  aux  deux  pôles 
différeraient  sensiblement  entre  elles,  donneront  exactement  la 
solution  du  problème. 

1461.  Four  trouver  les  différences  de  longitude  et  de  latitude 
entre  le  soleil  et  la  lune , Majer  a donné  les  deux  formules  sui- 
vantes que  je  tire  de  Tremblej  (Estai  de  Trigon.  sphérique , 
chap.  IX)  : $ long.  — $ asc.  dr.  cos.  obi.  4-  $ décl.  sin.  obi  x 

cos.  asc.  dr.  O,  et  $/ot.  = — À asc.  dr.  sin.  obi,  x 

cos.  decl.Q 

cos.  long.  0.  En  calculant  ces  formules  avec  les  éléraens  (>457), 
on  a $ long.  =5  a 8'  55*,  5 , et  fylat.  = i5'  58*.  L’erreur  est  de  5* 
ponr  chacune  de  ces  valeurs}  ces  formules  n’ont  donc  pas  l 'exac- 
titude que  désirent  aujourd'hui  les  Astronomes. 

>46a.  Connaissant  les  différences  de  hauteur  et  d' azimuth 
entre  deux  astres , trouver  les  différences  d’ascension  droite  et  de 
déclinaison. 

Si  dans  la  solution  (i453)  on  prend  P pour  le  ténith , E pour 
le  pôle  de  l’équateur,  les  formules  (>455)  donneront  0463)  , 

asc.dr.==  $ azim.  cos  .haut,  cos  .angÂe  var.dzÿ \ haut,  tio.ang.de  var.  J 

décl.  — $ haut,  cos .ang.de  var.^z  ^ azim.  cos.  haut.  sin.  an  g.  de  var. 

Les  signes  inférieurs  ont  lieu  lorsque  l’astre  le  plus  bas  a le 
moindre  azimuth  oriental , ou  le  plus  grand  azimuth  occidental. 

L’azimuth  est  le  supplément  de  l’angle  SPE. 

1463.  Pour  distinguer  entre  eux  les  deux  angles  qui  se  trouvent 
désignés  l’un  et  l’autre , dans  différens  Auteurs,  sous  la  dénomi- 
nation d 'angle  parallactique , j’appellerai  toujours  de  ce  nom 
l’angle  du  vertical  avec  le  cercle  de  latitude;  et  je  nomme  angle 
de  variation  l’angle  du  vertical  avec  le  cercle  de  déclinaison,  par 
contraste  avec  l 'angle  de  position  qui  lui  est  contigu  ; l'un  chan- 
geant à chaque  moment,  tandis  que  l'autre  est  sensiblement  cons- 
tant pour  toutes  les  étoiles. 

1464.  Les  formules  0455)  s’appliquent  encore  facilement  à la 

5s 
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4>0  CHAr.  XXIII.  CALCULER  USE  TABLE  DES  AZIMUTHS,  e(c. 
résolution  du  problème  suivant  et  de  son  inverse  : Connaissant 
/es  différences  de  hauteur  et  d'azimuth  , trouver  les  différences 
de  longitude  et  de  latitude.  Je  me  dispenserai  de  faire  ces  appli- 
cations, parce  que  les  règles  des  signes  deviennent  plus  compli- 
quées ; que  la  formation  de  l’angle  parallactique  exige  encore 
d’autres  règles , et  que  De  la  Lande  (Aslr.  ai3o;  et  1874  et  suiv.) 
a résolu  ces  problèmes  par  une  autre  méthode , et  avec  les  expli- 
cations les  plus  détaillées.  Je  préviens  seulement  que  soit  dans  ces 
problèmes  , soit  dans  le  précédent  (146a)  , mes  corrections  (nu) 
seront  d’autant  plus  nécessaires,  que  les  astres  seront  plus  élevés 
sur  l'borizon.  Elles  deviennent  pourtant  inutiles  dans  la  méthode 
de  De  la  Lande  pour  le  calcul  des  éclipses,  parce  qu’on  y résout 
successivement  les  deux  problèmes , l’un  par  rapport  au  lieu  vrai 
des  astres,  l'autre  par  rapport  au  lieu  apparent,  et  que  les  erreurs 
des  deux  opérations  se  compensent. 

i465.  Trouver  une  méthode  expéditive  pour  calculer  une  table 
des  azimuths , des  distances  au  zénith,  et  des  angles  de  variation 
0 463),  pour  une  latitude  terrestre  donnée,  en  prenant  pour 
argumens  la  déclinaison  et  l'angle  horaire. 

Une  pareille  table  est  très-utile  pour  pointer  de  jour  la  lunette 
d’un  quart  de  cercle  sur  un  astre  qu’on  n’apperçoit  point  à l'œil 
nu , et  de  nuit  sur  un  astre  peu  visible  ; pour  calculer  l'effet  de  la 
réfraction  sur  l’ascension  droite  et  sur  la  déclinaison  ; et  pour 
d’antres  circonstances  qui  se  présentent  continuellement.  Partout 
où  il  se  trouve  un  Observatoire  en  activité,  on  devrait  avoir  cette 
table  calculée  en  minutes , sur  le  modèle  de  celle  qu’on  a insérée 
pour  Paris  dans  la  Connaissance  des  Temps , de  178a.  M.  Prévost, 
à qui  cette  table  est  due  en  partie,  m’a  dit  avoir  calculé  avec 
exactitude  les  aziinutbs  et  les  distances  au  zénith,  par  le  moyen 
des  formules  (VIII.  7%  8*).  Par  la  méthode  que  je  vais  indiquer, 
il  aurait  encore  obtenu,  sans  plus  de  travail,  les  angles  de  variation 
qui  depuis  ont  été  calculés  par  M.  Lévêque  •,  et  c’est  en  effet  par 
celte  méthode  que  M.  Chompré  a étendu  cette  même  table,  tant 
pour  les  angles  de  variation  que  pour  les  azimuths  et  les  distances 
au  zénith,  ( Connaiss . des  Temps,  an  i5,  ou  1807.) 

*'g-S3.  Soit  P le  pôle  de  l'équateur,  Z le  zéaith,  S un  astre  situé  dans 
une  partie  quelconque  du  Ciel  visible.  Connaissant  les  côtés  PZ, 
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TROUVER  L'UEURE  PAR  LE  MOYEN  DES  ÉTOILES.  /{u 
PS,  et  l’angle  compris  P,  on  trouve  à-la-fois,  par  l’élégante  solu- 
tion de  Neper  (IX.  a*),  l’azimut  h et  l’angle  de  variation  : la 
déclinaison  restant  la  môme , il  suffit  de  changer  seulement 
log.  cot.  ( ang.  horaire  pour  trouver  successivement  l’azimuth  et 
l’angle  de  variation  correspondans  à chacun  des  angles  horaires 
de  la  table.  On  fera  de  môme  pour  chaque  déclinaison  différente. 
Ensuite,  ayant  sin.S  : sin.  PZ  ::  sin.  P : sin.ZS,  comme  , dans 
cette  analogie,  PZ  est  toujours  constant,  il  suffira,  pour  un  même 
angle  horaire  , de  chercher  deux  logarithmes  pour  connaître  la 
distance  au  zénith  correspondante  à chaque  déclinaison.  On  fera 
de  môme  pour  chaque  angle  horaire  différent.  Donc  en  général, 
par  cette  méthode , pour  déterminer  trois  quantités,  on  n’a  que 
quatre  logarithmes  à chercher. 

1466.  Connaissant  la  hauteur  du  pâle , ayant  observé  dans  un 
même  vertical  deux  étoiles  , et  connaissant  leurs  déclinaisons 
et  leurs  ascensions  droites , et  par  conséquent  les  momens  de 
leur  passage  au  méridien , trouver  l'heure  à laquelle  l'obser- 
vation a été  faite. 

Soit  P le  pôle  de  l’équateur  , Z le  zénith , T , S les  deux  étoiles. rig.  #j. 
Les  choses  connues  sont  PZ , distance  du  pôle  au  zénith  ; PT , 
distance  du  pôle  à l'étoile  la  plus  élevée  ; PS  , distance  du  pâle 
à l'étoile  la  moins  élevée  ; et  TPS , différence  entre  les  ascen- 
sions droites  des  deux  étoiles  , prise  du  côté  où  elle  est  moindre 
que  de  180”.  On  cherche  TPZ  , angle  horaire  de  l’étoile  la  plus 
élevée. 

Si  du  pôle  P on  abaisse  sur  le  vertical  la  perpendiculaire  PE, 
les  deux  triangles  rectangles  TEP,  SEP , qui  ont  un  côté  commun 
PE,  donneront  ( io56 ) , cos.  TPE  : cos.  SPE  ::  tang.  PS  : 
tang.  PT.  Donc  (II.  r4* , n*),  cot.  ± (SPE  -f-  TPE)  :-tang.  î 
(SPE  — TPE)  ::  sin.  (PS  + PT)  : sin.  (PS  — PT)  ; et  par  con- 
séquent 

cot.  (TPE  + i TPS)  = tang.  J TPS  X fcggÉff)  . 

équation  qui  fait  connaître  l’angle  TPE.  Mais  dans  les  triangles 
rectangles  PET,  PEZ,  on  a de  môme  cos.  ZPE  : cos.  TPE  :: 
tang.  PT  : tang.  PZ.  Donc 
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4ia  CHAP  XXIII.  TROUVER  L’EFFET  DE  LA  RÉFRACTION 
cos.  ZPE  = ros.  TPE  lang.  PT  cot.  PZ. 

Et  en  ajoutant  ZPE  à TPE , on  a l’angle  cherché  TPZ. 

En  général  celle  des  deux  étoiles  qui  est  plus  voisine  du  pôle 
doit  avoir  l’angle  horaire  plus  petit.  Mais  le  moyen  le  plus  expé- 
ditif pour  savoir  si  deux  étoiles  peuvent  s'observer  dans  un  même 
vertical , c’est  de  le  vérifier  sur  un  globe  muni  d’un  cercle  vertical. 

1467.  Déterminer  de  combien  de  temps  la  réfraction  accélère 
le  lever  ou  retarde  le  coucher  des  astres. 

Soit  P le  pôle  de  l’équateur , Z le  zénith , OR  l’horizon  , T un 
astre  qui  élevé,  par  la  réfraction,  de  la  quantité  TL,  (déterminée  de 
5i'ï  environ  par  l’Abbé  Oriani  et  par  moi,  dans  le  parallèle  de  45’ 
en  Italie,  Società  Italiana , Tom.  V,  pag.  275),  paraisse  se  lever 
au  point  L.  Sans  cette  élévation  apparente,  on  ne  verrait  l’astre  se 
lever  que  quand  il  arriverait  au  point  S , en  supposant  PS  = PT. 
Son  lever  est  donc  accéléré , et , par  la  même  raison , son  coucher 
retardé,  de  la  quantité  de  temps  mesurée  par  le  petit  angle  TPS. 


1468.  J'observe  que  les  triangles  PZS,  PTZ  ont  un  côté  com- 
mun PZ;  que  PS  = PT,  et  que  connaissant  TL  = ZT  — ZS 
3=  $ZS,  il  s’agit  de  trouver  TPS=  $ZPS  que  je  désigne  par  ^jP. 

J'ai  recours  aux  analogies  différentielles  correspondantes  à ce 
cas,  et  faisant  A = P,  B = Z,  C = S,  je  trouve  (i3o3),  sin.  i^ZS 
rsin.i^P  ::  sio.PZsin.PS  sin.(P-f-j^P)  : sin,(ZS +i$ZS). 
Mais,  parce  que  ZS=9o%  sin.(ZS-f-ï^ZS)  = cos..  f^ZS.  Donc 
(i.  G-;. 

(A) . . . si.i.^ZS  : a sin.  4#  P :: sin.PZ sin.  PS  sin.  (P -K$ P):  1 ; 
ou  (i4a3J,  en  désignant  dans  le  second  membre  le  temps  cherché 
par  t 

, , , réfraction  horizontal « 

(B)  . . . Temps  cherché  = |S  coi  ,fl,  ^ (<ulg.  Aof-+-Jj  ,y 


1469.  Comme  la  valeur  de  t se  connaît  toujours  à-peu-près,  il 
est  rare  qu’on  ait  à calculer  cette  formule  plus  d’une  fois  par  la 
méthode  (675).  Si  on  veut  faire  usage  de  l’autre  méthode  (6j6) , 
on  observera  que  a sin  a $P  sin.  ( P 4-  i ^lP  ) ~ cos.  P — 
cos.  (P  -f-  SP!.  riI.xj’V.  ff  l’analofo  (A)  donnera 

cos.  (p  4-  a p j = cos.  p (1  - nfplSferr)- Par  p i'entend* 
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SUR  LE  LEVER  ET  LE  COUCHER  DES  ASTRES.  4l5 
l’aogle  7PS  , c'est-à-dire  l'angle  horaire  de  l’astre  considéré  dans 
le  plan  de  l’horizon.  Cet  angle  se  détermine  aisément , puisque 
le  triangle  rectilatère  PZS  donne  (VII.  7'))  cos.  P — — col.  PZ 
cot.  PS.  En  substituant  cette  valeur  dans  le  dernier  tenue  du  binôme 
ci-dessus,  on  a 

/ , 5ÎD.  âZS  \ 

(C) ...  COS.  (P+$P)  = COS.P^I  + COJ.  PZ  cos.  PS  J 0a 

„ . j / 1 *»“•  ,‘fr-  hnriz.  \ 

(D)  . . . cos.  (ang.  hor.  + 1 5 /)  — cos.  ang.  hor.  (^1  -H  !la  lat,  sia_  drct  )- 

1470.  L’équation  cos.  P = — cot.PZ  cot.  PS,  ou 

(E) . . .cos.  ang.  hor.  = — tang.  lat.  tang.  décl. 

fait  voir  qu’à  déclinaison  égale,  l’angle  horaire  correspondant  à 
la  déclinaison  boréale  est  obtus,  et  supplément  de  l’angle  horaire 
correspondant  à la  déclinaison  australe.  Mais  lorsque  P est  obtus, 
sin  (P -t-  a ÎAP)  est  < sin.P,  et  lorsque  P est  aigu,  sin.  (P-f-  ïÿP; 
est  > sin.  P.  L’analogie  (A)  fait  donc  connaître  qu’à  déclinaison 
écale  l’effet  de  la  réfraction  ne  peut  Être  le  même  pour  la  décli- 
naison boréale  et  pour  l’australe,  et  que  par  conséquent  certaines 
tables  données  avant  la  première  édition  de  ce  Traité,  induisaient 
en  erreur  sur  ce  point.  Et  cette  erreur  est  asssez  grave  dans  quel- 
ques cas,  ainsi  qu’on  va  le  voir. 

Soit  PZ  = 3o*  : en  faisant  PS  = 6i*,  on  a , par  la  for- 
mule (E).  P=  «63-  45'  3i*;  et,  en  faisant  PS  = , P = 

16*  14'  29*.  Avec  ces  élemens , et  en  supposant  J,  /-i>  — oj  30  > 
réfraction  adoptée  {Connaissance  des  Temps  , 1782  , pag.  285) , 
la  formule  (C)  donne,  dans  le  cas  de  la  déclinaison  boréale, 
p | u p — ,6g.  ,5'  36',  et  par  conséquent  l’efTet  de  la  réfraction 
ou  a P ss  5*  28'  5'-,  et  dans  le  cas  de  la  déclinaison  australe, 
p ..A  a p s=  20“  18'  48' , et  par  conséquent  # P = 4*  4'  >9  • 
première  valeur  de  #P  réduite  en  temps,  est  ai'  5a'  pour  la  dé- 
clinaison boréale-,  la  seconde,  16'  17*  pour  la  déclinaison  aus- 
trale. La  différence  est  de  5'  55'  de  temps.  On  aurait  donc  nue 
erreur  de  près  de  G de  temps , si  l’on  employait  dans  le  cas  de  la 
déclinaison  boréale  la  quantité  de  16'  9'  assignée  dans  la  table 
de  la  Connaissance  des  Temps  , 1783  , p.  5oa , pour  le  cas  de  U 
déclinaison  de  29*  et  de  la  latitude  de  60*. 


4«4  CHAP.  XXIII.  TROUVER  L’EFFET  DE  LA  RÉFRACTION 
F, g. 83.  i473<  Si  dans  l’exemple  qui  précède,  on  eût  calculé  la  valeur 
de  $P  au  moyen  de  l’analogie  que  plusieurs  Astronomes  ont  em- 
ployée , $P  : $ZS  ::  « : t/(sin.  *PS — cos. *PZ),  laquelle  se 
résout  facilement  par  la  méthode  (i4n),  on  eût  trouvé  $P  = 
4“  33'  54*,  et  par  conséquent  l’erreur  de  l’analogie  infinitésimale 
serait  de  54'  pour  la  déclinaison  boréale,  et  de  3o'  pour  l’australe: 
ce  qui  prouve  l’utilité  de  mes  analogies  différentielles  finies,  dont 
j’ai  déduit  la  formule  (C)  que  je  crois  plus  expéditive  que  la  réso- 
lution du  triangle  par  les  trois  côtés  ; d’autant  plus  qu'avec  le  seul 
changement  d’un  signe , elle  s’emploie  et  pour  la  déclinaison  boréale 
et  pour  l'australe.  Mais  si  l’on  connaît  à-peu-près  la  valeur  de  $P 
ou  de  i5/,  ce  qui  arrive  lorsqu'on  calcule  une  table,  je  crois  que 
les  solutions  (A) , (B)  paraîtront  préférables  à toute  autre  méthode 
employée  jusqu’à  présent. 

i473.  Si  à la  réfraction  horizontale  on  substitue  le  diamètre  du 
soleil,  les  formules  (B),  (D)  feront  connaître  le  temps  que  le 
disque  du  soleil  emploie  à se  lever  ou  à se  coucher. 


1474*  Bit  9i  à la  réfraction  horizontale  on  substitue  la  dépression 
du  cercle  crépusculaire,  dépression  qu’on  a fixée  à 18’,  on  aura 
par  la  formule  (D)  la  durée  du  crépuscule. 

Pour  savoir  où  et  quand  le  crépuscule  dure  toute  la  nuit,  il 
suffit  d'observer  que  le  plus  grand  abaissement  du  soleil  sous  l’ho- 
rizon a lieu  lorsque  l'arc  PT  forme  un  prolongement  de  l’arc  ZP  , 
et  que  par  conséquent  les  ténèbres  ne  peuvent  Être  absolues  quand 
on  a (PT-f-PZ)  < 108’. 

La  plus  courte  durée  du  crépuscule  se  détermine  par  cette 
équation  , 


ut  — "n~  ? 

* co lat. 


et  le  jour  du  crépuscule  le  plus  court,  par  la  suivante  : 
sin.  décl.  Q = sia.  lat.  tang.  9*. 

Ma  démonstration  de  ces  deux  formules  est  insérée  dans  l’En- 
cyclopédie méthodique  , à l’article  Crépuscule , Partie  des  Mathé- 
matiques. 

i475.  Trouver  le  changement  d'amplitude  produit  par  la  ré- 
fraction  sur  un  astre  qui  se  lève  ou  qui  se  couche. 
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SU*  LE  LEVER  EX  LE  COUCUER  DES  ASTRES.  4,5 

Conservons  les  dénominations  (1467);  l’arc  SL  de  l’horizon,  ou 
le  petit  angle  LZS,  que  nous  nommerons  comme  à l'ordinaire  $ Z, 
est  celui  dont  on  cherche  la  valeur. 


La  première  analogie  ( 1 394)  se  réduit  dans  ce  cas  , par  la  mé- 
thode (676) , à une  expression  très-simple  ; mais  dans  ce  même 
cas  on  obtient  plus  promptement  cette  expression  par  la  méthode 
(i4a5).  Désignons  par  Z l'angle  PZ S,  et  observons  que  PT  — 
PS,  et  que  TZ  = 90“ -f-  $ZS  : nous  aurons  (1426),  cos.  (Z  -f-  $ Z) 

— “f"  taDg’  $ ZS  cot>  PZ.  Mais  le  triangle  rcctilatère  PZS 

donne,  (VII.  9*),  cos.  Z = Donc  , en  appelant  amplitude 

vraie  le  complément  de  l'angle  PZS , et  amplitude  apparente  le 
complément  de  PZT , nous  aurons 


sin.  ampl.  vr.  — 


sin.  di  d. 

cos.  lut. 


• , *in.  ampl.  vr.  / 

sin.  ampl.  app . = — — ( i 

r rr  cos.  refr.  horiz.  \ 


. sin.  refr.  horiz.  tan  g.  fat.\ 

* tin.  ampl.  vr.  J * 


Or  la  différence  de  l’amplitude  vraie  a l’amplitude  apparente  est 
ce  que  l’on  cherche.  Qu’on  observe  au  reste  que  si  la  déclinaison 
est  australe  , sin.  ampl.  vr.  est  négatif,  et  doit  s'employer  comme 
tel  dans  la  seconde  équation.  Alors  PZS  est  > 90*,  et  l’amplitude 
s’étend  du  premier  vertical  vers  le  midi. 

Un  exemple  nous  sera  utile  à plus  d’une  fin. 


1476.  Soit  PZ  5=  4«*  *a'  ao',  PS  = 5i*  a5'  ao',  et  $ZS  sas 
53  = réfr.  horiz.  Au  moyen  des  formules  précédentes,  on  trouvera 
ampl.  vr.  = 71*  11'  ai',  et  ampl.  app.  5=  73*  i5'  17'.  Et  par  con- 
séquent l’effet  de  la  réfraction  sur  l’amplitude  est,  dans  ce  cas, 
de  2’  4'. 

*477*  S*  > avec  les  mêmes  élémens , on  emploie , au  lieu  de 
mes  formules  rigoureuses,  l’analogie  (1410),  $Z  : #ZS  ::  cos.PZ  : 
V (sin/PS  — eos  ’PZ) , on  trouvera  $ Z — 1*  57'.  Une  erreur  de  7 ' 
sur  cette  quantité  fait  voir  avec  quelle  précaution  il  faut  faire 
usage  des^malogies  infinitésimales. 

J4 7®-  t*  u,a  l’exemple  (1476)  on  fait  $ZS  = 3a',  mes  for- 

mules donnent  ^Z  = a'  o'.  Une  minute  de  variation  dans  la  ré- 
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Fig  85.  fraction  horizontale  produit  doue  ici  un  changement  de  4'  sur  l'am- 
plitude apparente  , et  par  conséquent  de  8'  si  on  prend  la  somme 
des  changentens  tant  pour  l’amplitude  orlive  que  pour  l’amplitude 
occase.  Il  faut  donc  attribuer  à une  erreur  de  calcul  ce  qu’on  a 
avancé , qu’une  minute  de  variation  dan»  la  réfraction  horizontale, 
à la  latitude  donnée  (1476J»  produit  uu  changement  de  29'  sur 
l'amplitude  ortive  et  occase  de  la  Lyre,  (Bailly , Tom.  III. 
pag.  g5). 

1479.  Trouver  le  moment  de  la  station  apparente  d'une  planète. 
Les  solutions  que  les  Astronomes  donnent  de  ce  problème , et 

qui  supposent  circulaires  concentriques  et  dans  un  même  plan  les 
orbites  de  la  planète  et  de  la  Terre , sont  sujettes  à des  erreurs 
très-graves.  Je  me  borne  à en  avertir  le  Lecteur.  Je  renvoie  au 
Tome  III  des  Mémoires  de  la  Société  Italienne , pour  la  solution 
que  j'ai  donnée  , la  seule  rigoureuse  et  complète  que  je  connaisse. 

1480.  La  théorie  du  mouvement  elliptique  des  planètes  donne 
les  six  équations  ci-après,  dont  la  démonstration  n’appartient  pas 
à la  seule  Trigonométrie  , puisqu’elle  dépend  des  observations,  de 
la  loi  des  aires  proportionnelles  aux  temps , et  des  propriétés  de 
l’ellipse.  Soient 

a le  demi-grand  axe  de  l'orbite  d’une  planète , 
b le  demi-petit  axe,  « l’anomalie  vraie, 

e l’excentricité , x l’anomalie  excentrique, 

r le  rayon  vecteur  de  la  planète , z l’anomalie  moyenne. 

On  aura  ( Voyez  les  démonstrations  de  De  la  Lande  ) 

j*  équation...  z = x -f-  ~ x sin. x,  (Astr.  ta40» 

a*  r = a -f-  e cos.  x , (Astr.  3t^o5)  ; 

3*  r = (Astr-  5413)  i 

4»  r = b X (Astr.  1246); 

5*  fang.  = tang.  jxy/ (Astr.  1240); 

Enfin  l’équation  suivante  donne  le  rapport  entre  les  quantités 
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constantes  a,  b,  e : 

6*  aa  — bb  ee , ( Astr . 34oa). 

»48i.  Pour  simplifier  les  opérations  , on  fait  ordinairement 
a = i ; alors  il  faut  employer  dans  les  calculs  numériques  , des 
valeurs  d e b , e , r proportionnelles  à la  valeur  de  a = i.  Par 
exemple  ,les Tables  de  Mercure,  de  DelaLande,  Jonnent,  (pag.  no), 
a — 38710;  e = 7955,  4*  Si  on  fait  a = 1 , la  valeur  de  e sera 
7g55 .4 

38710  ' 

1483.  Des  équations  (1480)  se  déduisent  les  quatre  suivantes, 
qui  sont  fort  utiles,  et  que  nous  démontrerons  (1484). 


T 9>x  = 


Z* 


■ - X cos.  x 


8* 


9* 

10* 


9ir  — — B'1  X ^ X sin.ni 

n o sin.  u 

$>u  _ &X  X ^771 

^=^xj 


>483.  Ces  quatre  équations  ne  sont  exactes  que  lorsque  les  dif- 
férentielles  sont  infiniment  petites.  Dans  les  autres  cas  je  leur  sub- 
stitue les  suivantes,  comme  beaucoup  plus  approchées,  (i4aaj. 

â*  . 1 

e 5 

» + - X cos.  (x  + i &x) 


II*  = 


ia*  = — %z  x J2P  X Sin.(tt  + 

.4-  > = 3*  x pffjTj.. 

1484.  Démonstration  des  équations  (148a). 

En  diiférentiant  l'équation  1*,  on  en  déduit  la  7*. 

En  substituant  la  valeur  ainsi  trouvée  de  fyx,  dans  la  diffé- 


rentiation de  la  a*,  on  a #r  = — f (a<)  ■ 


ae  sin.  z 


1 + - COS.  X 

a 


53 
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oe wn.ua» ^ (4*)j  c,preg,ion  qU'ii  faut  diviser  par  R',  (63 1) , 

les  quantités  et  $ z n’étant  pas  de  même  nature,  (1427). 
Je  differentie  la  5*,  et  substituant  tang.  j u cot.  i x , au  lien 

X tang.  ; u cot.i  xj  d’où 


ï 


U 

m .»  #\  n WH*  ; tt  COS-  J U n âlïl.  U fm  a « 

je  tire  — . â-*  X 6i0.iXCos.  {x  ” x JhTT»  6)’ 

Mais  cette  équation  devient,  au  mojen  de  la  4*  > $«  = 

X -•  J’introduis  la  valeur  de  $x  tirée  de  la  7*,  et  il  en  résulte 

Btu  — } X 


A* 


1 H COS.  X 

a 


=,- ïl£jrô=  3*  *£.(.•> 


Les  formules  fondamentales  (1*  à ioa),  que  j’ai  réunies  pour  la 
commodité  des  Astronomes , en  j ajoutant  de  nouveaux  secours 
(i483),  vont  me  servir  utilement  popr  la  résolution  de  divers 
problèmes,  dans  lesquels  je  suppose  toujours  connues  les  quantités 
a , b , e. 

1485.  Problème  de  Kepler.  Étant  donnée  l’anomalie 
moyenne , trouver  l’anomalie  vraie. 


SoLbTiON  I.  Toute  la  diffioulté  consiste  à trouver  l'anomalie 
excentrique,  puisque,  cet  élément  connu,  l’équation  5*  donne 
aussitôt  la  solution  du  problème.  Nous  nous  bornerons  donc  à 
chercher  x par  le  mojen  de  l’équation  1*1  et  comme  il  n’j  a point 
de  méthode  rigoureuse  pour  la  résoudre , nous  emploierons  ici  la 
méthode  générale  d’approximation  que  nous  avons  proposée  (940), 
parce  qu’aucune  autre  ne  nous  parait  plus  expéditive. 

Si  l’on  donne  à x une  valeur  arbitraire , l’équation  1*  produira 
une  erreur  sur  la  valeur  de  z.  Avec  eette  erreur  $ z , on  détermi- 
nera ensuite,  au  mojen  de  l’équation  u*,  la  correction  $x  que 
doit  subir  la  valeur  supposée  de  x,  pour  devenir  exacte.  Un 
exemple  démontrera  la  justesse  et  la  brièveté  de  cette  opération. 

i486.  Soit  z — 90’  , et  cherchons  x dans  l’orbite  de  Mercure. 
Pour  donner  à x dans  l’équation  i*  une  valeur  supposée,  très- 
approchée  de  la  valeur  exacte , j’observe  d’abord  que  lorsque  x 
est  < 180%  on  a toujours  z >■  æ,  au  contraire  z < x quand 
x est  > 180’ , puisqu’alors  sin.x  est  négatif  (7").  Daus  le  cas 
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proposé,  je  dois  donc  supposer  x < z.  Je  commence  le  calcul  de 
l’équation  i*  par  la  réduction  en  degrés,  de  la  valeur  de  ~.  £n 
prenant  les  élémens  dans  les  tables  de  De  la  Lande , je  trouve 

log.  e = 3,  9006630 
compl.  log.  a ==  5,4121768  . . 

. log.  ^ ssa  9,  5 1 38Î88  •"  •> 

(63i},  log.  R'  = t,  7581216 
log.  constant  1, 0709614 

t • - • 

Et  par  conséquent  jxR'asn'  environ.  Poqr  achever  le  calcul 

de  l’équation  1*,  il  s’agit  de  cboisir  un  are  x tel  que  son  sinus 
multiplié  par  12’  donue  un  produit  égal  kz  — se,  ou  à 90  — x 
dans  le  cas  présent.  En  ouvrant  les  tables  des  sinus  naturels , je 
reconnais  facilement  que  sin.  79°  serait  trop  grand , et  sin.  7 8*  trop 
petit.  Je  fais  donc  x = 78°  3o',  et  réduisant  en  secondes  la  valeur 

de  | x R*  en  multipliant  cette  valeur  par  <5fioo,  je  termine  le- 
calcul  comme  il  suit  : 

long,  constant  1, 0709614 
log.  S600  = 3,  5563oa5 
log.  sin.  78*  5o'  = 9,9911937 

f - ■ ■ ■■  ■ ■. 

Somme  4>  6184566 
Donc  î x R'  X sin.  78*  3o'  = 4i539*,  06 
Mais  z — - * ss  1 1*  3o'  = 41400',  o° 

Donc  l’erreur  $ z = 139',  06 

’ : ’C  H ! 

Je  suppose  par  approiimation  $x>  as  £z , ce  qui  donné  î sa. 
1 io.  environ.  J’observe  que  mon  calcul  donnant  .pour  Z une  va* 
leur  trop  grande-,  la  correction  $,x  doit  être  négative , et  je  fais 
le  calcul  de  l’équation  1 1*.  * 


430- 


ciiaiv  xxin.  nÉsoturroiT 


log.  ^ pris  ci-dessus  = 9,31284 
log.  COS.  (x  — i $x  = 78*  a8'  5°')  = 9»  5o°38 
* Somme  8,  GiSaa 


Donc  j X cos.  (x  — I $•*)  = 0,  04104 
compl.  log.  i,o4i®4  = 9,  98253 

lt>g-(<§U  = ^ÿ»06)  = 2>  l432° 

log.  $x  = a,  »3573 

ce  qui  donne  £,x~ — i33*,  58~  — a'  i3',  58*,  et  par  couse-- 
quent  x = 78“  a7'  46',  42.  Cette  valeur  est  juste  à moins  d’un  rÿ? 
de  seconde  , comme  on  pourra  le  vérifier  en  l'employant  pour  cal- 
culer l'équation  i*. 

1487.  Pour  démontrer  d’autant  plus  l’utilité  générale  de  ma 
méthode,  soit  z — 180*  12’  27*,  83,  et  soit  demandé  de  trouver  x 
dans  l'orbite  de  la  comète  de  i75g , en  faisant  usage  des  élémens* 
donnés  par  De  la  Lande  (-.dsi,  3187). 

log.  (e  = 17,49326)  = 1*  3438460 ■ 
compk  log.  (a  = 18,  o757.6)  = 8, 7429035 


log.  = 9,  9857495 
log.  R*  = 1,  758iaa6 


log.  constant  1,  74387ai 

Donc  - x R*  = 55*  environ*  H faut  trouver  le  sinus  d'un  arc  x,. 

de  sorte  que  le  produit  de  ce  sinus  par  55°  soit  égal  à z — x.  En 
négligeant  pour  cette  recherche  les  180”  dans  l’une  et  dans  l’autre 
anomalie  , ce  produit  pris  avec  le  signe  positif  sera  x — i3. 
Après  quelques  épreuves  sur  les  tables  des  sinus , je  trouve  que 
sin.  5“  10' = 0,09  peut  satisfaire  au  cas  proposé , puisque  55°  x 
o,  09  = 4*,  95  = 4“  5/  = 5°  10'  — s3'.  Je  fais  donc  x — i85°  io?. 
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log.  constant  1,7438721 

log.  36oo  = 3, 5563oa5 

log.  sin.  i85‘  10'  = — 8.9544991 

(i440,  Somme  — 4,3546737 
Et  par  conséquent  ~ x R'  X sin.  i85*  10'  = — 17975*,  30 
Mais  z — ■ x ss=  180*  ia'  37' , 83  — i85*  10'  = — 17853',  17 

Donc  l’erreur  = 123*,  o3 

Ce  calcul  donne  la  valeur  de  z trop  petite;  celle  de  $ x sera  donc 
additive.  Pour  les  comètes , on  ne  peut  supposer  $ x = $ z.  Ainsi,, 
dans  le  calcul  de  l’équation  11*,  il  faut  employer,  pour  arriver  à 
«ne  première  approximation,  cos.  x au  lieu  de  cos.  (r  + 5^ x),- 

log.  ^ pris  ci-dessus  = 9, 98575 

log.  cos.  (a:  = i85*  io')  = — 9,99833' 

• 

Somme  — 9, 98398 

Donc  | x cos.  x = — • o,  9638 

eompl.  log.  ^i  + ^ cos. a:  r=  o,  o36a^  =s  1, 44ia9 
loS'Câz:=  ,a5'»°3)  ==  0,09001 

log.  $,x  — 3,  53 1 3o' 

On  a donc,  pour  première  approximation,  $x  3=  56'  39*.  Cette 
correction  étant  considérable , on  s’en  servira  pour  recommencer 
le  calcul,  si  l’on  veut  obtenir  un  résultat  très-exact.  On  aura  alors 

e-  x R'  X sin.  186=  6' 40'  =b  -r  21249',  4®3 
z — • x = 180’  ia'  37',  83  — 186*  6'  40'  = — aia5a',  170 
Dono  l’erreur  $ z = a',  687 

Donc  ^ cos.  (x  s=  t86”  6'  40'  ) = — o,  96333 , en  faisant  usage  des 
logarithmes  à six  décimales;  et  $x  = 0~^,7g  =:  1'  u',iaa,  Le 
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calcul  ayant  donné  * trop  grand,  cette  correction  doit  ici 
se  soustraire.  Ponr  l’avoir  avec  encore  plus  de  précision  , qu'on 
emploie  actuellement  cos.  (x  — = 186"  6'  4')  au  lieu  de  cos.  x 

dans  le  dernier  calcul,  comme  le  prescrit  l’équation  ii*,  et  l’on 
trouvera  ^x  = — x'  11%  16,  correction  absolument  exacte,  puis- 
que si  l’on  calcule  l’équation  i*  en  faisant  x = 186*  5'  38',  84,  on 
trouve  précisément  z — 180*  xa'  37’,  83. 

Comme  les  comètes  ne  sont  visibles  que  dans  le  voisinage  du 
périhélie,  et  que  par  cette  raison  c’est  ordinairement  de  leur  péri- 
hélie que  se  comptent  leurs  anomalies,  il  faudra  réduire  ces  ano- 
malies comme  si  elles  étaient  comptées  de  l’aphélie  , lorsqu'on 
voudra  faire  usage  des  équations  (1480  à i483)  qui  sont  construites 
dans  cette  hypothèse.  Pour  cet  effet  on  ajoutera  180°  aux  anoma- 
lies données , après  le  passage  an  périhélie , et  avant  ce  passage 
on  prendra  leur  supplément  à 180°. 

1488.  Solution  II.  En  poussant  jusqu’à  la  neuvième  puissance 
de  l’excentricité  les  opérations  de  De  la  Lande  ( Astr . 3483),  dam 
lesquelles  a = 1 , on  trouve 

z = 

« + 2 e sin.  u -f  (Je*  •+•  £ e*  + & e‘  -f-  rîj  ) »»“•  2 « 
■+■  ~f~  rt  e’~hirïe})  sin-  sin<4n 

+ fô{i+ne’  + <rie')  sia.5u-h  (ttï^  + rfïO  sin.ôa 
+ C TS e’  -1-  rlî  *’)  sin.  7 u 7517  C*  Sin.  8 u -f-  77^1 e>  sin.  gu. 

1489.  Cette  série,  convertie  par  la  méthode  que  j’ai  proposée 
(951  à 957) , me  donne  la  suivante  qui  résout  le  problème  : 


u =s 

2 — (ae  — 7 ®5  + & c5  -f*  Jffi  C + 7$Uh  e>  ) sin*  z + 

(♦**—  sin.az— (He*— ffa’—  r^he»)  sin.  3z 

+(W  e4—  ÎH«H-  iV/AO  sin.4r-CVi”«l-^P.  e’+%gyae>)sùi.5z 
H-  ( «s  - HH  *«•  6 5 - C^rf  e’  — 455  ) 7 * • • • • 

■+■  ÏAÎU  e*  sin.  8 z - e’  sin.gz. 


'49° • Les  deux  précédentes  équations  donnent  la  valeur  de  z oo  u 
en  parties  de  It  x=  1 , telles  que  sont  les  aies  de  la  table  (AA).  Si  on 
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veut  la  valeur  de  x <✓}  u en  secondes , il  faut  multiplier  par  R* 
les  coefhciens  de  sin  a,  siu.au,  etc.  et  de  sin.  z,  sin.az,  etc. 

M.  Jeaurat  ( Mémoires  présentés  à l'Acad.  Tom.  IV.  pag.  Go5) 
a donné  une  série  poussée  jusqu’à  e‘,  laquelle  sert  à trouver  de 
même  le  rajon  vecteur  par  l’anomalie  moyenne. 

1491.  Solution  III.  Je  mets  dans  l'équation  i*  la  valeur  (267) 
de  sin.  x ; puis  je  convertis  (a58)  la  série  contenue  dans  le  second 
membre,  et  faisant  la  distance  aphélie  « + e = m,  j’obtiens 


x = -z  •+■ 


,3  , <)g*  — <•  5 1 aa5  ea  — 54  <■’  + e 

' *•'  ' * ' 5040/71'“  *’  


m ■ 6m*  ” *■  ' 130  m' 

noa5 «I  — 4*3i  v’  + 243»*  — * 
36a88o  m'4 


etc. 


i4ga.  Ensuite  je  substitue  dans  l’équation  5*  la  valeur  (a8i)  de 
tang.  î®,  puis  celle  des  puissances  de  x,  tirée  de  l'équation  ci-dessus, 
et  j’ai  tang.  { u exprimée  en  puissances  impaires  de  z.  De  cette 
valeur  de  tang.  \ u,  je  forme  les  puissances  impaires , et  je  les  in- 
troduis , au  lieu  de  celles  de  tang.  A , dans  la  série  (a5a) , laquelle 
ainsi  réduite,  me  donne  la  valeur  de  J u ; enfin , faisant  la  distance 
périhélie  (<r  — e)  — n , je  parviens  à la  solution  suivante  du  pro- 
blème. 


/ , e , . lie’  — e , . 

“ = (2  + 37^  2 + “foTST  2 + 


36c  e*  — Sq  e*  -f-  e 

35307719 


z’  + 


201 60  e*  — 6973  e1  -f-  3o€  e*  — e 

rïl^îôm7* 


z>  + 


i4g3.  Cette  série  convertie  donne  encore  , si  l’on  veut , la  cor- 
respondante à la  série  (1488)  , comme  il  suit  : 


8 p*  -f-  e 
60  n* 


U*  — . 


i36  e3  43  e*  + e - 
T 4 ■ U1 

mon  rr* 


e*  -f-  ai45  e3  186  p» 

181440** 


±-‘  »•  - elc.  ) j/i 


1 4f>4-  Le*  nouvelles  séries  que  je  donne  dans  cette  solution  ont 
leurs  avantages.  Elles  sont  surtout  supérieures  aux  anciennes  séries 
(>488 , 1/489)  , en  deux  points.  1*.  Dans  les  coefficiens  de  celles-ci , 
les  puissances  ultérieures  de  e sont  négligées;  aucune  quantité  n’est 
omise  dans  les  mien?,  a”.  Jusque  vers  4 5“ d'anomalie  moyenne,  les 
anciennes  séries  sont  moins  convergentes  que  les  nouvelles. 

Je  crois  cependant  à propos  d’ajouter  encore  la  série  suivante  , à 
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laquelle  on  parvient,  en  substituant  dans  la  a*  la  valeur  (a85)  d» 
cos.  x , puis  celle  des  puissances  de  x tirée  de  la  série  (i4gt)- 

c . 3 e'  — e ^ 45  e3  — a 4 «*  + e « 

r =~  m ' a ni*  2 24  n?  ~ 72O  în* 

■ 575  f»  — 1107  e1  + 117  t’  — t z,  etc 

4ojao  /»“ 

i4g5.  Trouver  une  méthode  expéditive  pour  calculer  let  tables 
de  l'équation  du  centre , et  du  rayon  vecteur  d'une  planète. 

On  peut  employer  les  formules  (ta*,  14*)  pour  faire  ces  calculs 
avec  beaucoup  de  promptitude , et  d'ailleurs  avec  autant  d’exac- 
titude qu’on  peut  le  desirer.  Nous  en  donnerons  un  exemple,  en, 
cherchant  l’équation  du  centre  et  le  rayon  vecteur  de  Mercure 
pour  î*  d’anomalie  moyenne. 

Partons  de  z = o ; alors  r — a -f-  e , et  $ 2 = 1*.  En  calculant 
l’équation  14*  avec  les  élémens  ( 1461  ) » et  employant  dans  le 
premier  calcul  r au  lieu  de  (r  + ic lr)>  parce  que  $ r nest  pas 
encore  connu , on  a 

log.  ($  : = 36oo')  — 3, 5563oi5 
log.  a =s  4,  587835a  - 
(6*),  log.  b = 4.  5784535 

log.  constant  3,733578a 
eompl.  log.  rr  = o,  6630100 

log.  = 3,  384588 

Et  par  conséquent  = 4°'  à très-peu-près. 

* Nommant  q l’équation  du  centre  , on  sait  que  z — u =:  tf  » 
ce  qui  donne  — gu  = $q.  Donc,  dans  notre  exemple, 

$<7  = 60' 4o'  34'  = ig'  56'.  C’est  la  différence  de  l’équation 

du  centre  , de  2=0  1 !=  i’.  Mais  (i493)  lorsque  z — o^  on 
a de  même  u — o , et  par  conséquent  q — o.  Donc  lorsque 
u — 40' 34' , et  q=:  19' 36';  ce  qui  est  précisément  l’équation 
du  centre  de  Mercure  , à i*  d’anoraal  v moyenne  , dans  les  Tables 
de  De  la  Lande. 

1496.  Pour  le  calcul  du  rayon  vecteur,  il  est  a propos  de  con- 
vertir l’équation  ta',  de  manière  qu’elle  donne  les  différences  des 
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logarithmes,  parce  que  ce  non!  Ica  logarithmes  que  les  tables  ren- 
ferment. En  prenant  le  premier  terme  de  la  série  (lyS)  , beaucoup 
plus  exact  que  le  premier  terme  de  la  série  (D)  , on  a $ log.  r 

= M X - — ‘V  5-  ; et,  en  substituant  la  valeur  (i483)  de  $r, 

T T“  ï 


9>  log.  r = — 


M a e^z 

«r 


. . sin.  (u  + i&u) 
r-'i 


équation  qui  se  calcule  comme  il  suit  : 

(392),  log.  M = 9,6377845 
log.  a = 4*  5878232 
log.  e = 5,  9006629 
log.  $ z = 3, 5563025 
compl.  log.  b = 5, 4at5475 
(63i),  compl.  log.  R*  = 4>  6855749 


log.  constant  1,  789694 
log.  sin.(u-f-  î = o”  20'  12')  = 7,  769076 
compl.  log.  (/•=  a -f-  e)  — 5,  53ioo5 


l°g-  (—  â l°g-0  = 4. 889774 

Ce  logarithme  donne  $ log.  r = — o,  0000078 
Mais  log.  r s=  4>  6689960 


Somme  4>  668987 

Dans  les  tables  de  De  la  Lande , ce  log.  du  rayon  vecteur  de  Mer- 
cure , à ï*  d’anomalie  moyenne  , se  termine  par  un  5 , à cause 
de  quelque  légère  différence,  à ce  qu’il  parait,  dans  les  élémens 
(1481)  qu’il  a employés. 

1497.  La  valeur  trouvée  de  $ log.  r sert  à corriger  les  denx 
calculs  précédées  où  on  aurait  dû  employer  log.  (r  — • 4 $r)  au  lieu 
de  log.  r.  Cette  correction  se  réduit  à ajouter  4 au  dernier  chiff  e 
de  log.  ( — $ log.  r)  , ce  qui  n’altère  point  dans  ce  cas  la  valeur 
de  $ log.  r,  et  à ajouter  8 an  dernier  chiffe  de  log.  , ce 
qui  donne  plus  exactement  $ u = 40<  a4*<  55. 

1498.  En  faisant  z = 1”,  on  trouvera  de  môme  les  valeurs  de  u 
et  de  q correspondantes  à zssn’j  et  on  procédera  de  la  mémo 
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manière,  de  degré  en  degré.  Pour  se  convaincre  de  la  promptitude 
de  ces  opérations,  il  suffit  d’observer  i“.  que  la  marche  des  valeurs 
successives  de  $ log.  r avertit  le  Calculateur  de  la  valeur  très- 
approchée  de  la  quantité  log.  ( r — ’ $r)  qu’il  doit  employer  dans 
chaque  calcul-,  cc  qui  lui  épargne  le  travail  des  corrections: 
2’.  qu’au  moyen  des  logarithmes  conslans  , les  deux  calculs  de 
l’équation  du  centre  et  du  rayon  vecteur  n’exigent  d’autre  recherche 
que  celle  de  trois  logarithmes  pour  chaque  degré  d’anomalie 
moyenne. 

1499.  On  pourrait  craindre , en  se  servant  de  formules  dont 
l’exactitude  est  à la  vérité  très-approchée  , mais  non  pas  rigou- 
reuse, que  l’accumulation  des  erreurs  ne  devînt  telle  qu’elle  dilt 
mériter  attention.  Mais  il  sera  facile  de  se  rassurer  en  faisant  de 
temps  en  temps  les  calculs  parle  moyen  des  équations  ( i*,  a*.  5‘), 
et  cherchant  x par  la  méthode  (i485j.  Je  suppose,  par  exemple, 
quo  ces  calculs  plus  rigoureux  se  fassent  de  3o’  en  3o”  d’anomalie 
moyenne.  Ensuite  pour  faire  avec  plus  de  sûreté  les  calculs  inter- 
médiaires au  moyen  de  mes  formules  différentielles,  i*.  on  tiendra 
compte  des  centièmes  de  seconde  , dans  la  formation  des  valeurs 
successives  de  u et  de  q *,  2°.  on  formera  les  logarithmes  successifs 
du  rayon  vecteur  au  moins  avec  une  décimale  de  plus  que  ce  qu’on 
veut  en  donner  aux  logarithmes  de  la  table;  5°.  on  partira  de  0° 
d’anomalie  moyenne  pour  monter  jusqu’à  1 5’ , et  de  5o’  pour  des- 
cendre jusqu'à  15"  : on  s’y  prendra  de  même  pour  les  autres  in- 
tervalles. 

1500.  Observons  que  les  équations  12',  14*,  et  au  lieu  de  celles-là, 
les  8*  et  io*  sont  singulièrement  propres  à fournir  avec  une  grande 
précision  les  parties  proportionnelles  dans  les  tables  déjà  faites  ; 
lorsque  par  la  règle  de  trois  qu’on  emploie  ordinairement  on  ne 
pourra  obtenir  toute  l’exactitude  desirée  , à cause  de  la  trop  grande 
inégalité  des  variations  de  l'équation  du  centre,  et  du  logarithme 
du  rayon  vecteur. 

1501.  Trouver  la  plus  grande  équation  du  centre  d'une  planète. 

Au  point  de  la  plus  grande  valeur  de  q , on  a $17  = 0,  (228}} 

par  conséquent  l’équation  ( «4o5J  , &Ç  = — 9lu  > donne, 

dans  ce  cas,  = $«,  Donc  alors  ab  = rr , (1482),  ou 
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i b = —bb » («480)-  De  celle  dernière  équation  on 


cos.  u — 


i5oa.  Celte  formule  est  simple  et  peut-être  neuve.  Mais  comme 
la  différence  entre  les  deux  termes  du  numérateur  se  trouve  ordi- 
nairement petite  , ce  qui  peut  nuire  à l’exactitude  des  secondes 
dans  la  valeur  d eu,  je  transforme  cette  équation , et  j'ai  (I.  430  * 


/* 


i5o3.  Je  considère  alors  que  (a  — e)  (a  c)  — bb,  (>4®°)  : 
prenant  dans  cette  équation  les  valeurs  do  a + e = aJ_~  et  8e 

a — e = e , les  substituant  dans  l'équation  précédente  , et 

divisant  la  fraction  par  b 1/  j'obtiens  l’expression  suivante 
qui  peut  être  plus  commode  pour  l’usage  des  logarithmes  : 


/.-jÿ. 

!“  = \/wîf- 

y a — e 


L’une  ou  l'autre  de  ces  deux  dernières  formules  fera  connaître  . 
avec  précision  l'anomalie  vraie  correspondante  à la  plus  grande 
équation  du  centre.  La  valeur  trouvée  de  tang.  j u sera  utile  pour 
le  calcul  de  l'équation  5*  (1480)  , qui  fera  connaître  l’anomalie 
excentrique , de  laquelle  on  déduira  ensuite  l’anomalie  moyenne 
en  employant  l’équation  i'  ; et  enfin  l'équation  q = Z — u,  (1495), 
donnera  la  plus  grande  valeur  cherchée. 

1 S04.  Trouver  une  méthode  expéditive  pour  calculer  la  table 
générale  du  mouvement  des  comètes  dans  une  orbite  parabo- 
lique. 

Nommons  t le  temps  écoulé  depuis  le  passage  au  périhélie , de 
la  comète  de  109  jours  : (c’est  ainsi  qu’on  appelle  la  comète  dont 
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le  rayon  vecteur  dans  le  périhélie  serait  égal  à la  distance  moyenne 
du  Soleil  à la  Terre,  parce  que  celte  comète  , en  partant  du  péri- 
hélie, parcourrait  go"  d’anomalie  vraie  en  10g  jours).  Nous  consi- 
dérons le  temps  t comine  compté  en  jours  et  décimales  de  jours. 

On  a (De  la  Lande,  Astr.  5u5J  , 


W ,anS’J  * “ ■+-  3 ,an&-  * “ = Ïcg7<fï54  5 

Et  en  différentiant,  »+_g*g  _ 

a cos.*  J u 


aco».*iu  ’ i09,b'i54  a^cos.*i  u 
( i + tang’.  ; = (T.  19').  Je  mets,  pour  pins  d’exac- 

titude, (g4> )>  cos.  ) («+ ’^tt)  au  lieu  de  cos.  {u,  et  j’ai 

tSp;  x «».«  *(«  + }*«). 


(G). 


Bu 


Le  facteur  R"  est  nécessaire  pour  obtenir  en  secondes. 

i5o5.  Il  est  évident  que  la  fraction  étant  une  quantité 

constante  dans  le  calcul  d’une  table , ce  calcul  doit  se  faire  très- 
rapidemeDt  en  employant  la  formule  que  je  viens  de  donner.  Il 
sera  aussi  très-exact,  (et  même  plus  que  par  la  solution  directe 
de  la  formule  (F)  au  moyen  de  ma  table  V),  lorsqu’on  tiendra 
compte  des  centièmes  de  secondes  dans  la  formation  des  valeurs 
successives  de  u , comme  je  l’ai  dit  (*499)#  et  lorsque  pour  obvier 
à l’accumulation  des  petites  erreurs  , on  résoudra  par  intervalles 
l'équation  (F),  en  employant  la  valeur  de  u trouvée  par  le  moyen 
de  l'équation  (G),  cherchant  celle  de  t , et  faisant  le  calcul  avec 
les  nombres  naturels.  L’erreur  dans  la  valeur  de  t étant  connue, 
il  sera  facile  de  corriger  l’erreur  de  u , en  employant  la  même 
formule  (G). 

La  table  générale  du  mouvement  des  comètes  a été  recalculée 
avec  le  plus  grand  soin  et  augmentée  par  Delambre  ( Tables  de 
De  la  Lande  , pag.  ao4).  Cependant  les  formules  (F)  , (G)  peuvent 
encore  avoir  leur  application , soit  pour  la  vérification  de  cette 
table  ou  de  toute  autre  de  la  même  espèce,  soit  pour  trouver  les 
quantités  intermédiaires  ou  les  parties  proportionnelles  avec  la 
plus  grande  précision. 


i5o6.  Déterminer  par  trois  observations  la  position  du  cours 
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d'une  comète , supposé  uniforme  et  en  ligne  droite.  ( Newton  , 
Arilh.  univ.  Sect.  4»  Cliap.  II.  Probl.  XXX). 

Soit  l'observateur  en  A ; la  comète , au  moment  <3c  la  première  Eig.  8*. 
observation,  en  B;  au  moment  üc  la  seconde  , en  C;  do  la  tioi- 
sièrae , en  D.  On  connaît  le  rapport  BC  : CD , ou  BC  : BD  , 
puisqu’on  suppose  le  mouvement  proportionnel  aux  intervalles  de 
temps  entre  les  observations  respectives.  On  connaît  déplus,  par 
les  observations,  les  angles  BAC,  CAD.  L'angle  B est  ce  qu’on 
cherche. 

AR 

Or  (III.  >*),  BC  = — B . ;ln.Bc-BAd>  ™ = , 


AB 

coj.  B -f  s*n-  B cot.  BAL) 


. On  a donc  BC  : BD  ::  cos.  B -j-  sin.  B 


cot.  BAD  : cos.  B -f-  sin.  B cot.  BAC  ; et , en  divisant  le  second 
rapport  par  cos.  B , BC  : BD  ::  1 -f-  tan  g.  B cot.  BAD  : 1 -f- 
tang.  B cot.  BAC.  D’où  l’on  déduit 

6 BC 

„ BD  — BC  1 BB 

tang.  B — BC  cot.  BAC  _ bd  cot.  BAX>  “ B C,  ~ ’ 

jrjc  cot.  BAC  — cot.  BAD 


1 507 . Trouver  le  mouvement  horaire  d'une  planète  en  longitude. 

En  nommant  le  mouvement  horaire  moyen  en  longitude,  $ u 

le  mouvement  horaire  vrai  sur  l’orbite , ces  mouvemens  et  ceux' 
d’anomalie  correspondans  étant  sensiblement  égaux  pour  un  temps 
d'une  heure;  la  formule  (i483,  14*)  donne  la  solution  de  ce  pro- 
blème avec  plus  d’exactitude  qu’on  n'en  peut  desirer  dans  un  pas- 
sage de  Mercure  ou  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil  : la  io* 
suffira,  lorsque  le  problème  n’exigera  pas  autant  de  précision. 

1508.  Si  l’on  veut  avoir  le  mouvement  horaire  réduit  au  pIan'Fig  6l. 
de  l’écliptique,  qu’on  représente  ce  mouvement  par  AE,  et  le  mou- 
vement correspondant  sur  l’orbite  par  CD.  Puisque  A = 90”  = E, 

les  angles  A et  B sont  constans,  et  changeant  C en  A et  A en  C 
dans  l’analogie  infinitésimale  (i555),  on  aura  $AB  : $BC  :: 
cos.  B : cos.*AC.  Mais  AC  est  la  latitude  hélioceulriquc  de  la 


planète,  B l'inclinaison  de  l’orbite,  $BC=  CD  = $0.  Donc 
en  faisant  AE  ou  $ AB  = $1/,  et  mettant  dans  l'analogie  la  va- 
leur (»4®a»  »o*)  de  $u,  on  aura 


cos.  inclin, 
cos.'lat. 
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i5og.  Trouver  le  mouvement  horaire  d’une  planète  en  latitude. 

La  distance  à une  planète  , comptée  de  son  nœud  ascendant , 
selon  l’ordre  des  signes , sur  l’orbite  , se  nomme  argument  de  lati- 
tude. Comme  le  mouvement  du  nœud  est  insensible  dans  nn  temps 
d'une  heure,  on  a frarg.  lat.—  ÿ, long.  plan.  = (1507).  Cela 

posé,  je  prends  l’équation  (De  la  Lande  , Astr.  i iag)  , sin.  lat.— 
sin.  incl.  sin.  arg.  lat.  — sin.  incl.  sin.  dist.  fl  , et  diiférentiant,  j’ai 
$ lat.  cos.  lat.  =$  u cos.  dist.  fl  sin./«c/.  = $ «sin.  lat.  cot.  dist.  Q. 
En  substituant  la  valeur  de  $ u,  (148a  , 10'),  et  désignant  encore 
par  $,z  le  mouvement  horaire  mojen  en  longitude,  j’obtiens  la 
formule  suivante  ; 

$ lat.  = X ^ X fang.  lut.  cot.  dist.  fl. 

i5io.  Trouver  le  mouvement  des  nœuds  des  orbites  des  planètes , 
sur  l'écliptique , produit  par  les  attractions  réciproques. 

Eig. 87.  Soit  AB  l’écliptique,  et  supposons  que  les  signes  procèdent  de  B 
en  A;  soit  AC  l’orbite  d’une  planète  P , et  BC  l’orbite  d’une  autre 
planète  p.  Je  considère  d’abord  l’effet  de  l’attraction  de  la  pla- 
nète p , en  raison  duquel  le  nœud  C des  deux  orbites  rétrograde 
sur  l’orbite  BC,  de  sorte  que  l’orbite  troublée  AC  se  trouve,  par 
exemple,  dans  la  situation  ac.  11  est  visible  que  cette  perturbation 
n’altère  pas  l’angle  B : de  plus  l’altération  qu’éprouve  l’angle  C de 
l’inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites  est  si  faible , d’après  les 
observations,  que  relativement  au  mouvement  des  nœuds  on  peut 
la  considérer  comme  une  quantité  à-peu-près  nulle , et  supposer 
sans  scrupule  que  C = c.  Donc  le  triangle  ABC,  en  se  changeant 
en  aBc,  conserve  comme  constans  les  angles  B et. Ci  on  a par 
conséquent  (i35i)  : 

(H) $BC  •’  5 -AB  ::  1 : cos.  B+  sin.  B cos.  AB  cot.  A. 

Or  $BCest  le  mouvement  rétrograde  Ce  àe  l’orbite  troublée,  sur 
celle  de  la  planète  troublante,  et  la  quantité  de  ce  mouvement  est 
déterminée  par  la  théorie  de  l’attraction;  $AB  est  le  mouvement 
cherché  du  nœud  A de  l’orbite  troublée  , sur  l’écliptique  ; B ou 
CBA  est  l’inclinaison  de  l’orbite  perturbatrice  ; A ou  BAC  est  le 
supplément  de  l’inclinaison  de  l’orbite  troublée  ; AB  est  la  distance 
entre  les  nœuds  des  deux  planètes  sur  l’écliptique.  Les  trois  der- 
nières quantités  sont  toujours  connues;  et  par  conséquent  notre 
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formule  (H)  a l’avantage  de  résoudre  immédiafement  le  problème, 
en  donnant  l’inconnue  sans  qu’on  soit  obligé  à aucun  calcul  préli- 
minaire pour  déterminer  la  valeur  de  quelque  autre  partie  du 
triangle  ABC. 

i5i  i.  Pour  trouver  maintenant  le  mouvement  du  nœud  de  la  pla-  Flg. 
nète  p , produit  par  l'attraction  de  la  planète  P , on  appellera  BC 
l'orbite  de  celle-ci , AC  l’orbite  de  p , transportée  en  ac  par  la 
perturbation-,  et  l'analogie  (FI)  résoudra  encore  ce  problème.  On 
observera  seulement  qu’ici  BAC  est  l’inclinaison  de  l'orbite  trou- 
blée, et  £ le  supplément  de  l'inclinaison  de  l'orbite  perturbatrice. 

Si  donc  l’on  nomme  PP  la  planète  troublante,  pp  la  planète 
troublée,  m le  mouvement  de  l’orbite  troublée  sur  celle  de  la  planète 
troublante,  et  qu’on  observe  qu’au  lieu  de  l’angle  d'inclinaison  de 
celle  des  deux  planètes  dont  le  nœud  est  plus  avancé  en  longitude , 
on  doit  employer  le  supplément  de  ce  même  angle,  l'analogie  (H) 
donnera  généralement 

(K)...Mouv.  du  nœud  = m(cos.  incl.PPd-iin.  incl.PP  coi.  dût.  nœuds cot.  incl. pp). 

)5ia.  La  fig.  87  suppose  rétrograde  le  mouvement  A a du  nœud  A 
sur  l’écliptique  ; la  fig.  88  le  suppose  direct.  Ce  serait  le  contraire, 
si  ca  coupait  CA  entre  les  points  A et  C,  comme  cela  arrive  aussi. 

J1  importe  donc  d’avoir  une  règle  générale  pour  déterminer  dans 
quel  cas  le  mouvement  cherché  est  direct,  et  dans  quel  autre  il  est 
rétrograde.  Les  signes  que  j’ai  donnés  aux  différentielles  dans  la 
construction  de  mes  analogies  conduisent  à cette  règle.  Puisque 
5l  BC  et  $ AB  ont  le  même  signe  dans  l’analogie  (H),  il  s’ensuit 
que  ces  variations  se  font  dans  un  même  sens  lorsque  le  quatrième 
terme  de  l'analogie  est  positif,  et  en  sens  contraires  lorsque  ce 
terme  est  négatif.  Or  dans  le  système  de  l’attraction , le  mouve- 
ment Ce  est  toujours  rétrograde ,-  ensorte  que  BC  diminue , et 
que  ^BC  est  négatif.  De  plus,  la  diminution  de  AB  indique  le 
mouvement  rétrograde  dans  le  cas  de  la  fig.  87 , et  le  mouvement 
direct  dans  le  cas  de  la  fig.  88.  Donc  le  mouvement  du  nœud 
ascendant  de  la  planète  troublée  est  ou  direct  ou  rétrograde,  selon 
que  le  nœud  ascendant  de  la  planète  troublante  est  plus  avancé  ou 
moins  avancé  en  longitude  que  le  nœud  de  la  planète  troublée. 
Cette  règle  suppose  positif  le  facteur  binôme  de  m dans  l’équation 
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(K)  : lorsqu’il  sera  négatif,  on  mettra  dans  la  même  règle  moins 

au  lieu  de  plus , et  plus  au  lieu  de  moins.  De  cette  manière  on 

n’aura  pas  besoin  de  consulter  une  figure  pour  se  guider  dans  le 

calcul. 

1513.  Appliquons  notre  solution  et  nos  règles  à un  exemple  dans 
lequel,  pour  abréger,  nous  ferons  abstraction  de  la  valeur  absolue 
de  $BC  et  de  $ AB.  La  longitude  du  nœud  de  Saturne  est  actuel- 
lement 35  aa*,  celle  du  nœud  de  Mars  i*  18“.  Donc  ta  distance 
des  nœuds  est  de  as  4*  ==  64* • L’inclinaison  de  l’orbite  de  Saturne 
est  de  a*  5o',  celle  de  l’orbito  de  Mars  de  i*  5i'.  Si  ou  oherebe 
reflet  do  l’attraction  de  Mars  sur  le  nœud  de  Saturne,  on  a log. 
cos.  incl.  PP  = log.  cos.  i°  5i'  = 9, 9998  ; et  log.  ( sin.  in  cl.  PP 
cos.  dis!,  nœuds  cot.  incl.  pp)— log  (siu.  1“  5i'  cos.  64’  cot.  1 77°  3o') 

— 9,6107,  logarithme  d’une  quantité  négative  (1 440-  Comme 
ce  logarithme  est  plus  petit  que  le  précédent,  il  s’ensuit  que  le 
facteur  binôme  de  m est  une  quantité  positive;  et  puisque  le  nœud 
de  Mars,  planète  troublante,  est  moins  avancé  en  longitude  que 
le  nœud  de  Saturne,  le  mouvement  du  nœud  de  Saturne,  en  vertu 
de  l’attraction  de  Mars,  sera  rétrograde. 

Si  l’on  chefclie  l’effet  de  l’attraction  de  Saturne  sur  le  nœud  de 
Mars , on  a log.  cos.  incl.  PP  ~ log.  cos  177“  3o'  = — 9>999®> 
et  log.  ( sin.  incl.  PP  cos.  dist.  nœuds  cot.  incl.  pp  ) ==  Jog. 
(sin.  177"  3o'  cos.  64*  cot.  i*  5i')  = 9,  77a3*  Le  facteur  de  m est 
donc  négatif,  et  par  conséquent  on  doit  changer  moins  en  plus 
dans  la  règle , et  les  mots  plus  et  rétrograde  se  correspondront. 
Mais  le  nœud  de  Saturne,  ou  de  la  planète  troublante,  est  le  plus 
avancé  en  longitude;  donc  aussi  l’attraction  de  Saturne  fait  rétro- 
grader le  nœud  de  Mars. 

1514.  Trouver  le  maximum  du  mouvement  du  nœud  d’un  sa- 
tellite sur  l'orbite  de  Jupiter,  causé  par  l'attraction  d'un  autre 
satellite. 

pe  87.  Soit  BA  l'orbite  de  Jupiter , BC  celle  du  satellite  troublant,  AC 
celle  du  satellite  troublé.  11  résulte  des  perturbations  continuelles, 
que  les  nœuds  A et  C rétrogradant  en  a et  en  c,  et  successivement 
de  plus  en  plus,  se  confondent  enfin  avec  le  nœud  B ; puis  l’orbite 
r,5  troublée  AC  passe  au-delà  et  s’avance  de  l’autre  côté  du  nœud  B, 
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jusqu'à  ce  que  le  noeud  A arrive  à la  plus  grande  distance  possible 
du  noeud  B.  Alors  l’orbite  AC  se  rapproche  de  nouveau,  les  nœuds 
A et  C reviennent  se  confondre  avec  le  nœud  B;  puis  le  noeud  A 
s'éloigne  de  B jusqu'à  ce  que  la  distance  AB  soit  la  plus  grande  Fi§. 8j. 
possible.  Le  nœud  A du  satellite  troublé  va  et  vient  ainsi  pério- 
diquement de  chaque  côté  du  nœud  B du  satellite  troublant.  Or  la 
plus  grande  valeur  de  AB  est  ce  qu’il  est  question  de  déterminer. 

1515.  Lorsqu’un  triangle  a deux  parties  constantes,  les  questions 
de  maximis  et  de  minimis  des  parties  variables  se  résolvent  iramé- 
diatementpar  la  Trigonométrie,  (on  enverra  (i65a,  iG56)  d'autres 
exemples),  sans  qu’il  soit  nécessaire  d’avoir  recours  aux  opérations 
quelquefois  pénibles  du  calcul  différentiel  qu’exige  la  règle  (228). 

En  effet  dans  le  triangle  ABC  on  a sin.  B : sin.  C ::  sin.  AC  : 
sin.  AB.  Mais  les  angles  B et  C sont  constans  (i5io)  : il  est  donc 
évident,  par  les  tables  des  sinus,  que  sin.  AB  sera  le  plus  grand 
qu’il  soit  possible,  quand  on  aura  AC  = 90%  et  que  si  alors  AB 
est  < 90’ , ce  sera  aussi  le  moment  du  maximum  de  AB.  Mais 
lorsque  AC  =90”,  en  premier  lieu  AB  ne  peut  être  de  90',  parc  a 
que  (1012)  B serait  aussi  de  90*;  ce  qui  n’est  pas,  puisqu’il  s’en  faut 
qu'aucun  des  satellites  de  Jupiter  ait  son  orbite  perpendiculaire 
sur  l’orbite  de  cette  planète  : en  second  lieu  AB  ne  peut  être  plus 
grand  que  go";  car  (VII.  16'),  comme  AC  = 90,  cot. B = — 
cos.  AB  cot.  A , ou  eos.  AB  = — fang.  A cot.  B , et  les  deux  angles 
A et  B du  triangle  ABC  étant  évidemment  et  nécessairement  d’es- 
pèces  différentes,  il  s'ensuit  que  cos.  AB  est  toujours  positif.  Donc 
la  distance  qu’apporte  entre  les  nœuds  de  deux  satellites  l’attrac- 
tion de  l’un  des  deux  ( abstraction  faite  de  la  réaction  du  satellite 
troublé  ) est  la  plus  grande  possible,  lorsque  l’intersection  com- 
mune de  leurs  orbites  est  à 90°  du  nœud  du  satellite  troublé. 

La  dernière  équation,  cos.  AB  — — tang.  A cot.  B , fera  dono 
connaître  aisément  la  plus  grande  valeur  de  AB. 

1516.  De  la  Lande  a le  premier  reconnu  que  les  perturbations 
doivent  altérer  l' inclinaison  des  orbites  planétaires  sur  l'éclip- 
tique ; découverte  très  - importante , surtout  par  son  application 
aux  changemens  d’inclinaison  des  orbites  des  satellites  sur  l’orbite 
de  Jupiter.  Comme  je  ne  crois  pas  que  pour  déterminer  ces  chan- 
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gemens  on  puisse  rien  ajouter  à la  formule  et  à la  règle  données 
par  ce  célèbre  Astronome  ( Aslr . à i38i),  je  me  contente 

de  les  indiquer  au  Lecteur. 

iSij.  Trouver  le  changement  de  l’ascension  droite,  de  la  longi- 
tude, de  la  latitude  et  de  l'angle  de  position  des  astres , et  celui  de 
l'obliquité  de  l'écliptique,  occasionnés  par  l’attraction  des  planètes 
sur  la  Terre. 

Fig .8-.  Soit  AC  l’écliptique,  l’ordre  des  signes  de  A en  C,  AB  l’équa- 
leur,  A le  premier  point  du  bélier  , BC  l’orbite  d’une  planète  dont 
l’attraction  sur  la  Terre  déplace  l’écliptique  de  AC  en  ac.  Les 
angles  B,  C étant  constans  (i5io),  et  la  théorie  de  l'attraction 
donnant  la  quantité  Ce  que  nous  avons  appelée  m , on  demande 
d’abord  la  valeur  de  A a,  variation  de  AB,  ou  de  l’ascension  droite 
des  astres  qui  se  compte  du  point  A , et  la  valeur  de  (CAB  — coB), 
variation  de  l’angle  A,  ou  de  l’obliquité  de  l’écliptique.  Or  (j34g, 
i34o),  $BC  : $AB  ::  sin.  A : sin.C cos.  AC, et  $BC  : $A  :: 
1 : sin.'AC  sin.  C.  Donc , nommant  PP  la  planète  troublante , 
fl  la  longitude  de  son  noeud  ascendant,  on  a 

«in.  incI.PP 

(K) . ..  vanat.  asc.  dr.  = m cos.  fl  X Mn  M:q 

(L) . . . variai,  obliq.  = m sin.  fl  sin.  in  cl.  PP. 

Dans  le  calcul  de  ces  formules  la  valeur  de  m doit  être  emplojée 
négativement  (i5ia)  ; ensorte  que  l’ascension  droite  et  l’obliquité 
diminuent,  lorsque  cos.  fl  et  sin.  fl  sont  respectivement  positifs, 
(73). 

En  appliquant  ces  formules  à chacune  des  planètes  successive- 
ment, et  prenant  la  somme  des  résultats  de  chaque  formule,  on  a 
l’effet  total  des  perturbations  planétaires  sur  l’ascension  droite  des 
astres  et  sur  l’obliquité  de  l’écliptique. 

i5i8.  Soit  maintenant  P le  pôle  du  Monde,  E celui  de  l’écliptique, 
*■*  *9-  S le  lieu  d’un  astre , L la  situation  nouvelle  du  pôle  de  l’écliptique 
troublée  par  la  somme  des  attractions  des  planètes.  On  connaît  par 
les  formules  précédentes  le  petit  angle  EPL  qui  est  la  diminution 
de  l’ascension  droite,  commune  à tous  les  astres,  et  (PE  LO  PL) 
qui  est  la  diminution  de  l’obliquité  : on  demande  la  variation  qui  a 
lieu,  à raison  de  ces  diminutions,  sur  l’angle  E ou  sur  les  longitude* 
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des  astres , sur  le  côté  ES  ou  sur  leurs  latitudes , et  sur  l'angle  S de 
position. 

iSig.  En  se  changeant  en  PLS,  le  triangle  PES  conserve  comme 
constant  le  seul  côté  PS  (d’où  il  suit,  pour  le  remarquer  en  passant , 
que  les  déclinaisons  des  astres  ne  sont  point  altérées  par  les  pertur- 
bations planétaires).  J’emploierai  donc  la  méthode  que  j’ai  indiquée 
(687).  Je  suppose  d’abord  que  l'angle  EPS  est  de  même  constant; 
puis  faisant  P = A , S = B , E = C,  les  analogies  infinitésimales 
(tai8,  ia33,  iat3),  me  donnent 

— $E  : $PE  ::  sin.  E : tang.  ES 
$ES  : $PE  ::  cos.  E : t 
$S  : $ PE  ::  sin.  E : sin.  ES. 

Je  suppose  actuellement  qu'indépendamment  de  PS , PF.  soit  cons- 
tant. J'aurai  (t5i8,  i3o5,  »3io)  , en  changeant  les  signes  dans 
le  premier  rapport , 

— $ E : $ P ::  coa.  PE  — sin.  PE  cos.  E cot.  ES  : 1 
$ES  : $P  ::  sin.  PE  sin.  E : 1 

— ,§1S  : $P  ::  sin.  PE  cos.  E : sin.  ES. 

Prenant  les  sommes  des  deux  valeurs  partielles  de  $E,  de  $ ES 
et  de  $S  données  par  ces  six  analogies,  je  trouve 

$ E= — $ PF.  sin.E  cot.  ES — $P  (cos.PE — sin. PE  cos.  E cot.  ES), 
$ES  = $PE  cos.  E -J-  $P  sin.  PE  sin.  E, 

00  _ â PF. sin. E—  â P sin.  PE  cos. E 
“ sin.  ES 

i5ao.  La  variation  de  la  longitude,  correspondante  à la  quantité 
$ P cos.  PE , est  commune  k tous  les  astres  ; ensorte  qu’on  peut  la 
négliger  ici  et  la  laisser  confondue  avec  la  précession  des  équinoxes 
(i5a3);  car  l'objet  des  formules  précédentes  est  de  connaître  et  de 
distinguer  des  variations  communes  à tous  les  astres  la  variation 
propre  et  particulière  que  les  perturbations  occasionnent  sur  la 
position  d’un  astre  donné.  Cela  posé , rappelons-nous  que  l’on  a 
(*448) , E = go*  — long. , ES  = 90*  — lut. , P = 90*  -f-  asc.  dr. , 
PE  ~ obi.  ; par  conséquent  $E  = — $ long.  — — var.  long. , 
$ES= — $ lat.=z — var.  lai.,  $Ps=$a$c.  dr.  = var.  asc.dr., 
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Iig.89. et  #PE  = $ obi.  = var.  obi.  Ces  dénominations  ou  valeurs  étant 
substituées  dans  les  équations  (i5ig),  nous  aurons  , pour  la  so- 
lution du  problème , les  équations  qui  suivent  : 

var. long.— ta'ig. lot. (vos. obi.  cos.  long. — var. asc.  dr. sin .obi. sin.  long.) 

var.  lat.  = — var,  obi.  sin.  long.  — var.  asc.  dr.  sin.  obi.  cos.  long. 

var. ang.posit. = c''/at  (var. obi. cos. long. — var. asc. dr. sin. obi. sin. long.) 

* i5ai.  Dans  ces  formules,  on  doit  introduire  les  valeurs  de 
var.  obi.  et  de  var.  asc.  dr. , avec  le  signe  et  la  quantité  qui  leur 
conviennent  suivant  les  équations  (K),  (L). 

Quand  on  a en  nornbreslescoefficiensde  sin.  long,  et  décos,  long., 
le  second  membre  de  chacune  des  équations  (i5ao)  se  réduit  à un 
seul  terme  par  la  méthode  (948)* 

Si  la  latitude  est  australe,  on  fera  positif  le  second  membre  de 
l’avant-dernière  équation  ; car  alors  -f-  $ ES  = + var.  lat. 

Si  l'astre  est  dans  le  second  ou  dans  le  troisième  quart  de 
l’écliptique , on  changera  les  signes  du  second  membre  de  la  der- 
nière équation  (i5ao);  car  l’angle  de  position  passant  par  zéro  à 90* 
de  longitude  de  l’astre  , devient  ensuite  négatif,  (70).  Celte  règle  est 

confirmée  dans  le  cas  présent  par  l’équation  cot.S  = cùs' ,n>  <:ot--—lh 

r r * coa.  long. 

— sin.  lat.  tang.  long.,  (VII.  i5Q.  On  peut  s’en  assurer  en  l’appli- 
quant à des  exemples. 

i5aa.  Trouver  la  correction  de  l'ascension  droite  et  de  la 
déclinaison  d'un  point  quelconque  de  l’écliptique , relativement 
à la  variation  de  l'obliquité. 

ris  64.  Soit  BC  un  arc  de  l’écliptique,  auquel  corresponde  l'arc  AB  de 
l'équateur  quand  l’obliquité  est  ABC  , et  l'arc  BD  de  l’équateur  si 
l’obliquité  devient  CBD.  Le  côté  BC  et  l’angle  droit  opposé  étant 
constans,  on  a (ia84  » 7 )»  $ AB  : — $B  ::  sin.aAB  : acot.B, 

et  $ AC  : $ B ::  tang.  AC  : tang.  B.  Dune. 

correct,  asc.  dr.  — — \ var.  obi.  tang.  obi.  sin.  a asc.  dr. 
correct,  décl.  = var.  obi.  cot.  obi.  tang-  décl. 

i5a3.  Trouver  les  changemcns  de  l'ascension  droite  , de  la 
déclinaison , et  de  l’angle  de  position  des  astres , causés  par  la 
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précession  des  équinoxes,  ou  par  les  attractions  qu’exercent  le 
soleil  et  la  lune  sur  le  sphéroïde  terrestre. 

Soit  S un  astre,  E le  pôle  de  l’écliptique,  P le  pôle  de  l'équateur,  Fig.  »>. 
lequel,  à cause  des  attractions  solaire  et  lunaire,  change  de  po- 
sition, passe  en  L,  et  continue  de  se  déplacer  successivement, 
en  accomplissant  sa  révolution  autour  du  pôle  E dans  Piutervalle 
de  357 5o  années  environ.  Il  est  visible  que  le  côté  ES,  et  par  con- 
séquent la  latitude  de  l’astre,  11e  souffre  point  d’altération.  Mais 
dans  ce  problème  on  regarde  encore  le  côté  PE  comme  constant, 
on  comme  égal  à LE,  parce  que  l’altération  qu'éprouve  l’obliquité 
PE  de  l’écliptique  dépend  uniquement  des  inégalités  périodiques  de 
l'attraction  lunaire,  et  se  considère  séparément  dans  le  problème 
suivant.  Ainsi  dans  le  triangle  PES  qui  se  convertit  en  ELS  et  con- 
serve comme  constans  les  côtés  EL,  ES,  étant  donné  PEL  ou  la 
précession  en  longitude,  on  demande  la  variatiou  correspondante 
des  angles  P , S , et  du  côté  PS.  F aisant  E = A , S = B , P ?=  L, 
on  a (i3i8,  i3o5,  i3io), 

$p  : — ^)E  ::  cos.  PE  — sin.  PE  cosP  cot.  PS  : i. , 

— $PS  : — $E  ::  sin>  ***•  sin-P  : 1 » 

$S  : — $E  ::  sin.  PE  cos.  P : sin.  PS. 

Or  comme  nous  l’avons  vu  04-0)  » E = 9°‘  — long.,  P = 90* 

-j-  asc.  dr. , PS  = 90’  — déc/.  ; par  conséquent  — $E  = -f- 
$ long.  — précess.  long. , $ P = + préc.  asc.  dr. , cos.  P = 

— sin.  asc.  dr. , et  — $PS  =*  -f-  précess.  décl.  De  plus  en  em- 
ployant la  méthode  (1^22),  on  trouve  que  pour  avoir  les  préces- 
sions avec  une  grande  exactitude , il  faut  écrire  dans  le  second 
rapport  des  analogies  précédentes , P H--j  $P  au  lieu  de  P , et 
FS  + j $ PS  au  lieu  de  PS  ; ce  qui  importe  surtout  lorsqu’on 
cherche  le  mouvement  de  précession  pour  un  intervalle  de  plu- 
sieurs années.  Appelant  donc  asc.  dr.  intermédiaire , décl.  intermé- 
diaire l’ascension  droite  et  la  déclinaison  de  l’astre  dans  l'année 
qni  tient  le  milieu  entre  la  première  et  la  dernière  des  années 
qu’embrasse  le  calcul , on  a 

préc.  asc.  dr.-=  préc. long.{cos.obl.-\-ûn.obl. sin.  asc.dr.inl.tang.  déel.inti) 
préc.  décl.  = préc.  long.  sin.  obi.  cos.  asc.  dr.  inlerm. 


préc.  ang.  posit,  — — préc.  long.  sia.  obi. 


sin.  asc.  dr.  inlerm. 
CO#,  dal.mterm. 
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438  CHAP.  XXIII.  DE  LA  PRÉCESSION  DES  ÉQUINOXES. 
rig.90.  Lorsque  la  déclinaison  sera  australe,  on  fera  négatif  le  second 
membre  de  la  seconde  équation  ; car  alors — $PS  = — préc.  décl. 

Si  l'astre  est  dans  les  signes  descendans , on  fera  positif  le  se- 
cond membre  de  la  troisième  équation  ; car  alors  — $E  = — 
préc.  long. 

i5a4»  Pour  les  étoiles  circompolaires , il  ne  suffît  pas,  attendu 
les  inégalités  rapides  dans  la  valeur  de  tang.  décl. , d'employer 
la  déclinaison  intermédiaire  pour  avoir  exactement  la  valeur  de 
la  précession  en  ascension  droite , quand  il  s'agit  d'un  intervalle 
de  plusieurs  années.  Or  pourrait  remédier  à cette  difficulté,  en 
partageant  l’intervalle  en  intervalles  plus  courts,  et  multipliant 
les  calculs.  Mais  au  surplus  je  propose  la  formule  suivante,  qui  est 
rigoureuse,  et  tirée  de  la  première  analogie,  (i3i4). 


sin.  préc. arc.  dr.  = 2 sin.-J  préc.  longitude  x dr  +Pr?c-, asc  rlr  ) 

1 * **  co».  (long.  -fprec.7on£  ) 

X(coa.o4/.  cos./ong.^-iprtc./ong.  cos. ajc.rfr. +sin, /o/i£. -p  i prec.  long.  sin. asc. dr.) 
».  , cos.  (asc.  dr.  + préc.  asc.  dr.  ) ...  . , 

Au  lieu  de -7-, r-*—. — r-^  , on  peut  mettre  , si  on  le 

cos.  (.long,  -f-  prec.  long.  ) r ' 

"“"srpâ^OT)>Cvii.60. 


Mon  illustre  ami  Delambre  préfère  ( Connaiss.  des  Temps  pour 
1792,  pag.  206),  la  formule  (i3i3),  plus  chargée  d’élémens  que 
la  formule  (i3i4),  mais  qui  ne  contient  pas  dans  le  second  membre 
la  quantité  cherchée. 

Quant  à la  précession  en  déclinaison,  si  on  voulait  une  formule 
rigoureuse,  on  emploierait  la  formule  (i3o3). 

1 5a5.  Trouver  les  changement  de  V ascension  droite  et  de  la 
déclinaison  d'un  astre , produits  par  la  nutation  de  l'axe  de  la 
Terre. 


Dans  le  problème  précédent  noii3  avons  supposé  constante 
l'obliquité  de  l’écliptique  •,  ce  qui  n’est  pas  rigoureusement  vrai , 
puisque  les  observations  ont  appris  au  célèbre  Bradley,  que  les 
changcmens  considérables  de  l'inclinaison  de  l’orbite  de  la  lune 
relativement  à l’équateur,  causés  par  la  rapidité  du  mouvement  de 
son  nœud  sur  l’écliptique,  rendent  les  effets  de  son  attraction  pé- 
riodiquement inégaux , ainsi  que  l’exigeait  la  théorie  de  Newton. 
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Voici  en  quoi  consiste  l’inégalité  : le  pôle  P , au  lieu  de  rester  tou- 
jours à égale  distance  du  pôle  E,  décrit,  à-peu-près  en  18  ans  et 
demi,  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  de  18',  et  le  petit  axe  de 
1 5',  4 - la  direction  du  grand  axe  est  vers  le  pôle  de  l’écliptique  , 
et  par  conséquent  la  plus  grande  variation  que  subit  l’obliquité  à 
raison  de  ce  mouvement  du  pôle  P , mouvement  qu’on  nomme 
nutation,  s’étend  à 9'  en  plus  et  à 9*  en  moins.  Les  variations 
Intermédiaires  sont  proportionnelles  au  cosinus  de  la  longitude  du 
nœud  de  la  lune.  Et  en  général  la  formule  suivante 

nut.  obi.  — 9’  cos.  fl 

donne  la  correction  de  l’obliquité  mojenne  ou  uniformément  dé- 
croissante ( 1 5 * 7) , pour  avoir  l’obliquité  apparente  dans  un  temps 
donné. 

i5a6.  Je  suppose  que  la  nutation  transporte  le  pôle  de  L en  P , et 
qu’on  ait  PES  > LES  et  PE  > EL , ainsi  qu’il  arrive  dans  le 
premier  quart  de  la  longitude  du  nœiu.  Le  triangle  ELS,  en  se 
changeant  en  PES,  ne  conserve  comme  constant  que  le  côté  ES  : 
la  formule  précédente  donne  la  variation  du  côté  PE;  on  a celle 
de  l’angle  E par  celle  qui  suit,  ( De  la  Lande,  Astr.  2897,  agio), 

6*  7 

rut.  long.  = — tip  'obl  X sin.  fl  = — 16",  8 sin.  fl. 

1537.  Or  ayant  deux  variations,  je  trouve  les  autres  facilement 
par  la  méthode  (687).  Je  suppose  d’abord  constant,  outre  le  côté 
ES,  l’angle  E , et  j’ai  (1218,  1233)  , en  faisant  A = E,  B = S, 
C = L, 

— $L  : $EL  ::  sin.  L : tang.  SL; 

$SL  : $EL  ::  cos.  L ; 1. 

Faisant  ensuite  constant,  outre  le  côté  ES , le  côté  EL,  je  trouve 
(i3i8,  i3o5) , 

$ L : ■ — $E  ::  cos.  EL  — sin.  EL  cos.  L cot.  SL  : 1 , 

$SL  : $E  ::  sin.  EL  sin.  L : ij 
puis,  en  prenant  les  sommes  des  deux  valeurs  de  ^L  et  de  $SL , 

$ L= — $ EL  sin.L  cot.SL — $ E (cos.EL — sin.EL  cos.L  cot.  SL)  ; 
$SL  = $EL  cos,  L •+-  $E  sin,  EL  sin.  L, 


^O  CHAP.  XXIII.  DE  LA  NUTATION. 

pif  DO.  Or  L = 90*  + asc.  dr. , SL  = 90*  — de  cl. , E = 90"  — long.  ; 
par  conséquent  $L  = $ asc.  dr.  = nut.  asc.  dr. , $SL  = — . 
$ décl.- = — nut .décl.,  $EL=nut.  obi.  — 9' cos.fi,  et  ^j(E=— . 
Dilong.= — nut.  long.  — X sin.  0*  Substituant  ces  pâleurs 

dans  les  deux  équations  précédentes,  observant  que  $E  cos. EL 
= 6',  7 cot.  23“  28'  sia.  fl  = i5*,  4 sin.  fl  , et  nous  rappelant  qu© 
cos.  L = — sin.  asc.  dr.  , nous  aurons  par  la  première  des  deux 
équations,  nut.  asc.  dr.  ~ — tang.  décl.  (9'  cos.  fl  cos.  asc.  dr.  -f- 
6",  7 sin.  fl  sin.  asc.  dr .)  — i5',  4 sin.  fl.  Mais  (IJ.  18*,  17*)  , g* 
cos.  fl  cos.  asc.  dr.  + 6*,  7 sin.  fl  sin.  asc.  dr.  = 4*>  5 cos.  (fl  -f- 
asc.  dr.)  -f-  4*,  5 cos.  ( fl  oo  asc.  dr. ) — 3',  35  cos.  ( fl  -f-  asc.  dr.) 
■+-  3*,  35  cos.  (fl  00  asc.  dr.).  Donc 

nut.  asc.  dr.  = — i5”,  4 sin.  fl  — tang.  déclinaison  x 
( 7’,  85  cos.  asc.  dr.  to  fl  + i',  i5  cos.  asc.  dr.  4-  fl). 

i5a8.  En  traitant  de  même  la  seconde  équation  , elle  donnera 
nut.  décl.  = 7',  85  sin.  (asc.  dr.  fl)  + 1',  i5  sin.  (imc.  dr.  -f-  fl  ). 

Lorsque  la  déclinaison  sera  australe,  on  fera  négatif  le  second 
membre  de  cette  formule  ; car  alors  -f-  $ SL  = -f-  nut.  décl. 

Les  tables  très  - commodes  de  Lambert , ( Ephem.  Mediolan. 
an.  1800 , pag.  4°  )»  pour  la  nutation  en  ascension  droite  et  en  dé- 
clinaison, paraissent  avoir  été  construites  d’après  les  deux  formules 
que  nous  venons  de  donner. 

Ces  mêmes  formules  et  celle  de  la  nutation  en  longitude  servent 
à convertir  en  position  apparente  la  position  moyenne  de  l'astre. 

i5ag.  Trouver  V effet  de  l'aberration  de  la  lumière  sur  l'ascen- 
sion droite  et  la  déclinaison  des  étoiles  Jixes. 

Soit  O la  longitude  d’une  étoile  , Q la  longitude  du  soleil. 
De  la  Lande  ( Astr . 2846,  a853)  démontre  avec  autant  de  facilité 
que  de  clarté  les  deux  équations  suivantes  : 


aber.  long.  — — 


ao"  co».  ( *— O) 
cos.  /ut. 


aber.  lat.  ~ 20'  sin.  (0  — O)  sin.  lot. 

La  dernière  de  ces  formules  exige  quo  dans  tous  les  cas  sin.  lot. 
Soit  pris  avec  le  signe  positif. 


DE  L’ABERRATION  DES  ÉTOILES.  4^1 

i53o.  Connaissant  par  ces  équations  les  changcmens  tle  la  lon- 
gitude et  de  la  latitude  d'une  étoile  , produits  par  l'aberration  , 
nous  trouverons  facilement  par  la  méthode  (687)  les  cliangemcns 
de  l’ascension  droite  et  de  la  déclinaison. 

Soit  P le  pôle  du  monde,  E celui  de  l’écliptiqne , S un  astre  l:s  9* 
vu  en  T par  l’effet  de  l'aberration  de  la  lumière.  Les  formules 
précédentes  donnent  la  variation  de  l’angle  E et  celle  du  côté  ES; 
on  cherche  la  variation  de  l’angle  P et  celle  du  côté  PS.  Le  triangle 
PES  , en  se  changeant  en  PTE , conserve  comme  constant  le  seul 
côté  PE.  Donc  si  on  suppose  encore  que  le  côté  ES  soit  constant, 
on  aura  (i3io,  i3o5),  en  faisant  A = E,  B = P,  C=  S , 

: — $E  ::  sin.  ES  cos.  S : sin.  PS. 

$PS  : $E  ::  sin.  ES  sin.  S : i. 

En  supposant  constant,  outre  le  côté  PE,  l’angle  E,  on  a,  ( iai3, 
ia33  ) 

âP  : #ES  ::  sin. S : sin.  PS, 

$PS  : $ES  ::  cos.  S : i. 

Puis,  en  prenant  les  sommes  des  deux  valeurs  partielles  de  .SP  et 
. de^PS, 

nu  $ E sin.  ES  cos.  S — £ ES,,  in.  S 

sînTPS  ~~  » 

$PS  = $E  sin.  ES  sin.  S -f-  $ES  cos.  S. 

1 53 1 .Mais  $ P =$asc.  dr.z=  aber.  asc.  dr.  ; $ PS= — ober.décl. , 

c*E  = — abcr-  /ong-  = — ' Q)>  et  $ES  = — aber.  lut. 

— — a o*  sin.  ( O — sin.  lal.  Substituant  ces  valeurs  dans  les 
équations  précédentes , et  appelant  p l’angle  de  position  , d la 
déclinaison  et  l la  latitude  de  l’astre,  on  a,  pour  la  solution  du 
problème , 

(M) ...  aber.ose.  dr.  — Q)c™p— 3oW(»-Q)ain.p,in  .1 

' COS.  d 

(N) .. .aber.  décl.  — — ao'cos.  (*• — O)  sin./?-f-  ao*sin.(#  — ©)cos  ,p  sia./, 

i53a.  Lorsque  la  déclinaison  sera  australe , on  changera  les 
signes  des  deux  termes  du  second  membre  de  l'équation  (N);  car  alors 
$ PS  = -f-  aber.  décl.  Du  reste  on  observera  dans  le  calcul  des 
deux  formules  (M) , (N)  les  règles  (73,  i45i  ) des  signes.  Mai» 
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rig  9i.de  plus  on  fera  attention  que  sin.p  est  négatif  (75)  dans  le  second 
et  dans  le  troisième  quart  de  l’ascension  droite,  (i5ai). 

1533.  Les  formules  (M)  (N)  qui  servent  à convertir  en  position 
apparente  la  position  moyenne  d'une  étoile,  ne  sont  ni  les  plus 
commodes  pour  le  calcul,  ni  les  plus  usitées.  En  efTel,  il  est  mieux, 
quand  on  recherche  les  corrections , de  pouvoir  les  obtenir  avec  les 
seules  données  auxquelles  elles  doivent  s’appliquer.  Pour  y par- 
venir, il  est  nécessaire  d’introduire  dans  lesdites  formules  l’ascen- 
sion droite  et  la  déclinaison  de  l’étoile,  et  d’en  chasser  la  longi- 
tude, la  latitude  et  l'angle  de  position , trois  élémens  qui  d’ailleurs 
ne  se  trouvent  pas  toujours  dans  les  catalogues  d'étoiles,  où  les 
deux  premiers  au  contraire  se  trouvent  toujours.  Je  vais  atteindre 
ce  but  par  une  marche  très-courte , qui  dispense  de  passer  labo- 
rieusement par  les  formules  exprimant  les  plus  grandes  aberrations 
et  les  longitudes  du  Soleil  au  temps  de  ces  plus  grandes  aberrations. 

1534.  Dans  la  formule  (M)  je  prends  le  binôme  multiplicateur 

de  ~ côl.dêJ.’  et  j’ai  cos.  (e—' O)  cos./j-f-sin.  (0  — ©)sin./*sin./, 

ou  (II.  4*»  a*)>  cos.  O (cos.  o cos./j-J-sin.  o sin./?  sin./) -f-  sin.  O 
(sin.  O cos .p  — cos.  O sin./7  sin.  /).  Or  (VII.  29*),  cos.  AB  sin.  B 

co».  C -h cos.  A cos. B , . ...  , , ,,rTT  , , 

= jjjj-j . Je  substitue  la  valeur  (VII.  io*)  de  cos.  B, 

puis  celle  (I.  18')  de  cos.’A  ; j’exécute  ensuite  la  division  par 
sin.  A,  et  je  trouve  cos.  AB  sin.  B = sin.  A cos.  C-f- cos.  A sin.  C 
cos.  AC,  ou  (i53o)  avec  les  lettres  E,  P.  S,  cos.  PE  sin.  P — 
sin.  E cos.  S cos.  E sin.  S cos.  ES,  ou  lu  en  , avec  les  dénomi- 
nations (i448),  cos.  obliq.  x cos.  asc.  dr.  = cos.  O cos.  p -f-  sin.  o 
sin. p sin.  /;  ce  qui  est  précisément  le  facteur  ci-dessus  de  cos.  ©. 
Celui  de  sin.  O équivaut  à sin.  asc.  dr. , comme  on  le  voit  en  intro- 
duisant dans  la  formule  (VJI.  10 •),  d'abord  les  lettres  E,  P,  S,  en- 
suite les  mêmes  dénominations  que  ci-dessus.  La  formule(M)  devient 

doue  aber.  asc.  dr.  — — cqs  'drel  x (20‘  cos-  obliq.  cos . asc.  dr. 

cos.  G -f-  20*  siu.  asc.  dr.  sin.  ©).  Mais  20'  cos.  obliq.  = 18',  34G. 
Donc  , en  procédant,  comme  j’ai  fait  (^27)  pour  arriver  à la  for- 
mule de  la  nutation  , et  appelant  A l’ascension  droite  de  l’étoile. 
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j'aurai 

aber.  asc.  dr.  — 


.445 


tq*,  17  cos.  ( A 00  O)  — o",83  coe.(À  -4-0) 
cos.  decl.  ' 


1535.  Opérons  de  la  même  manière  sur  la  formule  (N).  Le 
facteur  de  — ao*  est  (II.  4'»  3*)  » cos.  O (cos.  0 sia.  p — sin.  q 
cas.  p sin.  I)  -f-  sin.  O (s#).  O sin.  p 4-  cos.  O cos  .p  sin.  /). 

Or  le  facteur  de  cos.  O est  sin.E  sin.  S —cos.  E cos.  S cos. ES; 
ce  qui  équivaut  (1  i3g)  à sin.  PS  sin.  PE  4-  cos.  PS  cos.  PE  cos. P, 
ou  bien  à cos.  décl.  sin.  obliq.  — sin.  décl.  cos.  obliq.  sin.  asc.  dr. 

Quant  au  facteur  de  sin.  O > ayant  (VII.  a5*) , cos.  BC  sin.  B 
__  en-.  A + C<^  H cos.  c * j.jnjtojujg  ja  vaieur  (VII.  10’)  de  cos.  B, 

puis  celle  (I.  18*)  de  cos.'C  ; j’exécute  ensuite  la  division  par  sin.  C. 
Le  résultat  est  cos.  BC  sin.  B = cos.  A sin.  C -f-  sin.  A cos.  C 
cos.  AC.  Ce  dernier  membre  est  équivalent  au  facteur  dont  il 
s’agit,  au  lieu  duquel  on  peut  par  conséquent  écrire  le  premier 
membre , c’est-à-dire  cos.  PS  sin.  P , ou  sin.  décl.  cos.  asc.  dr. 
La  formule  (N)  devient  donc  aber.  décl.  = — ao*  sin.  obliq.  cos.  Q 
cas. décl  -+-sin.  décl.( ao'cos.  obliq.  sin.  Acos  © — ao'cos.A  sin. O) 
= — y',  96  cos.  O cos.  décl.  -f-  sin.  décl.  ( 18*,  3/,6  sin.  A cos.  Q — 
ao'  cos.  A sin.  G ).  Cette  valeur  , au  moyen  des  formules  (II.  18', 
i5',  i6*)  , se  réduit  à ce  qui  suit , en  appelant  D la  déclinaison 
de  l’étoile  ; 

aber.(/ec/.  = sin.D(t9',  17  sin.  A — G — o*,83  sin.  A -i-  G)  — 3',  98 
X (cos.  G -f-  D -f-  cos.  G cr)  D). 

1536.  Lorsque  la  déclinaison  est  australe  , il  faut  rendre  positif 
le  facteur  5',  98  par  le  motif  indiqué  (t53a),  motif  qui  n’influe 
pas  sur  le  facteur  binôme  de  sin.  D,  pourvu  qu’on  fasse  sin.  D 
toujours  positif. 

C’est  sur  cette  formule  et  sur  la  précédente  que  sont  cons- 
truites les  Tables  de  Delambre  ( Conn . des  temps  pour  1788, 
pag.aîü).  S’il  s'agissait,  non  dej  construire  des  tables,  mais  seule- 
ment de  calculer  l’aberration  pour  un  temps  donné,  alors,  au  lieu 
du  dernier  terme  — 3',  y8  , etc.  de  la  formule  ci-dessus,  il  serait 
plus  commode  d’employer  — 7",  9G  cos.  G cos.  D. 

L’habile  Astronome  que  nous  venons  de  citer,  a aussi  donné. 
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dans  le  tom.  VIII  des  Ephéméride*  de  Paris , de  nouvelles  Table* 

très-exactes  de  l 'aberration  des  planètes  en  longitude. 

1537.  Nous  avons  déterminé  les  effets  de  la  nutation  et  de  l'aber- 
ration sur  l’ascension  droite  et  sur  la  déclinaison  : la  même  marche 
nous  conduirait  à la  détermination  des  chnngemens  de  l’angle  de 
position)  produits  par  les  mêmes  causes.  Nous  avons  omis  cette 
recherche , parce  qu’il  nous  a paru  qu’on  n’avait  jamais  besoin 
d’employer  l’angle  de  position  apparent , c’est-à-dire  corrigé  des 
petites  variations  périodiques  dépendantes  de  la  nutation  et  de 
l’aberration. 

1538.  Déterminer  les  dimensions  de  la  Terre  en  la  supposant 
de  figure  elliptique. 

Tir  <p.  Soit  NS  = a b l’axe  terrestre  , AD  = a a le  diamètre  de  l'équa- 
teur, ANDS  le  méridien  elliptique  d’un  lien  quelconque  B.  La 
tangente  BT  est  l’horizon  sensible  de  ce  lieu  , BC  le  rayon  qui  se 
rapporte  à ce  même  lieu,  ou  la  distance  du  centre  ; VBH  perpendicu- 
laire à BT  , est  la  ligne  verticale  ; CBL  = v l'angle  de  la  verti- 
cale avec  le  rayon  BC  ,,BQ  = CE  le  rayon  du  parallèle  , BCA 
l’angle  au  centre,  BLA=L  la  latitude;  et  décrivant  le  demi- 
cercle  AFD , nommons  x l’angle  FCE,  comme  dans  la  théorie 
des  planètes  (1480). 

i53c).  Dans  les  sections  coniques  on  démontre  que  CE  : LE 

a*  ; If.  Mais  les  triangles  rectangles  BEC,  BEL,  qui  ont  le 
côté  commun  BF,  donnent  (to53 , 1021),  CE  : LE  ::  tang.  BLE 
: tang.  BCE.  Donc 

tang.  angle  au  centre  = — X tang.  L. 

i54o.  Nous  avons  aussi,  par  les  sections  coniques,  BE  : FE  :: 
2>  : a.  Mais  en  vertu  du  côté  commun  CE,  nous  avons  (io5a,  1021), 
BE  : FE  ::  tang.  BCE  : tang.  FCE.  Donc  b : a ::  tang.  angle  au 
centre  : tang.  x.  Introduisons  dans  le  troisième  ternie  la  valeur 
(1539),  nous  aurons 

tang.  x = l X tang.  L. 

i54t.  La  connaissance  de  l’angle  a:  met  en  état  de  résoudre 
promptement  les  équations  suivantes,  dont  la  démonstration  s’offre 
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d’clle-même  : 


Rayon  du  parallèle  = a cos.  x — CE. 

a cos.  x 

Rayon  de  la  erre  coi.  angle  au  centre  " 


BC. 


Tangente  =°^  = BT. 

i54a.  Puisque  (98 3)  les  arcs  d'un  degré  , dans  un  grand  cercle 
et  dans  un  parallèle , sont  proportionnels  aux  rayons  respectifs , 

c’est-à-dire  (63o) , puisque^  : 1 ::  le  degré  de  longitude  en  B 
: BQ , il  en  résulte 

degré  de  longitude  = " c^*  r. 


i543.  Les  degrés  de  latitude  sont  encore  différens  entre  eux 
dans  la  Terre  elliptique.  Car  dans  l’ellipse  la  courbure  varie  d’un 
lieu  à un  autre,  à cause  des  différences  des  rayons  oscillateurs, 
c’est-à-dire  des  rayons  des  cercles  qui  sc  confondent  en  divers  point* 
avec  la  courbe.  Je  représente  ces  rayons  par  la  variable  z,  et  j’ai 

par  les  sections  coniques  z = (BL)5  X jj.  H s’agit  de  faire  entrer 

la  latitude  dans  l’expression  de  BL.  Je  prends  la  proportion  BL 

A3 

: LE  ::  I : cos.  L ; et  parce  que  (i559)  , LE  = CE  x - = 


i%  co.a—  (i54i),  j’ai  BL  = È_£2Lf,  Mais  cos.  * = 

> V J > I „ Co».  L 


V/(i  -f-  tang.*x) 
— ^>(>54°)-  Donc  BL  = ^ (a'cos.’L-t-  4* ain.'L)’ 


r.  Nommons  G la  lon- 


(af>).  Par  conséquent  z 

■'  (a’co«.*L  + 6*  sin.*L)* 

gtieur  du  degré  dont  le  point-milieu  est  à la  latitude  L;  nous  avons 
dès-lors,  (63o) , 1 : ::  z : G.  Donc  l’expression  générale  des 

degrés  de  latitude  est 

G =~ 


o’4’ 


T 


R°  (a’  eos-’L-)-  4* sin.’L)* 


1544.  Si  l’on  appelle  g la*  longueur  du  degré  pour  une  autre 
latitude  /,  on  aura  donc  ^ 

G ‘ g îî  (a*  co$.*/-f-  b * sin.*/)*  ’.  (a*  cos.*L  + issiû.’L)’. 
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1545.  D’où  il  suit  qu’ayant  mesuré  deux  degrés,  on  peut,  de 
cette  proportion  et  de  l'équation  précédente  , déduire  la  grandeur 
des  axes.  Mais  il  faut  observer  (670)  que  chaque  erreur  sur  le  degré 
devient  57  fois  plus  considérable  dans  les  demi-axes.  Je  vais  dé- 
tailler l'opération  , attendu  que  le  seul  exemple  que  j’en  aie  vu 
jusqu'à  présent  (Lorgna,  Principes  de  Géographie,  §.  XL1IJ) 
est  extrêmement  embrouillé. 

J’élève  à la  puisance  f chacun  des  termes  de  la  proportion  j 
et  faisant  g*  = K , Gs  = h , j’ai 

h Ça'  cos.*L  -f-  b'  sin.'L)  = K Ça'  cos.'l  -f-  £*sin.*/); 
d’où  a*  (h  cos.'L  — K cos.'/)  = £'(Ksiu.*/  — h sin.’L). 

Je  fais,  pour  abréger. 


K sin.*/  — h sin.'L  = p , 

et  j'ai  (I.  18'),  a' (h  — K ■+-  p)  s=  b'p\  par  conséquent  a'b ' 
(/i  — K +;>)  = b*p.  De  cette  équation  , je  tire  la  valeur  de  a'b', 
que  je  substitue  dans  la  dernière  équation  (i543);  et  eu  intro- 
duisant dans  le  dénominateur  de  celle-ci  la  valeur  de  a'  tirée  de 
1 équation  a'(/i  — K + /')  = b'p,  qu’on  vient  de  lire  ci-dessus, 
j’obtiens  G = 


H»(A_K+P)(Jgi^  + i.,in,L)' 


G = 


bpy'i.h  — h.+p) 


R°(pco».*L  + h — K -(-p  sin.'L)' 

1546.  De  celte  équation  , en  y substituant  1 — sin.'L  au  lieu 
de  cos.'L  , je  déduis 

b CR'  (p-M  — K sin.'L* 

PV(h  — K-f/O 

1547.  Si  je  substitue  le  quarré  du  second  membre  dans  l’équa- 
tion a* (A  — K-j-p)=b‘p,  je  parviendrai  à l’équation 


a — GR°(p+*  — R sin.'L)' 

(A  — K +/>)  ÿp  * 

1548.  On  a donc,  pour  le  rapport  entre  les  deux  axes,  a : b 
::  Vp  : 1/(A  — K-i-p). 

ij.  19.  Le  rapport  entre  leurs  quarrés  étant  par  conséquent  a ' : b *, 
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::  p : h — K + p,  il  s'ensuit  que  a*  : a* — b * ::  p : K — A.  Nous 
aurons  donc  l’excentricité  du  Globe  terrestre  (1480)  par  cette 
équation, 

• — 1/^ 

i55o.  Maintenant  nommons  c l’aplatissement  de  la  Terre,  ou 

la  différence  des  demi-axes,  on  aura  b = a — c,  b‘=za% 2ac-f~ 

c‘,  et  i e'  = i (a‘  — b‘ ) = *c  — 1 c’  = c (a  — i c).  Donc 

c(fl  — f c)  = ia*  x 

P 

i55i*  Ta  petitesse  de  la  quantité  cf  et  le  peu  d’accord  entre 
les  mesures  des  degrés , nous  permettent  de  regarder  le  facteur 
(a  » c)  comme  égal  à a.  Faisons  a — 1 , et  nous  aurons  pour 
valeur  très-approcbée  , 


c = 


K — h 


— £ 


— GJ 


2g1  sin.’t  — aGT»in.*L 

i55a.  Si  g est  un  degré  divisé  dans  son  milieu  par  l’équateur, 
en  sorte  qu’on  ait  / = o,  alors  sin.  / = o,  et  par  conséquent,  en 

divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  par G*, 


c = 


-»y 


2 siu.JL 


i553.  Au  lieu  de  cette  équation,  on  a adopté  la  suivante  qui 
est  plus  commode,  mais  un  peu  moins  exacte,  comme  nous  le 
verrons  bientôt  : 

G-, 


c — 


3g  sin.‘L  ’ 


d où  1 on  a conclu  qûe  les  accroissemens  des  degrés,  représentés  par 

n ' t'ont  ^ très-peu-près  proportionnels  aux  quarrés  des  sinus 
des  latitudes. 

i5;>  j.  I.orsqu’nprès  avoir  comparé  deux  à deux  plusieurs  degrés 
mesurés,  ou  a déterminé  la  valeur  de  c au  moyen  des  formules 
qui  préceden^,  ou,  si  l'on  veut , de  la  formule  plus  exacte  (i55o), 
il  eu  coûte  peu  pour  former  avec  exactitude  une  table  des  degrés 
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de  latitude  exprimés , par  exemple , en  (oises.  Soit , pour  abréger 
c(i  — je)  =7»;  l’équation  (i55a)  donne,  en  écrivant  m au  lieu 

i 

de  e,  G=^(i  — a 77i  sin.*  L)  “ = ^(i-f-3  777  sin.’L  + ■}  t?i* 
sin.4L  etc.).  Les  termes  ultérieurs  de  cette  série  peuvent  se 
négliger  sans  qu’il  en  résulte  une  erreur  d’un  demi-pied,  et  l’on 
aura 

G — g = 5 mg  sin*L  -f-  m'g  sin.4L. 


i555.  Si  dans  le  second  membre  on  néglige  le  second  terme  , 
et  qu’on  écrive  c au  lieu  de  m,  on  retrouve  l’équation  (i553), 
dont  la  plus  grande  erreur,  qui  a lieu  lorsque  L = go°,  n’arrive 
pas  à 4 toises.  En  eflet  soit  gz=  5Gy56  toises,  valeur  que  j’ai  dé- 
duite des  dix  mesures  de  divers  degrés  les  plus  accréditées  ( Sotizie 
Slstronomiche , 8o  à 8G)  ; et  soit  c — j~  , valeur  la  plus  commu- 
nément adoptée.  En  calculant  l’équation  (i554),  on  a d’abord 
wi  = c(i  — s c ) = jivoôT; > d’où  il  suit  que  la  quantité  constante 
3mg  = 5GG,6i,  et  que  l’autre  quantité  constante  ^-m'gz=  4, 71  • 
Donc  le  degré  de  latitude  sous  le  pôle  est  plus  long  de  571  j toises 
que  le  degré  sous  l’équateur.  Or  la  formule  (i553)  donne  dans  ce 
cas  G — g = 5 cg  = 56j  j toises. 


i556.  Supposons  toujours  g = 56756;  si  l’on  emploie  aussi  le 
troisième  terme  ^ m'g  sin.cL  de  la  série  (i554)>  on  aura  G = 
57337,35  ; et  dans  le  cas  où  on  a sin.  / = o et  sin.  L = 1 , il  est 
facile  de  calculer  la  longueur  des  axes.  Les  formules  (i547,  1 $46) 

s 


se  réduisent  alors  aux  expressions  très-simples  a = GR°  —, 

Vg 

b = “-R"  — . En  effectuant  le  calcul , on  trouve  log.  a = 


6,5i5o345;  log.  é = 6,5i35845;  donc  a = 3273667,  b = 3262755, 


leur  différence  c = îogia  toises  = telle  précisément  que  nous 
l’avons  employée. 

1557.  Une  chose  qu’il  importe  de  connaître  est  l 'angle  v de 
r>s  ’f  vert‘cate  (t538).  Or  CBL  = BLE  — BCE  = latitude  — l'angle 
au  centre.  Qu’on  ait  donc  calculé  l’angle  au  centre  par  la  for- 
mule (i53g)j  et  la  différence  entre  cet  angle  et  la  latitude  donnera 
immédiatement  l’angle  do  la  verticale.  Mais  pour  l’obtenir  plus 


Digitized  by  Google 


DE  LA  T F.  R R F.  E LI.irTI  QUE. 

directement , j'observe  que  la  même  formule  me  donne,  en  faisant 
<1  = 1,  i : b'  ::  tang.  L : tang.  (L  — v),  et  que  par  conséquent 
i : i — b'  ::  taDg.  I.  : tang.  L — tang.  (L  — v ) ::  tang.  L : 

y am' y -r,  (II.  a5*).  Mais  i — Z>*  = e*.  Donc  sin  v = e* 

cos. L cos. (L  — v)’  v y 

sin.  L cos.  ( L — v) , ou  angle  de  la  verticale  = R*  x excentré 
sin.  lai.  cos.  (lat.  — angle  de  la  verticale).  C’est  avec  cette  for- 
mule, plus  exacte  que  la  formule  ordinaire  i>  = cTT  sin.  a L,  que  j'ai 
calculé  les  angles  de  la  verticale  de  la  table  (CÇ)  mise  à la  fin 
de  cet  Ouvrage. 


i558.  La  valeur  du  rayon  BC  de  la  Terre  peut  s’obtenir  avec 
un  plus  grand  nombre  de  décimales  exactes,  que  ce  qu’en  peuvent 
donner,  par  le  seul  moyen  de  la  seconde  formule  (i540>  les  tables 
ordinaires  de  logarithmes.  Si  l’on  fait  a = i , cette  formule  donne 


bc = — c;;r- , = i/,+tr*:’v-rv\  <i.  19*)-,  ou , en subsu- 

cos  .(L — v ) \e  i-t-tang.*JC  'x  17  '•  ’ 

tuant  les  valeurs  ( i53r) , i54o)  de  tang.  ( L — v)  et  de  tang.  x , 


BC=^X 


I -f-  b*  tang.'L 
i i*  taiig~L 


(équation  qui  fait  reconnaître  l’inexac- 


titude de  l’équation  (i)  de  Du  Séjour,  ( Mém.  de  l'Acad.  des 
Sc.  1780,  pag.  i38).  Mais  à*  = i — e‘ , et  b*  = 1 — ael  -j-  e4. 
Substituons  ces  valeurs , multiplions  la  fraction  par  cos.‘L , et 
nous  trouverons 


e* b*  sin.*L  \ 
1 — t?1  wn/L/ 


En  réduisant  ce  binôme  en  série,  négligeant  les  puissances  de 
l'excentricité  au-delà  de  la  quatrième,  et  faisant  les  divisions, 
nous  aurons 


BC  =ai  — [ e‘b‘  sin.‘L  — | e4  siu.4L. 

i55g.  Le  calcul  des  deux  derniers  termes  donnera  promptement 
la  différence  du  rayon  de  l'équateur  à celui  d’une  latitude  quel- 
conque. Si  on  veut  cette  différence  en  toises,  il  suffit  de  la  mul- 
tiplier par  le  rayon  d<;  l'équateur  exprimé  enjtoises.  On  la  trouvera 
de  5433  i toises,  quand  L =:  45*.  D’où  il  suit  que  le  rayon  moyen 
de  la  Terre  est  , en  toises , 3aG8a33  j.  Si  l'on  veut  avoir  la  diffé- 
rence des  logarithmes,  on  multipliera  la  somme  des  deux  termes 

~'7 
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*«!■»■  ci -dessus  par  g^qrfJTJc’  comme  Ie  prescrit  le  premier  terme  de 

la  série  ( 575)  ; c’est  cette  marche  que  j’ai  adoptée,  comme  la  plus 
prompleet  la  plus  sûre,  pour  calculer  les  logarithmes  de  latable  (CC). 


i5Go.  En  négligeant,  comme  très-petit,  le  dernier  terme  du 
second  membre  de  l’équation  (i558),  on  voit  que  les  diminutions 
des  rayons  de  la  Terre  sont  à-peu-près  proportionnelles  aux  quarrés 
des  sinus  des  latitudes , et  par  conséquent  aux  accroissemens  en 
longueur  des  degrés  de  latitude  (i553). 


i56i.  Puisque  nous  avons  une  méthode  de  calculer  le  rayon 
de  la  Terre  et  le  degré  de  latitude  au  moyen  du  sinus  de  cette 
latitude  ( i554 , i558)  , il  est  à propos  d’introduire  aussi  ce 
sinus  dans  l’expression  (i54a)  du  degré  de  longitude,  que  je 

nomme  y.  Or  (I.  19*),  ° , , = 

' ' * ' ’ R“  K-  v/(i  -t-tang*-0 

(i54o).  De  plus,  en  faisant  a = 1 , 


4/(1  -f-à*tang‘L)  s=  1/(1  -f-tang.’ L — e'  tang.*L)  = 


l/(^7L-c'  tang.’L)  = 

I 

(1  — c'  sin.’L)  Donc  aussi 


V(  1 — e*sin.’L) 
cos.  L 


cos.  L 


Donc  y = ~ 


y — ( • 4-  ï c’  sin.’L  -f-  J e(  sin.<L  -f-  etc.  ). 

Pour  avoir  le  degré  en  toises , mètres  ou  autres  mesures  , il  faut 
multiplier  le  second  membre  par  le  plus  grand  demi-axe  exprimé 
en  la  même  mesure. 


i5G2.  Au  moyen  de  cette  formule  et  de  celle  que  l’on  a vue 
( i554),  j’ai  calculé,  avec  les  données  (i556) , la  Table  (DD) 
qu'on  trouvera  à la  fin  de  ce  volume. 

i563.  La  détermination  des  dimensions  de  la  Terre  elliptique 
nous  conduit  à l'exposition  de  la  solution  du  problème  suivant  : 
Etant  données  la  perpendiculaire  à la  méridienne , et  la  distance 
à la  perpendiculaire  (800),  en  conclure  les  différences  de  lon- 
gitude et  de  latitude. 

r*  1)3.  Soit  PCE  une  quart  d'ellipse , CP  le  petit  demi-axe  , CE  le 


_ ogle 
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grand  demi-axe,  PTA  le  quart  de  cercle  inscrit  du  ravon  CP, 

I)L  une  ordonnée  à l’ellipse  , à laquelle  ordonnée  correspond 
l’ordonnée  au  cercle  TL  ; soit  CL  l'abscisse  ou  la  coordonnée 
commune  aux  deux  courbes;  enfin  soient  PD  = A,  PT  = z , 
DL=^y,  TL  = <p,  CL  = a:,  CE  = a , CP  = i ; et  observons 
que  de  la  varialion  = HO  s=  GF  naissent  TO  = — $z  , 

TH  = -£*,  DF  = — ÿ,k,  VG  = -$y. 

i5G4.  Nous  avons  (53i),  ($,k)'  = ($a)*  + ( &y)'  = (^z)* 

— (cil?)*  + (cü/)*-  Mais  on  démontre  dans  les  sections  coniques 
que  DL  : TL  ::  CE  : CP.  Donc  y = a$,  et  $,y  = Par 
conséquent  ($/c)*  = ($*)*  + ($?)*  («*  — «)  = (àz)‘  + 

«*  ($?)*  » C«4®°)  i B * = $ z \ / («  -h )•  On  a aussi 

TO  : TH  ::  i : cos.  T;  et  T = PT,  par  la  Géométrie.  Donc 
cüz  : ::  I : cos.  z.  Et  parconséquent 

= $z  {/(  i -f-  c*  cos.’z). 

1565.  Je  remarque  , en  passant , qu’en  élevant  le  dernier  binôme 
à la  puissance  { , puis  substituant  aux  puissances  de  cos.  z leurs 
valeurs  (5io),  et  intégrant  , on  obtient  l'expression  d’un  arc 
elliptique  , comme  PI)  , an  moyen  des  sinus  des  multiples  de  l’arc 
circulaire  correspondant  PT.  Ce  qui  du  reste  est  inutile  pour  ce 
qui  nous  occupe  en  ce  moment. 

1566.  Soit  maintenant  MN  la  perpendiculaire  au  méridien  PE,Fij<>i. 
laquelle  se  termine  en  N à un  autre  méridien  PQ  ; ensorte  que 

NS  est,  en  ce  point,  l’ordonnée  à ce  dernier  méridien.  Soit  do 
plus  NO  un  prolongement  infiniment  petit  de  la  perpendiculaire, 
et  PU  un  méridien  infiniment  près  du  méridien  PQ;  et  soit  dé- 
crit du  rayon  SN  le  petit  arc  ND  , d’où  résulte  PD  = PN.  Faisons 
ensuite  PN  = k,  NS  =y , MR  = h , MN  = p , MPN  = n ; 
nous  aurons  DO  = NO  = $ p,  NPD  = $ u.  Imaginons 
une  droite  DS , égale  par  construction  à NS  , et  nous  aurons  le 
petit  angle  NSD  = NPD,  ce  dernier  angle  étant  égal  à l'angle 
en  P compris  entre  les  tangentes  des  arcs  elliptiques  PN , PD, 
qui  en  ce  point  sont  perpendiculaires  au  demi -axe  CP  , et  par 
conséquent  respectivement  parallèles  aux  ordonnées  NS  , DS.  Or 
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F*  <>4  le  pclit  arc  ND  peut  être  pris  pour  le  sinus;  On  a donc  (53o) , 

ND  = j$«. 

i56y.  Rappelons  à présent  que  Clairaut  et  Du  Séjour  ont  dé- 
montré (Mém.  de  l'Académie  des  Sciences , Paris,  «733,  1778)  , 
que  la  perpendiculaire  à la  méridienne  est  la  ligne  la  plus  courte 
qu’on  puisse  mener  entre  ses  extrémités  sur  la  surface  du  sphéroïde 
terrestre;  et  ensuite,  que  les  sinus  des  angles  formés  par  la  per- 
pendiculaire avec  les  divers  méridiens  sont  en  raison  inverse  des 
ordonnées  aux  points  de  concours. 

i568.  On  a donc  sin.  PMN  : sin.  PNM  ::  NS  : MR.  Et  comme 
PMN  = 90",  il  en  résulte  sin.  N = y Mais  ~~  3=  sin.  O = 

tin.  (N-f-  $N)  =sin.N,  (193).  Donc  - ou 

y a\P 

hBtP  — y’Bu‘ 

i56g.  Ou  a encore  NO  : DO  ::  1 : cos  O.  Par  conséquent 
= cos.  N %p. 

Iv  a3  1570.  Maintenant  du  point  m déterminé  par  l’ordonnée  MR 
sur  la  surface  de  la  sphère  inscrite , supposons  élevé  l’arc  mn , 
de  sorte  qu’il  forme  angle  droit  avec  l’arc  de  90°  PA , et  qu’il 
concoure  en  n avec  la  projection  du  parallèle  qui  passe  par  N. 
J'appelle  projection  d’un  parallèle  la  circonférence  décrite  sur  la 
surface  de  la  sphère  par  la  révolution  du  rajon  du  parallèle  (de 
NS  dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons) , autour  de  l'axe  CP.  Le 
point  n n’est  pas  la  projection  du  point  N,  puisque  nous  trouve- 
rons par  la  suite  (1578),  mYn  > MPN;  mais  du  passage  par  n 
de  la  projection  du  parallèle  qui  passe  par  N,  nous  devons  conclure 
qu’en  menant  par  n le  quart  de  cercle  PB , Yn  sera  égal  à la  pro- 
jection de  PN  , c'est-à-dire  à l’arc  formé  sur  la  surface  sphérique 
par  les  ordonnées  NS  conduites  de  chacun  des  points  de  l'arc  PN; 
sens  dans  lequel  Pwi  est  la  projection  de  PM.  Nous  avons  supposé 
PN=A,  nous  ferons  P/i  ss  z , et  par  la  propriété  des  sections 
coniques  (i564),  nous  aurons  NS  = a sin.  Yn , ou 

y ■=.  a sin.  z. 

Dans  le  triangle  sphérique  Ymn  rectangle  en  m > on  a 
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( VI.  i3*)  i cos.  P«  = cos.  P/n  cos.  mn.  Faisons  /««  = «,  P/n  = fi, 
nous  aurons 

cos.  z = cos.  fi  cos.  ir. 

*573.  Le  point  M,  où  tombe  la  perpendiculaire,  est  donné, 
et  par  conséquent  le  point  m -,  fi  est  donc  constant  ; donc , en 
différentiant , on  aura  sin.  z$z  = cos.fi  sin.  ; ou,  (i36i), 
$z  = tang.  n cot.  = cos.  n$ir,  (VI.  5*).  Mais  n==N, 

puisque  (.568),  sin.N  = ^J  = ( i57o)  ^=sin.n,(VI.6‘). 
Donc  #z  = cos.  N$tt  = > (,569) > et  Par  conséquent 

= M = ^/(  i + e*  cos’z  ) , ( i564).  Donc  aussi  (.57i),  $P  = 

a\ 1 # 

t + e*  cos.*j8  cos.'ir).  Et  comme  ir  est  toujours  une  petite 
quantité  de  l’ordre  de  e , dont  la  quatrième  puissance , telle  que 
peut  être  considéré  e’*1,  (a85) , est  insensible  dans  la  recherche 
dont  il  s'agit,  je  fais  cos.  * = i , et  j’ai 

ÙP  — Vi. 1 + e*  cos.’ fi ). 

1573.  D’où,  en  intégrant, 

p = K \/(  i -f-  e*  cas.’ fi).  T 

1574.  Or  nous  avons,  par  les  sections  coniques, 

tang.  fi  — a cot.  latit.  en  M. 

1575.  Donc,  connaissant  la  latitude  du  point  M,  on  obtient 
par  celte  équation  la  valeur  de  fi.  Avec  cette  valeur  et  la  perpen- 
diculaire donnée  p , on  trouve  ensuite  ir  par  la  formule  précé- 
dente, Puis,  ajant  fi  et  -r,  on  détermine  z par  l’équation  (i57j). 
Enfin  ajant,  par  une  expression  semblable  à l’équation  (.574), 

tang.  latit.  en  N = a cot.  z , 

on  arrive , par  cette  dernière  équation , à la  latitude  cherchée. 

*i576.  Pour  trouver  la  longitude  , on  l’angle  MPN  — u,  je  fais 
mVn  = j>;  et  j’ai  d’abord  (VI.  i40  » 

cot.  v = cot.  k sin.  fi. 

»5 77.  En  différentiant , il  résulte  zs  (VT,  t*), 
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sin.'-jr  = sin.'z  sin.V.  Donc 


sin.’z^n  = sin.  Pÿir. 

1578.  Je  substitue  la  valeur  (157a)  de  et  je  trouve  $in.*z 
y/(i  +c*cos.,z)^i>  = sin.  fityp.  Et  parce  «pie  (i5-jo),y=a  sin ,z, 
et  que  par  la  même  raison , h = a sin.  ,ô,  l’équation  (i5G8)  de- 
vient sin.  = ci  sin.’z^w.  De  celte  équation  et  de  la  première 

du  présent  article,  je  déduis  = .1  / 1 + f!  c.os  z > — 

n 1 /i+«*  — e*  sin.'z  n . //  e’sin.’aN 

? = %V[/  

>(1  — ”~r~  — etc.)  > négligeant  toujours  la  4'  puissance  de  e. 

J’introduis  la  valeur  (1577)  de  sin/z^  v,  et  j’obtiens  $ 

— — ~ — . D ou  resuite,  en  intégrant, 

f*r  sin.  B 


U = V 


Le  fond  de  la  solution  que  je  viens  de  terminer  est  de  Du  Séjour, 
(/oc.  ci/.)-,  mais  j’ai  suivi  une  route  bien  plus  abrégée.  L’artifice 
consiste  à réduire  à une  surface  sphérique  les  points  de  la  surface 
du  sphéroïde,  pour  y appliquer  les  formules  trigonométriques. 

1579.  En  se  servant  de  cette  méthode,  il  est  nécessaire  d’éva- 
luer K en  secondes  par  l’équation  (1575).  Nous  ferons  voir  com- 
ment on  y parvient,  dans  l’exemple  suivant  qui  servira  de  guide 
pour  le  calcul  entier. 

Flt3Î  Soit  le  point  N l’Observatoire  de  Marseille,  le  point  D celui 
de  Paris.  Soient  encore 

NM  = p = 136210  toises, 

DM  = 3 1 4 1 3 1 . 

Et  la  latitude  en  D ==  48’  5o’  i4*. 

Avec  ces  données , il  s’agit  de  trouver  la  latitude  et  la  longitude 
du  point  N.  C’est  l’exemple  que  nous  avons  résolu  (1200),  daus 
l’hypothèse  de  la  Terre  sphérique. 

1580.  Ce  qu’on  doit  faire  d’abord,  c’est  de  déterminer  la  latitude 
du  point  M.  La  table  (DD)  y conduit  promptement.  Je  prends  le 
tiers , 19027  , correspondant  à 20',  du  degré  à la  latitude  de  la  49*  » 
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qui  est  dans  la  fable  le  point  le  plus  proche  de  la  latitude  donnée  D; 
et  je  dis  5i4«5i  — 19027  = ag5io4  = la  distance  à la  perpendi- 
culaire, du  point  de  latitude  48*  3o'  14'.  La  raison  de  procéder 
ainsi,  c’est  que  les  57080  toises  données  par  la  table  s’étendent 
de  48’  3o'  à 4 Q’  5o',  chaque  calcul  étant  fait  pour  le  point-milieu, 
(i545).  D’après  le  même  principe,  je  retranche  ensuite,  de  la 
distance  2g5io4,  la  valeur  d’autant  de  degrés  consécutifs  de  lati- 
tude que  cette  distance  en  contient,  c’est-à-dire  des  48',  47%  48% 
45’  , 44’ j et  il  reste  9854  toises  pour  la  distance  à la  perpen- 
diculaire, du  point  de  latitude  43”  5o'  i4*.  Le  degré,  ou  56oo', 
à la  latitude  de  45",  est  de  57031  toises  ; d’où  il  suit,  par  la  règle 
de  trois  , qu’à  ce  point,  9854  toises  répondent  à io'  33'.  Donc 
la  distance  entière,  5i4i3i  , à la  perpendiculaire  vaut  5°  3o'  aa'; 
et  par  conséquent  48“  5o'  14*  — 5’  5o'  aa*  — 43"  19  5a'  = la 
latitude  en  M. 

Nous  aurons  donc,  (1574),  log.  cot.  45'  I9'  5a'  = o, oa53i43 
et , supposant  b = 1 , et  log.  a = log.  5oo  — log.  299  = o,  00 1 45o  1 

log.  tang.  /3  = log.  tang.  46°  45'  5i*,  8 = o,  0267644 

i58i.  Voyons  maintenant  à exprimer  p en  secondes.  Nommants 
le  nombre  de  toises  d’un  degré  de  la  sphère  inscrite,  je  fais  d’abord 
la  proportion , le  rayon  1 de  la  table  (AA)  est  à l’arc  d’un  degré 
de  la  même  table,  comme  le  rayon  b,  en  toises,  de  la  sphère 
inscrite  est  à l’arc  d’un  degré,  en  toises , de  la  même  sphère;  et 

j’ai  (63o),  s = j» . Or 

(i556)  , log.  b = 6,  5i 35845 
(63i)  , compl.  log.  R°  = 8,  3418774 

d’où  log.  5 = 4>  7554619  ; 

ce  qui  doit  guider  pour  tout  autre  exemple.  Puis  je  dis  s : p :: 
36oo*  : p'.  Et  par  conséquent 

compl.  log.  s = 5,  a44538s 
log.  p = log.  ia6aio  = 5,  ioiog38 
log.  36oo  = 3,  5563oa5 


l°g -P"  = 5;  90,9344 
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i58a.  Maintenant  il  faut  déduire  ir*  de  la  formule  (1573). 
Nous  avons  (1480),  e*  = a*  — 1 = ~ — 1 = Donc 

log.  599  = 2, 7774268 


moitié  ou  log.  y^gg  = 1,3887134 
compl.  log.  299  = 7, 5343288 

log.  e , qui  s’emploie  pour  tout  autre  exemple,  = 8,9130422 

(i58o),  log.  cos.  /3  = 9,8356906 

(438),  log.  tang.  A = 8,  7487328 


log.  cos.  A = 9, 9993184 
log.  p'  = 3,  9019344 

log.  tt'  = log.  a*  ia'  46’,  2 = 3,  9013528 


i583.  Enfin,  («576,  1571), 
log.  tang.  @ (i58o)  = 0,0267644 

log.  cos.  /3  (1582)  = 9,8356906....' '. 9,8336906 

log.  sin.  jS  = 9,  86a455o 

log.  cot.ir  = 1,4129579 log.  cos.  * = 9,9996760 

log.cot.ii  =3  1,2754129 log.  cos.  z = 9,8353666 

D’où  ji  = 3°  3'  9',  4 y et  log-  cot*  2 = 9<  97a?a54 
log.  a,  (i58o),  = o, ooi45oi 


log.  tang.  latitude  en  N = 9, 9740755 

Il  en  résulte,  pour  la  latitude  de  l’Observatoire  de  Marseille, 
43*  17'  37 ' ; la  méthode  (iaoo)  la  donne  de  43*  >7'  2 5'  i ; mais 
les  observations  astronomiques  la  portent  à 43*  17'  43',  ( Conn.  des 
Temps , 1789  et  suit’.'). 


j584.  Actuellement,  (i578),  £ = ’•  = ou  Û'~ 

et  Par  conséquent 
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log.  59g,  (i58a),  = a,  777^3 
compl.  log.  180000  = 4>74475 
log.  V,  (i58a)  , = 5,  Qoia5 
log.  sin.  /3  , (i583)  , = 9,  86a45 

log.  19*,  3=i,  a8586 

D'où  u = » - - 3*  a'  9*,  4 - 19',  3 = 3-  5o*  = I» 

différence  de  longitude  entre  Pari»  et  Marseille.  Mais  les  observa- 
tions astronomiques  donnent  3“  5'  3o',  ( Conn . des  Temps,  1789  et 
suif.)',  ou  5“  3'  i5',  ( Société  Italiana , Tom.  V,  pag.  83). 

1585.  En  ce  point,  les  calculs  dans  l’hypolbèse  de  la  Terre 
sphérique  s’approchent  véritablement  davantage  des  observations  , 
puisqu’ils  donnent  3°  a'  a5',  (laoo).  Je  n’ai  pas  cru  pour  cela  de- 
voir omettre  cet  exemple.  Et  comme  il  ne  me  paraît  pas  qu’on  poissa 
taxer  d’erreur  la  solution , on  doit  attribuer  les  incertitudes  soit 
aux  élémens  que  nous  avons  adoptés  (i555),  soit  plus  spéciale- 
ment encore  aux  données  indiquées  (1879).  Du  reste,  Cassini  a 
donné  ( Description  géométrique  de  la  France , 1783,  pag.  173) 
la  longitude  de  douze  villes  de  la  France,  déterminée , presque  sans 
différence,  par  lui,  au  moyeu  de  la  méthode  de  Du  Séjour  (1578), 
et  par  Du  Séjour,  sept  ans  avant  qu’il  eût  publié  cette  méthode, 
au  moyen  de  deux  éclipses  de  Soleil. 

1586.  Notions  préliminaires  pour  le  calcul  des  parallaxes  et 
des  éclipses. 

Soit  la  fig.  95  une  partie  de  la  fig.  93  , dans  laquelle  partie  tl8  q5> 
subsistent  les  dénominations  (i538.)  Soit  BZ  le  prolongement  du 

rayon  CBj  C un  astre  dont  la  position  est  donnée  par  les  Tables  * 1 

astronomiques,  comme  s’il  était  vu  du  centre  C de  la  Terre, 
c’est-à-dire  suivant  la  direction  CC  • Mais  l’Observateur  voit  l’astre 

du  point  B suivant  la  ligne  droite  BC*  L’angle  B(£C  est  donc  i 

la  différence  de  la  position  observée  à la  position  calculée , diffé- 
rence qu’on  nomme  parallaxe.  Pour  comparer  le  calcul  avec  l’ob- 
servation , il  faut  corriger  l’un  ou  l’autre  , de  la  valeur  de  la 
parallaxe.  Si  du  rayon  CB  on  décrit  la  circonférence  MBH , on 

peut  supposer  que  ce  cercle  appartient  à la  surface  de  la  Tcrrq  ; 

58  -V 
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.9ü.  considérée  comme  sphérique  , sans  que  cette  supposition  altère  en 
aucune  manière  la  distance  vraie  NCC  de  l’astre  au  pôle.  Mais, 
dans  celte  hypothèse  , Z devient  le  zénith,  CBZ  la  ligne  verticale, 
et  DCA  la  latitude  du  point  B de  la  Terre.  Qu’on  emploie  cette 
latitude  dans  les  calculs,  c’est-à-dire,  qu 'on  retranche  de  la  la- 
titude l'angle  de  la  verticale , et  qu’on  emploie  pour  latitude  l’angle 
au  centre  (1 557)-,  ZC<£  sera  alors  ladistance  vraie  au  zénith  Z,  à la 
connaissance  de  laquelle  on  parviendra  par  le  moyen  des  éléraens 
donnés  par  les  tables.  Si  donc,  par  le  moyen  ordinaire  de  la  paral- 
laxe de  hauteur,  ayant  d’abord  déduit  (1587 ) du  rayon  particulier 
CB  la  parallaxe  horizontale,  on  réduit  l’angle  ZCC  à l’angle  ZBC  » 
ce  dernier  fera  connaître  le  point  cherché,  c'est-à-dire  le  point  du 
ciel  auquel  correspond  la  position  apparente  de  l’astre  sur  la  ligne 
B(C-  Ces  règles  si  faciles  n'ayant  pas  été  démontrées  avant  la 
première  édition  de  ce  Traité,  on  De  les  observait  pas;  souvent 
on  enseignait  et  plus  souvent  on  suivait,  au  lieu  de  ces  règles , 
une  route  tortueuse  pour  arriver  au  but.  C’est  pour  rendre  leur 
usage  commode  que  j’ai  calculé  avec  soin  la  table  (CC).  Nous 
allons  voir  combien  , de  celte  manière,  deviennent  expéditifs  les 
calculs  des  parallaxes  et  des  éclipses. 

Il  n’est  pas  inutile  d'observer  ici  que  dans  le  Totn.  VI  des 
Mémoires  de  la  Société  Italienne,  j’ai  fait  voir  que  les  occulta- 
tions d’étoiles,  quand  elles  sont  de  courte  durée,  peuvent  servir 
très-avantageusement  pour  déterminer  le  rayon  particulier  de  tous 
les  lieux  d’où  elles  sont  observées , et  qu’il  n’y  a pas  de  moyen 
plus  sûr  et  à-la-fois  plus  facile  de  bien  connaître  Ja  vraie  figure 
de  la  Terre. 

1587.  Trouver  les  parallaxes  de  longitude,  de  latitude,  d'as- 
cension droite  et  de  déclinaison. 

Toutes  ces  parallaxes  dépendent  de  la  parallaxe  de  hauteur , qui 
elle-même  dépend  de  la  parallaxe  horizontale.  Or  ( Astron . de 
De  la  Lande,  1624), 

. B , rayon  particulier  d«  ta  TVgn-e.  . 

sin,  par.  nom.  — dut.  de  la»tre  au  centre  de  U l'erre' 

»588.  Pe  plus,  (Ibid.  1628), 

sin.  par  haut.  = sia,  par.  horiz.  x cos.  hauteur  appar. 
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i58g.  Et,  avec  une  approximation  suffisante  dans  tons  les  cas, 
par.  hauteur  — par.  horiz.  X cos.  hauteur  appar. 
i5go.  Les  deux  dernières  formules  ont  cette  imperfection,  quelles 
renferment  dans  le  second  membre  la  quantité  cherchée,  puisque 
hauteur  apparente  = hauteur  vraie  — par.  hauteur , et  que  la 
hauteur  vraie  est  la  chose  connue.  Il  n’en  résulte  que  l’inconvénient 
de  faire  deux  fois  (675)  un  calcul  très-court  : cependant  je  vais  in- 
diquer des  moyens  de  faire  disparaître  ce  défaut. 

i5qi.  Nommons  D la  distance  vraie  de  l'astre  au  zénith  , ou 
le  complément  de  la  hauteur  donnée  par  les  Tables  , p la  paral- 
laxe horizontale,  ir  celle  de  hauteur.  Par  la  méthode  (676^,  on 
tire  de  la  formule  (i588). 


tang.  k = 


sin.  p «in.  D 
1 — $in.p  co».  D* 


i5ga.  Or  cette  équation  peut  se  calculer  par  les  logarithmes  en 
deux  manières  ; d'abord  en  faisant  (455}  , 

cos.  A = 1/  sin.  p cos.  D ; puis 


sin.  p sin.  D 

tang.sr  = — ~r — . 
0 sin.'A 


Si  on  le  préfère,  on  substituera  dans  cette  dernière  équation  la  va- 
leur de  sin.  p tirée  de  la  précédente  , et  on  aura 

tang.  Tt  = tang.  D cot.’A, 


i5g5.  L’autre  manière  consiste  à retourner  la  formule  (i5gi), 
comme  nous  l’avons  enseigné  (444)»  de  sorte  qu'elle  devienne 

tang.  (s  D -f- it)  = x tang.  j D,  équation  qui  se  réduit 

(II.  9")  à celle-ci  : 


tang.  ( ï D + = tang  * (45"  +lp)  tang.  I D. 

i5g4-  Mais,  pour  revenir  à notre  but,  (1587),  soit  Z le  zénith  ng. 
de  la  Terre  sphérique  (i586)  , P le  pôle  de  l’écliptique , T une 
planète  vue  du  centre  de  la  Terre , et  qui , vue  de  la  surface  du 
Globe,  parait  plus  bas,  en  S : TS  est  la  parallaxe  de  hauteur; 

PZ  est  la  distance  du  zénith  au  pôle  de  l'écliptique  ; c’est  ce  qu’on 
appelle  la  hauteur  du  nonagésime , c’est-à-dire  du  point  de  l'éclip- 
tique qui  marque  la  longitude  du  zéailh  de  l'observateur  : ZPT 


^6o  chap.  xxnr.  du  calcul  des  parallaxes 
8j  est  la  distance  vraie  de  l'astre  au  nonagésime  , ou  la  différence 
de  longitude  entre  l’astre  et  le  nonagésime;  ZPS  est  la  distance 
apparente  de  l’astre  au  nonagésime , et  TPS  la  parallaxe  de 
longitude , de  laquelle  nous  cherchons  d’abord  la  valeur. 

1595.  Le  côté  P7.  et  l’angle  adjacent  Z sont  communs  aux 
triangles  ZPT  , ZPS,  et  par  conséquent,  en  faisant  (iai5),À=Z, 
B = P,  C = T,  on  a sin.  $ZT  : sin.  $ZPT  ::  sin.  PT 
sin. (ZT  4-  #ZT)  : sin-  Pz  sin.(ZPT  4-  ÿZPT).  Donc  (i4a3), 
$ZT:  $ZPT,  ouTS  :TPS  ::  sin.  PT  sin.  ZS  : sin.PZ  sin.  ZPS. 

Mais  sin.  ZS  = cos.  haut,  appar.  —^^7-^7 j~>  (*589);  et  PT  est 

le  complément  de  la  latitude  vraie  de  l’astre.  Donc 

par.  long.  = par.  horiz.  X """«g-  * sin.  di,l.  appar.  non^ 

r or  cos.  vraie. 


1596.  Pour  avoir  la  longitude  apparente  de  l'astre , on  ajoute 
la  parallaxe  à la  longitude  vraie , si  l’astre  est  à l'orient  du  nona- 
gésime ; on  la  soustrait , s’il  est  à l’occident. 

1597.  Comme  le  second  membre  renferme  la  parallaxe  cherchée, 
puisque  dist.  appar.  nonag.  = dut.  vr.  nonag.  -(-  par.  long. , il 
faudra  faire  le  calcul  par  la  méthode  (67$),  ce  dont  nous  donne- 
rons un  exemple  (1614);  ou  par  la  méthode  (676),  d'où  se  déduit 
la  formule  qui  suit. 

1598.  Si,  au  lieu  des  parallaxes , on  emploie  leurs  sinus,  la  for- 


mule (tSgô)  sera  rigoureuse.  On  en  tire  = 

sin.  ( TPZ  4“  TPS  ) = sin.  TPZ  cos.  TPS  4-  cos.  TPZ  sin.  TPS  ; 
et,  en  divisant  par  cos.  TPS  la  première  et  la  dernière  de  ces  trois 
valeurs  égales , : . 

sin.  par.  horiz.  sin.PZ  sin.  TPZ 

an&"  sin.  PT  — sin.  par.  horiz.  tin.  PZ  cos.  TPZ' 


1599.  En  imitant  les  transformations  (iôga),  je  résous  ainsi 
cette  équation  : 

A.  /sin.  par.  horiz.  sin.  PZ  coa.  TPZ 

= 1/  — - : — ™ — ; 

SID.  PT 

tang.  TPS  = tang.  TPZ  cot.*A. 

1600.  La  parallaxe  de  latitude  est  $ PT  , ou  PT  — PS.  Pour 
U déduire  de  la  parallaxe  horizontale , on  emploiera  l'analogie 
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(ta35),  laquelle,  en  changeant  les  lettres,  comme  je  l'ai  fait  (i5g5), 
devient  si ii.  $ZT  : sin.  $PT  ::  sin.(ZT  -f-  $ZT)  : cos.  PZ 

sin.CPT+â PT) - sin- PZ  cof- (ZPT^f^.- ^PT+  Mai* 

, , ain.  $ZT  ain.  par.  hauteur  . - 

) observe  que  iin.  (ZT  + edr  appar.  = Sln-  Par-  hori*'> 

( 1 588) ; de  plus,  que  cos.  { #ZPT  = cos.  i par.  long.,  quantité 
que  sans  scrupule  on  peut  faire  égale  à l'unité  dans  tous  les  cas  ; 
enfin  qu’on  peut  de  même  mettre  les  arcs  au  lieu  de  sin.  ^jPT 
et  de  sin.  par.  horiz.  Cela  posé,  j’ai 


parall.  latit.  = par,  horiz.  (cos.  haut,  nonag.  cos.  lat.  appar.  — 
sin.  haut,  nonag.  sin.  lat.  appar.  cos  .{disl.  vr.  nonag.-\-  l par.  long.)). 

1601.  Pour  avoir  la  latitude  apparente  de  l’astre,  la  parallaxe 
de  latitude  s'ajoute  toujours,  avec  le  signe  qu'elle  porte , à la  dis- 
tance vraie  de  l'astre  au  pôle  visible  de  l'écliptique. 

Cette  formule  contient  à la  vérité  dans  le  second  membre  la  quan- 
tité cherchée^  néanmoins  le  calcul  en  est  facile,  comme  on  le  verra 
dans  l’exemple  (161/j). 

160a.  Si  P est  le  pôle  de  l’équateur,  on  écrira  dans  les  formules 
(i5g5  , 1600)  , par.  asc.  dr.  au  lieu  de  par.  long. , compl.  hauteur 
du  pôle  au  lieu  de  haut,  nonag. , angle  horaire  au  lieu  de  distance 
au  nonag. , déclin,  au  lieu  de  lat.  ; et  on  aura 

par.  asc.  dr.  = par.  horiz.  x c°8' haut- «"■  nnP  h°™'  "pp™- 

coi.  de  cl.  vraie  0 

par.  décl.  =par.horiz.(sia.haut. du  pôlecos.décl. appar. — cos.  haut. 


du  pôle  x sin.  décl.  appar.  cos.(ang,  hor.  vr.  -f-j  par.  asc.  dr. 


» 


i6o3.  Le  Calculateur  ne  doit  jamais  oublier  que  pour  tenir  compte 
de  l’ellipticité  de  la  Terre,  il  faut , dans  toutes  les  formules  ( i588 
et  suiv.),  employer  la  parallaxe  horizontale  qui  convient  au  lieu 
pour  lequel  se  tait  le  calcul;  et,  dans  les  deux  dernières,  la  hau- 
. teur  du  pôle  diminuée  de  l’angle  de  la  verticale  (i586). 

1C04.  'Prouver  la.  distance  apparente  des  centres  de  deux  astres. 

11  y a trois  cas  principaux  et  très-importans  dans  lesquels  on 
cherche  la  distance  app parente  des  centres  de  deux  astre*  ; ou  , ce 
qui  revient  au  même,  dans  lesquels  on  conclut  de  la  distance  ap- 
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pareille  la  distance  vraie,  c’est-à-dire  celle  qui  serait  observée  du 
centre  de  la  Terre  : i*.  dans  les  éclipses  et  dans  les  occultations  ; 
a*,  dans  les  passages  sur  le  disque  du  soleil;  3°.  sur  mer , pour  en 
déduire  la  longitude  du  vaisseau. 

Je  ne  connais  rien  de  mieux  que  la  méthode  de  De  la  Lande 
pour  le  second  cas;  et  celle  de  Borda  pour  le  troisième  , quand  on 
n'a  point  les  grandes  tables  anglaises  , ou  celles  qui  servent  à 
la  méthode  de  Dunthom.  Pour  le  premier  cas  , la  voie  la  plus 
expéditive  est  certainement  celle  du  nonagésime  (si  on  veut  l'ap- 
peler ainsi),  mais  en  usant  de  la  méthode  suivante,  qui  a obtenu 
le  prix  proposé  par  l’Académie  de  Copenhague  ( Méthode  pour 
calculer  les  longitudes  géographiques , etc.  V érono , chez  II  a- 
manzini,  1789). 

1605.  Soit  P le  pôle  du  Monde , E celui  de  l’écliptique  , Z le 
Fig-  96  zénith  de  la  Terre  supposée  sphérique  (i586),  L le  lieu  vrai  de 

celui  des  deux  astres  qui  souffre  la  plus  grande  parallaxe.  Dans 
le  triangle  PEZ , on  connaît  toujours  trois  parties;  savoir  PE  ou 
l'obliquité  apparente  de  l'écliptique , PZ  ou  le  complément  de  la 
hauteur  du  pôle  diminuée  de  l'angle  de  la  verticale  (i586),  et 
ZPE  qui  est  l’angle  horaire  du  pôle  de  l’écliptique,  ou  la  diffé- 
rence entre  l'ascension  droite  du  zénith  et  celle  du  pôle  de  l’éclip- 
tique. L’ascension  droite  de  ce  pôle  est  toujours  de  270*;  celle  du 
zénith , qu’on  nomme  l’ascension  droite  du  milieu  du  Ciel , est 
égale  à la  somme  de  l'ascension  droite  du  soleil  et  du  temps  vrai 
( au  moment  pour  lequel  on  fait  le  calcul  ) réduit  en  degrés  ou 
en  parties  de  l'équateur,  soustraction  faite  de  3ôo°,  lorsque  cette 
somme  est  > 56o*.  On  cherchera  EZ,  ou  la  hauteur  du  nonagé- 
sime ; et  PEZ,  qui  est  la  différence  entre  la  longitude  du  zénith 
ou  du  nouagésime  et  celle  du  pôle  de  l’équateur,  laquelle  est  tou- 
jours de  90". 

1606.  Dans  le  triangle  PEZ,  connaissant  deux  côtés  PE,  PZ, 
et  l’angle  intercepté  ZPE  = 90*  -f-  asc.  dr.  milieu  du  Ciel , on 
cherchera  d’abord  la  valeur  du  côté  EZ , et  de  l’angle  PEZ  = go* 

— long . nonag.,  au  moyen  des  formules  (1097,  1098),  qui  donnent, 
en  faisant  A = Z,  B = P,  C = E , i*.  tang. x — cos.  P tang.PZ 

— — ,in-  asc.  dr.  milieu  du  Ciel  cot.  haut  du  pôle-,  a’,  y—  PE  — x 
5=  obliquité  — x\  5*.  cos.  EZ  = cos.  haut,  nonag.  = cos.  PZ  X 
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= sin.  haut,  dupôle  x 4**  cos.PEZ=sin.  long,  nonag. 

= cot.  EZ  tang.  y = cot.  haut,  nonag.  tang. y.  Le  calcul  de  ces 
équations  devient  plus  commode , si  on  change  le  signe  du  i, 
comme  je  l’ai  fait  (i449)>  La  longitude  du  nonagésime,  donnée 
par  la  4*  » doit  se  prendre  dans  les  signes  ascendans , ou  dans  les 
descendans , suivant  que  l’ascension  droite  du  milieu  du  Ciel  se 
trouve  dans  ceux-là  ou  dans  ceux-ci.  En  retranchant  cette  lon- 
gitude de  celle  de  l’astre  L , on  connaît  l’angle  ZEL , on  ( i5p4) 
la  distance  vraie  de  l'astre  au  nonagésime. 

J’avertis  que  quand  l'ascension  droite  du  milieu  du  Ciel  se  trouve 
à-peu-près  entre  8o°  et  :oo” , ou  entre  a5o*  et  ago* , la  différence 
entre  EZ  ety  peut  être  si  faible,  que  les  petites  erreurs  sor  ces 
quantités  se  multiplieraient  excessivement  dans  l'équation  4*  , ce 
qui  altérerait  d'autant  PEZ.  En  pareil  cas,  il  faut  renoncer  à cette 
équation  , et  employer  la  3* , (1086) , laquelle , en  faisant  A = Z , 

B = E,  C = P,  donne  tang.  E=  tang. P x ou,  en  chan- 
geant le  signe  de  x , cot.  long,  nonag.  = cot.  asc.  dr.  milieu  du 


1607.  Les  valeurs  de  EZ  et  de  ZEL  étant  déterminées,  on  a 
tout  ce  qu’il  faut  pour  calculer  les  parallaxes  de  longitude  et  de 
latitude  de  l’astre  L,  au  moyen  des  formules  (i5g5,  1600),  dans 
lesquelles  on  emploiera  pour  parallaxe  horizontale  la  différence  des 
parallaxes  horizontales  des  deux  astres;  ce  qui  est,  non  pas  rigou- 
reux, mais  adopté  communément,  et  d’une  exactitude  suffisante 
dans  tous  les  cas. 

Ayant  ainsi  appliqué  l'effet  des  deux  parallaxes  au  sent  astre  L , 
et  connaissant,  dans  cette  hypothèse,  la  longitude  et  la  latitude 
apparentes  de  cet  astre  ; si  l’on  suppose  à présent  que  l'autre  astre 
soit  S , et  que  le  triangle  zEV  soit  le  même  que  le  triangle  ZEL  Fig 
de  la  fig.  <j6 , de  sorte  que  VL  soit  la  parallaxe  de  hauteur  ; on 
connaîtra,  dans  le  triangle  ELS,  le  côté  LE  distance  apparente 
de  l’astre  L au  pôle  de  I écliptique,  le  côté  ES  distance  vraie  de 
l'astre  S à ce  pôle,  et  l'angle  LES  qui  est  la  différence  entre  la 
longitude  vraie  de  l’astre  S et  la  longitude  apparente  de  l’astre  L. 


464  CHAP.  XXIII.  TROUVER  LA  DISTANCE  APPARENTE 
fig, gj.Avec  ce*  données,  il  reste  à chercher  le  côté  LS  qui  est  la  dis- 
tance apparente  des  centres  des  deux  astres,  et  dont  la  détermi- 
nation est  le  but  du  problème.  Ce  côté  , à cause  de  sa  petitesse,  ne 
peut  s'obtenir  avec  précision  par  la  dernière  équation  (VIII.  8'), 
Mais  prolongez  EL , de  sorte  qu’on  ait  E/n  = ES,  et  conduisez  l’arc 
de  parallèle  S ///;  vous  pourrez,  sans  erreur  d’un  centième  de  seconda 
(1198)  résoudre  le  petit  triangle  LznS  comme  rectiligne  et  rec- 
tangle en  771 , connaissant  dans  ce  triangle  L/n  = ES  — EL , et 
S/n  = LES  sin.  ES,  (985).  Et  comme,  au  lieu  d’alonger  EL,  oa 
pourrait  couper  ES , en  r , de  sorte  qu’on  ertt  Er  = EL  , puis  mener 
l’arc  de  parallèle  Lr,  et  résoudre  le  triangle  LrS  ; il  sera  mieux, 
en  embrassant  les  deux  cas  , de  prendre  S/n  = LES  sin.  j ( ES 
■j-  EL  ). 

1608.  Pour  faciliter  les  opérations  précédentes,  je  les  réduirai 
(161a)  en  une  espèce  de  tableau.  Je  place  à la  fin  de  ce  Traité 
la  table  (CC)  que  j’ai  annoncée  (i557,  i559,  i58G),  et  de  laquelle 
on  a besoin  pour  ces  mêmes  opérations.  Elle  est  construite  d’après 
l’hypothèse  a : b ::  1 : J§£»  (i555). 

1609.  Voici  quel  est  l’usage  de  cette  table.  Pour  avoir  la  paral- 
laxe horizontale  d’un  astre  pour  un  lieu  de  la  Terre,  on  prendra 
dans  la  table  le  logarithme  du  rayon  terrestre  correspondant  à la 
latitude  de  ce  lieu,  et  on  l’ajoutera  au  logarithme  de  la  parallaxe 
horizontale  de  l’astre  sous  l’équateur. 

1610.  Si  au  lieu  de  cette  parallaxe  on  avait  la  parallaxe  pour 
un  lieu  hors  de  l’équateur , comme  il  arrive  lorsqu’on  fait  usage 
des  Tables  de  la  Lune  de  De  la  Lande,  qui  donnent  la  parallaxe 
pour  Paris  j alors  on  aurait  la  parallaxe  horizontale  pour  l’équa- 
teur , en  retranchant  du  logarithme  de  la  parallaxe  donnée  le  loga- 
rithme du  rayon  terrestre  du  lieu  pour  lequel  elle  est  donnée. 

1611.  Et  si  l’on  voulait  le  logarithme  du  nombre  de  toises  d’un 
rayon,  on  ajouterait  log.  a,  (i556),  ou  6,5i5o345  à celui  de  la 
table. 

1613.  Ta ble Au  du  calcul  pour  trouver  la  distance 
apparente  des  centres  de  deux  astres , S , L , en  supposant  connues 
les  parallaxes  horizontales  équatoriales,  et  les  longitudes  et  lati- 
tudes vraies,  c’est-à-dire  telles  qu’on  les  aurait , si  on  voyait  les 


Digitized  by  Google 


DES  CENTRES  DE  DEUX  ASTRES;  {65 

deux  astres  du  centre  de  la  Terre , et  en  tenant  compte  de  l'aber- 
ration et  de  la  nutation.  Je  suppose  de  plus  que  la  parallaxe  hori- 
zontale de  l’astre  L soit  plus  grande  que  celle  de  l'astre  S.  On 
comprendra  facilement  qu'il  est  inutile  d'indiquer  ce  que  sont  les 
arcs  A,  B,  etc.  qui  ne  sont  ici  que  des  arcs  subsidiaires.  Mais  je 
recommande  toujours  l’observation  des  règles  des  signes  (73 , 75, 
.45.). 

A = ascens.  dr.  O -f-  temps  vrai  en  parties  de  l’équateur. 

B = hauteur  du  pôle  — angle  de  la  verticale, 
tang.  C = cot.  B sin.  A. 

Si  A est  > 36o* , prenez  A — 360",  au  lieu  de  A. 


D = C + obliquité  apparente  de  l'écliptique, 

F.  n COS.D 

= sin.  B x 

cos.  C 

sin.  G = tang.  D cot.  F. 

Quand  A est  entre  80*  et  too*,  ou  entre  aSoaet  390*,  alors  au  lien  d» 
cette  équation  employez  la  suivante  : 


cot.  G = cot.  A 


X 


sin.  C 
sin.  D* 


Prenez  G ou  dans  les  signes  «scendans , ou  dans  les  signes  descendons , selon 
que  A est  ou  dans  les  premiers  ou  dans  les  derniers. 

H = longitude  vraie  de  l’astre  L — G. 

Ajoutez  36o°  au  premier  terme  du  second  membre,  quand  ce  premier  terme 
est  plus  petit  que  G. 

K as  rayon  de!aTcrrex(par.  boriz.  équat.  L — par.horiz.  équat.S). 
M = K x sin  F «m.(H-f-M) 

cos.  lut.  vraie  L 

N = K (cos.  F cos.  lat.  app.  L — sin.  F cos.(H  -f-  (M)  sin.  lat.  app.  L). 
Longitude  apparente  de  l’astre  L = longitude  vraie  -f-  M. 

Latitude  apparente  de  l’astre  L = latitude  vraie  d=  N. 

Le  signe  4-  a lien  si  la  latitude  vraie  est  australe , le  signe  ■—  si  elle  est 
boréale  ; c’est  l’opposé  quand  N est  négative. 

Q = long.  app.  de  l'antre  L .to  long,  vraie  de  l’astre  S. 

59 
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T = lat.  app.  de  l’astre  L c-o  lat.  vraie  de  l’astre  S. 

Y = lat.  app.  de  l'astre  L lat.  vraie  de  l’astre  S. 


taag.  U = 


Q X coi.  ; Y 
T 


Distance  apparente  des  centres  = 


T 

co».  U‘ 


i6i3.  l.a  promptitude  de  la  méthode  précédente  a pour  causes 
principales  le  petit  nombre  et  la  simplicité  des  règles,  l’avantage 
de  ne  point  avoir  besoin  de  construire  une  figure,  et  surtout  celui 
de  pouvoir  faire  les  calculs  des  sept  premières  équations  en  négli- 
geant les  secondes,  ou  au  plus  en  tenant  compte  seulement  des 
dixaines  de  secondes , sans  que  l’exactitude  du  dernier  résultat  en 
soit  nullement  altérée  : d’où  il  suit  encore  qu’on  peut  de  même 
négliger  les  secondes , en  prenant  les  lignes  trigonométriques  con- 
tenues dans  les  équations  qui  donnent  la  valeur  de  M et  celle  de  N. 

iGi/j.  Appliquons  cette  méthode  à la  recherche  de  la  distance 
apparente  d’Antarès  au  centre  de  la  Lune , au  moment  de  l’im- 
mersion observée  à Paris  par  De  la  Lande,  le  6 avril  1749*  J° 
prends  les  élémens  donnés  par  lui  ( Astr . 1978). 

A ss  i5°  58'  + ig5°  20'  = an*  18'. 

L’angle  de  la  verticale  donné  par  la  table  (CC)  pour  la  latitude 
48*  5o'  est  1 1'  22'  5 ; et  par  conséquent 

B = 48’  5o'  10”  — 11'  20'  = 48’  58'  5o\ 
L’obliquité  apparente  de  l’écliptique  pour  le  commencement  d’avril 
1749  , selon  mes  observations  , ( Socictà  liai.  Tom.  V,  pag.  277), 
est  a5°  28'  22’.  Cela  posé , 

log.  cot.  B = 9,94456  log.  sin.  B = 9,87 544 

log. — sin.  A = 9,71560  compl.  log.  — cos.  C = o,o4ia3 


log.  — tang.C  = 9,66016  log.  — cos.  D = 9>99992 

log.  cos.  F = 9.91659 
C = i55*  a5'  40'  ‘ ===== 

-H-  obliqu.  = 23°  28'  20'  log.  -t  tang.  D = 3,  2853a 


D = i78°  54'  log.  cot.  F = o,  16473 

F = 34°  23'  10'  log.  — sin.  G = 8, 44604 
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A étant  daot  les  signes  descendans , on  a donc  G = «8i*  56'  3o*. 
La  longitude  vraie  de  la  Lune  était  a45“  3i'  4a*j4-  Par  consé- 
quent 

H = a45*  3i'  4o*  — 181’  36'  5o*  = 63’  55'  10*. 

La  latitude  vraie  de  la  Lune  était  australe  et  de  3“  4' 1 ' 58*,  7 ; et 
la  parallaxe  horizontale  dans  l’équateur  était  de  57'  aa*,  7.  Mais  dans 
ce  cas  par.  horiz.  S = o,  puisqu’Antarès  n’a  pas  de  parallaxe.  Donc 
log.  57'  aa',  7 = 3,  536go 
(CC) log.  du  rayon  pour  Paris  = g,  99918 

log.  K = 3,536o8 
log  sin.  F — 9,75187 


log.  (K  sin.  F)  = 5,38795 
compl.  log.  cos.  lat.  vr.  <£  — o,  00096 

Somme,  ou  log.  constant  = 3,  38891 
log.  sin.  (H  + M,  estimé 64“  10')  = 9,95437 

log.  M à très-peu-près  = 3,  a43i8  = log.  ag'  il* 

log.  constant,  porté  ci-dessus,  = 3,38891 
log.  sin.( H + M = 64“  a4' ao")  = 9,g55i6 

log.  M = 3,  34407  = log.  39'  i4*,  a 

log,  cos.  F , porté  ci-dessns,  = 9,91659 
log.  K,  porté  ci-dessus,  = 3,  536o8 

log.  N,  à très-peu-près , = 3,45367  = log.  47*  i5* 
d’où  log.  cos.  ( lat . app.  C = 4”  35')  = 9, 99861 

log.  i*  partie  de  la  valeur  de  N = 3, 45ia8  = log.  4l'  6’,  7 

log.  — (K  sin. F) , porté  ci-dessus  , 2=  5, 3879 
log.  cos.  ( H -f- i M = 64“  10')  — g,63ga 
log.  — sin.  {lat.  app,  (£  = 4°  36')  = 8,  904a 

log. -f- a*  partie  de  la  valeur  de  N = i,83i3  = log.  1'  7’,  8 

_ Donc  N sa;  48'  lA't  5 
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long,  appar.  C = a45°  Si'  4a*,  4 4-  29'  14*,  a = a46*  o'  56',  6 
lat.  appar.  C = 3”  47'  58',  7 + 48'  14",  5=4°  36'  i3',  a 

En  prenanf  le  milieu  entre  les  positions  d’Antarès , déterminées 
par  Bradlej  , Mayer  et  La  Caille,  et  réduites  au  6 avril  1749, 
et  en  tenant  compte  de  l’aberration  et  de  la  nutation  , ce  qui  donne 
avec  exactitude  la  position  apparente  (quej’appelle  cependant  vraie, 
pour  indiquer  qu’elle  est  exempte  de  parallaxe) , je  trouve  long,  vr . 
Antarès  = 346°  16'  19’,  a,  et  lat.  vr.  Antarès  = 4*  3a'  1 o’,  5 austr. 
Donc 

Q = 346°  o'  56',  6 co  a46'  16'  19*,  a = i5'  aa',6 
T = 4'  36'  «3*,  a 00  4°  3a'  io',5  = 4'  a*,  7 
Y = 4°  36'  -f-  4'  3a'  = 9'  8' 

log.  Q = a,  g65ox 
log.  cos.  (3  Y = 4°  34')  = 9,9986a 
compl.  log.  T = 7,61493 

s.  — ■ > 

log.  tang.  U = o,  57886 

comp  log.  cos.  U = o,  59318 
J’ajoute  log.  T = a,  38507 

Somme  a,  97826 

Ce  logarithme  donne  , pour  la  distance  apparente  des  centres  , 
i5'  5i’,a. 

161 5.  Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  exige  la  recherche  de 
trente  logarithmes.  Je  ne  connais  point  de  méthode  où  il  ne  soit 
nécessaire  d’en  chercher  un  plus  grand  nombre , et  avec  une  perte 
de  temps  bien  plus  considérable , attendu  qu’il  faut  tenir  compte 
des  dixièmes  de  seconde  dans  tout  le  calcul , si  on  veut  obtenir 
dans  le  dernier  résultat  la  précision  que  j’obtiens  par  la  méthode 
que  je  viens  d’exposer.  On  observera  de  plus,  si  on  compare  celte 
méthode  à d’autres,  qu’elle  ne  demande  pas  que  l’on  connaisse 
l’ascension  droite  et  la  déclinaison  des  deux  astres,  ou  de  l’un  des 
deux , ni  leur  hauteur,  ni  l’angle  purallactique , ni  celui  de  position, 
et  qu’elle  permet  de  prendre  l’ascension  droite  du  soleil  dans  des 
Lphcuiérides  , au  lieu  de  la  calculer  rigoureusement. 
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1616.  Pour  comparer  avec  l’observation  la  distance  apparente 
des  centres,  donnée  par  le  calcul  (161a)  , il  faut  augmenter  le 
diamètre  de  la  Lune  en  raison  de  la  hauteur,  et  de  plus,  s’il  s’agit 
d’une  éclipse  de  Soleil,  tenir  compte  de  l’accourcissement  produit 
par  la  réfraction  sur  les  phases  mesurées  avec  le  micromètre.  Pour 
la  première  de  ces  corrections  , il  suffirait  de  prendre  la  hauteur 
«le  la  Lune  au  moyen  d’un  globe  : pour  la  seconde  , il  est  nécessaire 
de  connaître  l’angle  formé  par  le  cercle  vertical  avec  la  ligne  des 
centres.  Voyons  comment,  au  moyen  des  éléinens  du  calcul  (1612), 
nous  pourrons  trouver  une  valeur  suffisamment  approchée  soit  pour 
cet  angle , soit  pour  la  hauteur  de  la  Lune. 

1617.  Soit  E le  pôle  de  l’écliptique,  z le  zénith,  V le  lieu  vrai  tig. 
de  la  Lune,  L son  lieu  apparent,  S le  lieu  vrai  de  l’autre  astre j 
SL  est  la  distance  apparente  des  centres,  donnée  par  le  calcul  (1612). 
Qu’on  prolonge  z L jusqu’en  n j on  aura  Lm  = T,  ttiS  = Q x 
cos.  | Y,  (1607),  et  »iLS  = U,  (1612). 

Cela  posé,  on  observera  que  le  triangle  zVE,  en  se  changeant 
en  zLE , conserve  comme  constans  le  côté  2E  et  l'angle  2.  Donc, 
en  faisant  (1223,  121 3),  A = z,  B = E , C = Y,  onai'.  $EV  : 
$E  ::  sin.EV  : tang.zLE,  en  mettant  par  approximation  zLE 
au  lieu  de  V;  2°.  $zV  : $E  ::  sin.EV  : sin.  zLE.  Mais  $zV 
= paraît,  hauteur — parait,  horiz.  cos.  haut,  appar.,  (1589).  En 
introduisant  cette  valeur  dans  la  dernière  analogie,  et  $EV  x 
tang.  zLE  au  lieu  de  $E  x sin.  EV,  d’après  la  première,  ces 
deux  analogies  donneront 

tang. ang.paraliacl. appar. = —r  ,on^ /ot' v-  — x cos .lat.vr. 

C0î.hauteurappar.= 7 — t — — >at' — T. =r - 

rr  par.horiz.cos.Qng.pai'allacapp.  t\.^<,cos.ang.par.app. 

Dans  les  éclipses  de  soleil  on  peut  toujours  mettre  1 au  lieu  de 
cos.  lat.  C-  L’angle  parallactique  apparent  (zLE  = mLn)  soustrait 
de  l’angle  (U  = mLS}  , ou  ajouté  à cet  angle , selon  les  cas  , donne 
l’angle  cherché  SL/j  , que  fait  la  ligne  des  centres  avec  le  cercle 
vertical. 

1G18.  Quand  on  n’a  pas  besoin  de  cet  angle  , on  peut  déduire 
immédiatement  des  éléinens  du  calcul  ( 1612)  le  diamètre  de  la 
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j-i;  K> Lune  augmenté  en  raison  de  la  hauteur  inconnue.  I'.n  effet, 
soit  A le  diamètre  horizontal  , A'  le  diamètre  augmenté  : on  a 
{De  la  Lande , i5io),  A : A'  ::  sin.  zV  : sin.zL.  Or  (io5i), 


zV  = 


sin. zEY  EV 


, et  sin.  zh  : 


fin.  zEL  sin. EL 


sin.  z ' sin.  z 

sin.  EV  : sin.zEL  sin.  EL  ::  A : A';  et  par  conséquent 


. Donc  sin.zEV 


A'  ss 


A sin.  (H  -f-  M)  cns.  lat.  app.  (£ 
sin.  H cos.  Ut.  vr.  (C 


1619.  Cette  formule  est  de  Gertsner.  La  valeur  qu’elle  donne  n’est 
ni  finie,  ni  sûre,  lorsque  la  longitude  lunaire  coïncide  , ou  à-peu- 
près,  avec  la  longitude  du  nonagésime  : mais  alors  la  hauteur  de 
la  Lune  est  connue,  puisqu’on  a zV  = EV  — Ez,  zL  = EL  — Ez; 
et  la  parallaxe  de  hauteur  est  égale  à celle  de  latitude*,  ensorte 
qu’on  emploie , au  lieu  de  cette  formule , la  première  analogie 
(r6r8). 

iGao.  Comme  Lévêque  a donné  des  Tables  générales  de  la 
longitude  et  de  la  hauteur  du  nonagésime  pour  tous  les  pays  de  la 
Terre  supposée  sphérique  ( à Paris,  chez  Laporte'),  je  crois  qu’il 
n’est  pas  inutile  de  faire  voir  combien  il  est  facile  d’introduire  dans 
ces  tables  la  correction  relative  à l’aplatissement  de  la  Terre. 

Soit  P le  pôle  du  Monde,  E celui  de  l’écliptique,  M le  zénith 
pour  la  Terre  aplatie  , Z le  zénith  pour  la  Terre  sphérique.  Les 
tables  de  Lévêque  sont  construites  sur  le  triangle  PZE-,  elles  ont 
pour  argumens  la  hauteur  du  pôle  ou  le  complément  de  PZ , et 
l’ascension  droite  du  milieu  du  Ciel  ou  du  zénith  Z.  Or  on  peut 
observer  que  l’augmentation  ZM  égale  à l’angle  de  la  verticale 
ne  change  point  l’ascension  droite  du  zénith  ou  du  milieu  du  Ciel  ; 
ainsi  cet  argument  reste  constant.  Le  second  argument , c’est-à- 
dire  PZ , varie  seul  ; et  par  conséquent  si  l’on  fait  usage  de  ces 
tables  en  diminuant  de  l’angle  de  la  verticale  l’argument  de  la 
hauteur  du  pôle,  elles  donneront  la  hauteur  ME  du  nonagésime, 
et  la  longitude  du  nonagésime  ou  du  zénith  M , telles  qu’on  doit 
les  avoir  pour  le  sphéroïde  aplati. 

iGai.  Trouver  la  longitude  d'un  lieu  de  la  Terre. 

Les  éclipses  de  soleil  et  les  occultations  d’étoiles  par  la  lune 
•ont  les  phénomènes  les  plus  sûrs  pour  déterminer  avec  précision 
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les  longitudes  terreslres.  On  calculera  la  distance  apparente  des 
centres  (1612)  pour  le  moment  de  l’observation,  en  supposant  la 
longitude  telle  qu'on  l’estime  à peu-près,  et  prenant  dans  les  tables, 
d’après  cette  supposition,  les  lieux  du  Soleil  et  de  la  Lune,  Et  si 
la  distance  calculée  ne  se  trouve  pas  égale  à la  distance  observée, 
je  vais  démontrer  que  de  cette  erreur  du  calcul  on  peut  déduire, 
avec  autant  d’exactitude  que  de  facilité  , la  vraie  longitude 
cherchée. 

i6aa.  Soit  E le  pôle  de  l'écliptique,  L la  Lune,  S le  Soleil  ouFij.j:. 
l’étoile,  LS  la  distance  apparente  des  centres  donnée  par  le  calcul, 
(161a).  Je  n’attribue  l’erreur  sur  la  distance  des  centies  qu'au  lieu 
de  la  Lune  employé  dans  ce  calcul  ; car  l’étoile  est  immobile  , 
et  le  Soleil  peut  se  regarder  comme  tel  si  on  emploie , lorsque  je 
le  prescrirai , le  mouvement  relatif , c’est-à-dire  la  différence  des 
monvemens  du  Soleil  et  de  la  Lune.  Considérant  donc  ES  comme 
constant , il  s’agit  de  déterminer  dans  le  triangle  LES  les  erreurs 
de  l’angle  E et  du  côté  EL  correspondantes  à l’erreur  du  côté  LS. 

Je  procède  comme  il  a été  dit  (687);  je  suppose  d’abord  que  j’ai 
de  plus  comme  constant  le  côté  EL,  et  faisant  (i3o5),  A = E, 
B=S,  C=  L,  j’ai  $ SL  : $E  ::  sin.  EL  sin.  L : i.  Faisant 
ensuite  l'angle  E constant  avec  le  côté  ES,  j’ai  (ia33),  $SL  :• 
$EL  ::  cos.  L : i.  En  prenant  la  somme  des  deux  valeurs  par- 
tielles que  donnent  pour  $SL  ces  deux  analogies,  je  trouve  ^SL 
= $ E sin.  L sin.  EL  -f-  $EL  cos.  L. 

i6a3.  Je  nomme  D la  distance  LS  des  centres  donnée  par  le 
calcul  (1612),  L la  longitude  apparente  de  la  Lune,  / sa  latitude 
apparente,  de  sorte  que  dans  la  dernière  formule  ci-dcssus  je  sub- 
stituerai à $E,  et  à $EL;  l’angle  L ou  ELS  est  préci- 
sément l'angle  U,  que  l’avant-dernière  formule  (1612)  donne  tou- 
jours aigu , et  dont  on  doit  employer  le  supplément  dans  l’équation 
ci-après , toutes  les  fois  que  la  distance  apparente  de  la  Lune  au 
pôle  de  l’écliptique  sera  moindre  que  la  distance  de  l'étoile  ou  du 
Soleil  au  même  pôle.  On  aura  donc 

$ £>  = $L  sin.  U cos.  / -f-  $ / cos.  U 

1G24.  Dan»  cette  formule  , on  doit  donner  le  signe  négatif  à 
$ L , si  le  cas  auquel  on  l'applique  précède  la  conjonction  appa- 
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Pp.  o“.  rente , parce  qu’alors  l’accroissement  de  longitude  diminue 
l'angle  LES  , tandis  qu’il  l’augmente  après  la  conjonction  ; et  ce 
second  cas  est  celui  de  la  figure.  Si  donc  au  lieu  de  $ JJ  on  met 
dans  cette  équation  l’erreur  donnée  par  le  calcul  sur  la  distance 
des  centres  (x6ai),  $,L  et  $ / seront  les  erreurs  sur  la  longitude 
et  la  latitude  apparentes  de  la  Lune  employées  dans  le  calcul , 
erreurs  qui  ont  donné  lieu  à l’erreur  $Z>.  Il  s’agit  de  déterminer, 
par  la  connaissance  de  cette  erreur,  la  valeur  de  $,L  et  celle 
de  $/. 

i6a5.  Si  on  suppose  exact  le  lieu  de  la  Lune  donne’  par  les 
tables  , les  erreurs  $ L et  $ 1 dépendent  alors  uniquement  de  l’hy- 
pothèse de  la  longitude  terrestre.  Ces  erreurs , dans  ce  cas , sont 
entre  elles  en  raison  des  mouvemens  horaires  vrais  de  la  Lune  en 
longitude  et  en  latitude.  Je  dis  des  mouvemens  horaires  vrais , 
parce  que  le  changement  de  l’hypothèse  n'altère  en  rien  l’angle 
horaire  , duquel  dépendent  essentiellement  les  parallaxes.  Cela 
posé  , si  l’on  appelle  M le  mouvement  horaire  vrai  relatif  en  lon- 
gitude , m ce  mouvement  en  latitude , r le  rapport  ^ entre  ces 

mouvemens,  on  aura  M : rn  ::  $ L : $/=  ■\l—  = r$Z..  En 
substituant  cette  valeur  de  dans  l'équation  (iGa3),  on  en  tirera 

or  •+■  ^ p 

d*  sin.  U cos.  I -f~  r cos.  U * 

et  le  signe  — sera  adopté  avant  la  conjonction  apparente  (1624). 
Après  avoir  déterminé  par  cette  équation  l'erreur  sur  la  différence 
des  longitudes  des  deux  astres,  on  aura  par  le  moyen  du  mouve- 
ment horaire  relatif,  la  correction  en  temps  qu'il  faut  faire  à 
l’hypothèse  de  la  longitude  terrestre,  et  cette  longitude  sera  ainsi 
connue  et  déterminée. 

Si  l’erreur  $D  est  de  plusieurs  minutes,  l'équation,  déduite 
des  analogies  infinitésimales,  ne  donnera  pas  exactement  la  valeur 
de  $ L ; mais  par  cette  valeur  on  aura  toujours  une  correction 
approchée  de  la  longitude.  Avec  cette  longitude  ainsi  corrigée , on 
recommencera  le  calcul  (161a);  on  aura  une  autre  erreur  $ D , 
mais  très-petite , et  on  tirera  de  l'équation  une  seconde  correction 
très-exacte  de  la  longitude. 
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ifiafi.  Mais  quand  on  veut  tenir  compte  de  l'erreur  qui  peut 
se  trouver  dans  le  lieu  de  la  Lune  donné  par  les  tables  , et 
déterminer  celte  erreur , une  observation  ne  sulKt  pas  •,  il  est 
nécessaire  d’en  avoir  trois,  dont  une  au  moins  ait  été  faite  d’un 
lieu  duquel  on  connaisse  la  longitude.  Dans  une  éclipse  de 
soleil  il  est  facile  d'en  réunir  plusieurs,  ce  qui  donne  un  résultat 
moyen  d’autant  plus  sîlr  qu'on  a rassemblé  plus  d'observations. 
Je  suppose  donc  qu'on  ait  trois  observations,  et  que  deux  de  ces 
observations  aient  été  faites  sons  le  méridien  qu’on  cherche  à dé- 
terminer. Pour  chacune  de  ces  observations,  on  aura  une  équation 
de  la  forme  (i6a3).  J’appelle  E l’erreur  des  tables  sur  la  longitude 
de  la  Lune , e l'erreur  en  latitude , et  j'ai , pour  les  trois  obser- 
vations , 

(N) ...  $Z>  = E sin.  XJ  cos.  I e cos.  U. 

(O) ...  sin.  U'  cos.  / -f-  &l  cos.  U'. 

(P) ...  #Z>'=  &L  sin.  U*  cos.  / + $/  cos.  U'. 

1637.  L’équation  (N)  est  visiblement  celle  qui  répond  àl’observa- 
tion  faite  sous  un  méridien  connu;  puisque  dans  cette  équation  l’erreur 
$ D dépend  uniquement  des  erreurs  des  tables.  Dans  les  deux  autres 
équations,  chacune  des  expressions  $ L et  $ / contient  deux  erreurs 
qu’il  faut  démêler  et  distinguer  l’une  de  l’autre,  l’erreur  des  tables, 
et  celle  de  l’hypothèse  pour  la  longitude  terrestre.  Ces  erreurs  sont 
les  mêmes  dans  les  deux  équations , parce  que  l’erreur  des  tables 
ne  change  pas  dans  le  court  intervalle  entre  les  deux  observations, 
et  parce  que  les  calculs  pour  l’une  et  pour  l’autre  sont  faits  d’après 
la  même  hypothèse  pour  la  longitude  terrestre.  La  quantité  cos.  I 
suppose  que  la  latitude  apparente  de  la  Lune  est  la  même  dans 
les  trois  observations;  ce  qui  n’est  pas  exact  : mais  le  changement 
de  cette  latitude  ne  peut  faire  varier  sensiblement  son  cosinus.  Au 
surplus  il  sera  facile , lorsqu’on  le  voudra , d'employer  dans  chaque 
équation  la  latitude  correspondante  } Y , (1613). 

1638.  Nommons  t l’erreur  sur  la  longitude  de  la  Lune , prove- 
nant de  l’hypothèse  : l’erreur  que  cette  hypothèse  produira  sur  la 
latitude  de  la  Lune  sera  rs,  (i6a5);  et  ou  aura 

(Q) -”  ~ E ■+•  *. 

(R) .  • • â / — e -f-  rs. 
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D’où  l’on  déduit 


(S)...  r%L  — = rE  - 

Substituant  les  valeurs  (Q) , (R)  dans  les  équations  (O) , (P) , 
et  combinant  ces  équations  avec  la  précédente  (N),  pour  les  ré- 
soudre toutes  trois  par  les  méthodes  ordinaires,  on  trouvera  la 
valeur  de  chacune  des  trois  inconnues,  E,  e,  t. 


i6ag.  Il  sera  plus  commode  de  diviser  l’opération,  comme  l’in- 
diquent les  équations  suivantes  : 


a* 

3* 


4* 


5* 


ty  rns.  L # D"  cos,  XI' 

cos.  t sin.  (U'  ±.  U") 
à O*  sin.  U'  iz  /y  s in.  U* 

sin.CU'iU*) 
,»D-t-co.s  U (r,7 /.-£/) 
sin.  U coi.  l + r cos.  U 


rS\D — sin. U cos./(r^A> — #/) 

sin.  U cos.  / -f- 1 coe.  U 

< = B.L  — E. 


i63o.  Les  équations  j*  et  a*  sont  tirées  des  équations  (O),  (P). 
On  emploiera  les  signes  supérieurs  lorsque  les  deux  observations 
auront  été  faites , comme  il  arrive  le  plus  souvent , l’une  avant 
et  l’autre  après  la  conjonction  apparente,  parce  qu’alors  l’erreur 
$ T>  doit  être  négative  (1624.)  dans  l’une  ou  dans  l’autre  des  équa- 
tions (O),  (P}.  Quand  on  emploiera  les  signes  inférieurs,  on  se 
souviendra  que  sin.  (U' — U')  devient  négatif  ( ),  si  D'est  > U'. 

Les  équatious  3*  et  4*  sont  tirées  des  équations  (N) , (S)  ; la 
5*  de  l’équation  (Q). 

t63i.  Il  nous  resteà  prévenir,  relativement  aux  équations  i*. . .4*» 
que  lorsque  la  distance  des  centres  calculée  est  moindre  que  la 
distance  observée,  on  doit  faire  négative  l’erreur  correspondante 
âDou^/y,  etc.  Il  faut  aussi  changer  le  signe  de  r,  lorsque  le  mou- 
vement m en  latitude,  substitué  à $/,  approche  la  Lune  du  pèle 
de  l’écliptique;  puisque  $ EL,  expression  au  lieu  de  laquelle  (i6a3) 
nous  avons  mis  suppose  que  la  Lune  s’éloigne  de  ce  pèle. 
Je  rappelle  de  plus  la  règle  (i6a5)  sur  l’usage  de  l’angle  U,  ou  de 
son  supplément.  11  est  du  reste  inutile  d’indiquer  comment  oa 
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reconnaîtra  en  quel  sens  devront  se  corriger  les  erreurs  F,  c , e, 
dans  les  différentes  circonstances , puisque  cela  sc  distingue  à la 
seule  inspection  des  deux  dernières  équations  (1G13),  lesquelles, 
après  les  corrections  faites,  doivent  donner  la  dislauce  apparente 
des  centres  absolument  égale  à la  distance  observée. 

i63a.  Pour  donner  un  essai  de  l’application  de  mes  formules, 
je  prends  les  longitude  et  latitude  apparentes  de  la  Lune  dans 
l’exemple  que  donne  De  la  Lande  ( Astron . 1978),  et  la  position 
d'Anlarès  (1614);  et  par  les  deux  dernières  équations  (1612),  j’ai 

pour  l'immersion  d'Anlarès  observée  à Paris,  D = i5'  5o",  2 ; 
pour  celle  immersion  observée  à Berlin,  />'  = i5'  5o',  26  ; 
pour  l’émersion  observée  à Berlin  , D'  = i5'  44*>  3o. 

Ces  trois  distances  sont  toutes  trop  grandes  , et  par  conséquent 
les  erreurs  $ D , $£>',  $ D' conservent  les  signes  qu’elles  se  trouvent 
avoir  dans  les  équations  (1G29).  En  effet  ces  distances,  comparées 
avec  les  demi-diamètres  apparens  respectifs  de  la  Lune,  tels  qu’ils 
sont  déterminés  dans  ['Astronomie  de  De  la  Lande,  et  diminués 
de  5',5  par  l’inflexion,  donnent  ÿ,D  — ia',5;  $/)'  = 12', 56; 

= 6',  o.  On  a de  plus  U = 75’  16',  U'  = 59”  54';  U'  = 
58*  19';  1=  4°  56'  pour  valeur  moyenne  , et  log.  r = — 8,7640. 
Avec  ces  élémens,  je  trouve  par  les  formules  (1639),  en  adoptant 
les  signes  supérieurs  dans  la  première  et  dans  la  seconde  , ainsi 
tpie  la  question  l’exige  , $ E — 4',  04  ; $ / = 17*  94  ; puis  E = 
8”,  3o;  e=  17',  7;  t = — 4*>  Il  est  aisé  de  voir,  en  examinant 
le  calcul  de  la  distance  des  centres  fait  pour  Paris  , en  quel  sens 
doivent  s’appliquer  les  corrections  des  erreurs  E , e,  pour  faire 
disparaître  l’erreur  $ D . On  reconnaîtra  alors  que  la  longitude 
de  la  Lune,  donnée  par  les  tables,  est  trop  petite  de  8*,  3;  sa 
latitude  trop  grande  de  17*,  7;  et  comme  la  valeur  de  f a un  signe 
contraire  à celui  de  E , il  en  résulte  que  la  longitude  de  la  Lune 
donnée  par  l’hypothèse  de  la  longitude  de  Berlin,  est  trop  grande 
de  4*.  26.  Pour  diminuer  de  cette  quantité  la  longitude  de  la  Lune  , 
on  trouve,  par  le  moyen  du  mouvement  horaire  , qu’il  faut  aug- 
menter de  7*,  7 de  temps  l’hypothèse  de  44’  4*>  ensorte  que  l’on 
a 44'  12*  pour  la  différence  entre  les  méridiens  des  Observatoire* 
de  Paris  et  de  Berlin , déduite  de  ces  observations. 
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1633.  Si  deux  observations  eussent  été  fuites  sous  le  méridien 
connu , et  la  troisième  seulement  sous  le  méridien  qu'on  veut  dé- 
terminer, on  appliquerait  alors  aux  deux  premières  les  équations 
1*  et  a*.  La  i*  donnerait  la  valeur  de  E , la  a*  celle  de  e.  On  cor- 
rigerait de  ces  erreurs  le  lieu  de  la  Lune  donné  par  les  tables} 
puis  on  calculerait  la  distance  des  centres  relativement  à la  troi- 
sième observation  ; et  l’erreur  de  l’hypothèse  pour  la  longitude 
terrestre  se  trouverait  par  le  moyen  de  l’équation  (i6a5). 

J'ai  eu  plus  d’une  occasion  d’éprouver  ces  méthodes  pour  con- 
clure de  plusieurs  observations  la  longitude  de  Vérone,  qui  était 
très-mal  connue  ( Società  Italiana  , Tom.  V). 

1634.  Corriger  les  erreurs  auxquelles  les  observations  sont 
sujettes , à raison  de  la  différence  entre  le  parallèle  vrai  et  le 
parallèle  apparent. 

Il  y a trois  causes  de  différence  entre  le  parallèle  vrai  et  le  pa- 
rallèle apparent;  1*.  le  changement  de  déclinaison  de  l’astre  ; a*,  le 
changement  de  la  parallaxe  de  déclinaison;  3“.  le  changement  de 
la  réfraction.  Il  est  à propos  d’évaluer  séparément  l’erreur  qui 
provient  de  chacune  de  ces  trois  causes.  On  ne  doit  tenir  compte 
des  deux  premières  que  pour  les  observations  qui  concernent  la 
Lune. 

1635.  Quand  on  observe  avec  la  lunette  parallactique  la  diffé- 
rence d’ascension  droite  et  de  déclinaison  entre  la  Lune  et  une 
étoile  qui  la  suit,  on  est  obligé  de  placer  le  micromètre  de  ma- 
nière que  le  bord  de  la  Lune  rase  le  fil.  Soit  P le  pôle  du  Monde, 
BC  le  fil  horaire  du  micromètre  , FM  un  autre  fil  perpendiculaire 
au  fil  horaire  , et  soit  LU  le  mouvement  du  bord  de  la  Lune , qui, 
en  traversant  la  lunette,  s'approche  ou  s'éloigne  du  pôle  par  l'une  des 
trois  causes  (i634).  Comme  il  faut  mettre  le  fil  MF  dans  la  direction 
LU,  le  fil  horaire  se  trouve  dans  la  position  CS  ; et  par  conséquent, 
si  AN  est  le  parallèle  de  l’étoile  , le  passage  de  cette  étoile,  qu'on 
aurait  dû  observer  en  B , s’observera  en  8.  Comme  il  est  clair  que 
la  roule  du  (entre  de  la  Lune  est  parallèle  à celle  du  bord  qui  a 
rasé  le  fil  , et  comme  les  observations  des  bords  de  la  Lune  se 
réduisent  toujours  à son  centre,  supposons  maintenant  que  LU  snit 
la  ligue  suivie  par  le  centre  de  la  Lune,  et  l'angle  BP8  sera  l’erreur 
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sur  la  différence  des  passages  observés.  Or  le  triangle  CPS  donne 
ain.PS  : sin.PCS  ::  sin.  CS  : sin.CPS,  ou  ::  CS  : CPS,  vu  la 
petitesse  de  ces  quantités.  Mais  PCS  = MCL  est  l’angle  formé  par 
le  parallèle  apparent  avec  le  parallèle  vrai;  CS  est  la  différence 
observée  de  déclinaison  , entre  l’étoile  et  le  centre  de  la  Lune. 
Donc  on  aura  par  l’équation  suivante  la  correction  , eu  temps, 
du  passage  observé. 


La  correction  cherchée  = 


rtilt  appar.  rh'cl  X sin.nnf  ries  parallèles 
i5cos.  dtcl.  de  l’étoile 


1636.  Cette  correction  s'ajoutera  an  passage  observé  de  l’étoile, 
lorsque  la  Lune,  plus  éloignée  du  pôle  que  l'étoile  , s’en  rappro- 
chera, ou  que  , plus  voisina  du  pôle  que  l'étoile,  elle  s'en  éloi- 
gnera. Dans  les  autres  cas,  la  correction  se  retranchera  Mais  si, 
au  lieu  d'une  étoile,  on  avait  observé  une  tache  de  la  Lune  , alors  , 
dans  la  règle  présente , il  faut  substituer  la  tache  à l’étoile  , si  on  a 
observé  le  bord  de  la  Lune  qui  précède  cette  tache.  O11  substituera 
au  contraire  la  tache  à la  Lune  , et  la  Lune  à l’étoile  , si  on  a 
observé  le  second  bord  de  la  Lune. 

1637.  L’erreur  en  déclinaison  , ou  la  différence  de  CS  à BC, 
peut  se  négliger  dans  les  deux  premiers  cas  (i634j.  Au  surplus  on 
a BC  = CS  x cos.  PCS. 


i638.  Pour  calculer  celte  équation  , ainsi  que  la  précédente  , 
il  faut  connaître  l’angle  que  forment  entre  eux  les  parallèles.  Nous 
allons  le  déterminer  relativement  à chacune  des  trois  causes  (1634). 

Appelons  m le  mouvement  diurne  de  la  Lune  en  déclinaison  , 
pris  rn  minutes;  la  formule  suivante  que  donne  De  la  Lande 
( Astr . 2 o ) fait  connaître  promptement,  et  avec  l’exactitude 
suffisante,  la  valeur  en  minutes  de  l’angle  des  parallèles  produit 
par  le  changement  de  la  Lune  en  déclinaison  : 


angle  de9  parallèles  = 


cas.  d<  t /.  de  la  Lun* 


i63g.  Cherchons  maintenant  l'angle  des  parallèles  produit  par 
le  changement  de  ta  parallaxe  de  ta  l.une  en  déclinaison.  Le  seul 
énoncé  de  celle  question  fait  naître  l’idée  de  «lifférentier  la  formule 
q à donne  la  valeur  de  la  parallaxe  en  déclinaison. 
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I0(1  Soit  Z le  zénith , P le  pôle,  LU  le  parallèle  apparent  de  la  Lune; 
«oit  PA  = PL;  AU  sera  par  conséquent  le  changement  de  la  pa- 
rallaxe de  déclinaison.  Si  l’on  appelle  d cette  parallaxe,  p'  la  paral- 
laxe horizontale  en  minutes , ou  a par  la  seconde  formule  (1602) 
convertie  en  infinitésimale  , d — p'  cos.  PZ  sin.  PU  — p cos.  PU 
sin.  PZ  cos.  ZPU.  En  difiérentiant  cette  équation , et  observant 
qu’indépendamment  de  p et  de  PZ , PL  est  encore  line  quantité 
constante,  parce  qu’ici  l’on  ne  considère  pas  le  mouvement  de  la 
Lune  en  déclinaison;  on  a $ d = p'  cos.  PU  sin.  PZ  sin.  ZPU 
$ZPU.  Mais  #ZPU  = APL,  #</=  AU  = AL  tang.  ALU  = 
APL  sin.  PL  tang.  ALU  = p"  cos.  PU  sin.  PZ  sin.  ZPU  x APL. 
De  cette  dernière  équation,  en  écrivant  PU  au  lieu  de  PL,  on  dé- 
duit tang.  ALU  = p'  cot.  PU  sin.  PZ  sin.  ZPU.  Et  par  conséquent 
on  aura  eu  minutes  l'angle  des  parallèles  par  l’équation  suivante  : 


, , ...  1 . cos.  haut,  du  pfi/e  -in.  anrr.  hor.  arp.  delà  Lune 

angle  des  parallèles  ==  p X J . . , , , . 

0 r cot.  aeti.  appar.  de  la  Lune 


. ,01  1640.  Il  nous  reste  à chercher  l’angle  des  parallèles  produit  par 

le  changement  de  la  réfraction. 

Soit  AS  le  fil  qu’un  astre  a parcouru,  AE , FS  la  quantité  de 
la  réfraction  dans  les  deux  points  A , S.  Si  on  prend  FR  = AE, 
RS  sera  la  différence  des  deux  réfractions,  et  AR  le  parallèle  que 
l’astre  aurait  suivi , si  l’effet  de  la  réfraction  eût  été  uniforme  et 
constant.  L’angle  cherché  des  parallèles  est  donc  RAS. 


1641.  Comme  il  suffit  de  trouver  sa  valeur  en  minutes,  j’em- 
ploierai indifféremment  dans  cette  recherche  les  angles  de  varia- 
tion (i463),  ZRP,  ZSP,  ZAP,  que  je  regarderai  comme  égaux;  et 
preuant  ZB  = ZA  , ce  qui  donne  BS  pour  différence  des  hauteurs 
apparentes,  je  considérerai  comme  droits  les  angles  B et  C,  parce  que 
dans  les  cas  où  ce  problème  se  présente  à résoudre,  Z A et  PA  ne 
diffèrent  jamais  assez  de  gog , pour  que  l’erreur  (1202)  puisse  être 
sensible. 


1642.  Je  fais  RS  = , BS  = $ h , APR  = $P  sin.  PA  = 

cos.  décl.  = cos.  D,  RAS  = a , ZRP  = ZSP  = ZAP  = V. 

Or  tana  a — — — RS  co>’ 2811 V- 

8 AC“  AH— CR 


et  cette 


ao  au  — en  '£Pco  t.U — sin./-'’ 

dernière  valeur  de  tang.  a est  celle  que  donne  Lexell.  Mais  cette 


---rri  _ ; 0.K  >gle 


» 
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formule  ne  me  paraît  pas  la  plus  commode,  parce  que  les  tables  des 
réfractions  ne  contiennent  pas  le  rapport  — , mais  Je  rapport 

i643.  Pour  employer  ce  dernier  rapport  qui  me  semble  préfé- 
rable, je  considère  que  si  des  aogles  droits  B AZ,  RAP  je  retranche 
la  partie  commune  RAZ,  il  reste  BAR  = PAZ  = V.  Or  AR  — 

sTn.üAlt : donc  AR  = Mais  on  a aussi  AR  = — -ln  ASR 

__  SR  cru.  BAS  £rcos.(^  — a)  „ «n-RAS 

sin' Ras 5^ = c»^C03.  V oot. a ■+■  $ r sin.  V. 

Dodc  "ïïf>'r  = Br  co*.  y cot.a  -f-  sin.  V\  d’où  l’on  déduit 


fang.  a 


$ r sin.  V rm.V 
W'+  ércm.'p" 


1644.  Et  l’on  a enfin,  en  négligeant  le  terme  insensible  A r 

cos.'y , " 


tang,  a = x sin.  V cos.  V = x { sin.  2 V. 

1 Au  lieu  de  tang.  a , on  peut  sans  scrupule  mettre  sin.  a , et  sub- 
stituer la  valeur  que  donne  cette  formule , au  lieu  de  sin.  ang.  des 
parallèles  dans  la  formule  (i655).  Mais  du  reste  il  faut  observer 
qu’en  construisant  cette  dernière  formule  , nçus  avous  supposé  sans 
déviation  le  chemin  apparent  de  l’un  des  deux  astres,  c'est-à-dii# 
de  l’étoile  qu’il  s’agissait  de  comparer  à la  Lune  : or  la  réfraction 
influe  sur  le  chemin  apparent  de  l’un  et  de  l’autre  des  deux  astres- 
d'ou  il  suit  qu'on  doit  prendre  le  double  de  la  correction  donnée 
par  la  Jormule  (t635).  Alors,  et  en  faisant  la  substitution  dont 
)e  viens  de  parler,  la  formule  (i635)  sera  la  même  que  celle  de 
De  la  Lande  ( Astr . 2545). 

,64f’  11  *'t  Par  la  fig.  ,01 , qu’à  l’occident  le  change- 

ment de  la  réfraction  rapproche  les  astres  du  pûle,  et  qu'à  l’orient  il 
e‘°’8ne  On  ^era  donc  usage  de  la  règle  que  nous  avons  donnée 
O Ï,  en  appliquant  à lastre  qui  passera  le  premier  ce  que  nous 

avons  it  de  |a  Lune,  et  faisant  la  correction  sur  le  passace  du 
second  astre.  4 \\  , 7 r ° 

, J'a‘  dit  S»**  dûit  prendre  le  double  de  la  correction 

(■Oii),  c est  ce  qu’il  est  à propos  de  démontrer  : car  Lexell,  suivi 
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en  cela  par  Trerabley , le  nie  positivement  dans  les  Mémoires  de 

Pélersbourg  pour  1774* 

De  la  fig.  101  il  est  facile  de  conclure  (i645)  que  dans  tous 
les  cas  le  fil  horaire  de  la  lunette  est  toujours  entre  le  cercle  ho- 
Fîg  iM-raire  vrai  et  le  vertical.  Cela  posé  , soit  NQ  le  fil  horaire  de  la 
lunette  , P le  pôle  , Z le  zénith-,  RR'  le  fil  parcouru  par  le  premier 
astre , MN  le  fil  parcouru  par  le  second  ; ZS  , CA.,  deux  verticaux  ; 
SF.  la  réfraction  de  l’astre  le  plus  bas,  MA  la  réfraction  de  l’autre; 
enfin  soient  les  petits  arcs  AB,  FU  perpendiculaires  à PU,  et  le 
petit  arc  MF  sensiblement  perpendiculaire  à CA  et  à ZS. 

1647.  On  a PSN  = a,  PSZ=  V — PMC  sensiblement,  NS 
==  diff  appar.  décl. , quantité  que  je  nommerai  -,  SE  = r.  Je 
fais  MA  = r.  Par  D j’entends  toujours  la  déclinaison  , mais  de 
l’un  ou  de  l’autre  astre  indifféremment.  On  pourra,  si  l’on  veut, 
pour  plus  d’exactitude  , employer  dans  le  calcul  la  quantité  moyenne 
entre  les  deux  déclinaisons,  et  faire  la  même  chose  pour  l’angle 
de  variation  V. 


1648.  Lors  de  l’observation  du  premier  astre  en  S,  son  lieu  vrai, 

ou  dégagé  de  la  réfraction , était  en  E.  Donc , pour  avoir  son  passage 

vrai  par  le  cercle  horaire  vrai  PU , il  fallait  ajouter  à son  passage  ap- 

, . ||  j EU  SEûn.ESU  ra \n.V  r 

parent  un  intervalle  de  temps-? ~ = — z rr  = -z I'-ü 

r r 1 5 cos.  D i5c oê.l)  i5c ob.D 

Sommant  T le  temps  du  passage  observé  en  S , le  moment  du 
passage  dégagé  de  la  réfraction  sera  donc  T -f- 

1649.  Lorsque  le  passage  du  second  astre  a été  observé  en  N , 
son  passage  apparent  sur  le  cercle  horaire  vrai  avait  déjà  eu  lieu 

MIV 

en  M.  La  différence  en  temps,  enlre  ces  deux  passages , est  - s cJi  0 


NS  tang.  NSM  

i5co«.  D 


; x sin.  V cos.  V , (i644).  Cette  diffé- 

i5  cos.  D ÿ,h  ' ' 


rencc  doit  se  soustraire  du  passage  observé  en  N , pour  avoir  le  pas- 
sage en  M.  Mais  lorsqu’on  a vu  l’astre  au  point  M,  son  lieu  , dé- 
gagé de  la  réfraction,  était  en  A.  Pour  qu’il  atteignît  le  cercle  ho- 

AB 


raire  vrai  PU,  il  s’en  fallait  donc  d'un  intervalle  de  temps 

AM  sin . AM  B V sin.  V — . * ».  mi  i . j 

<=  lâcas.  D ' = TïToTü-  Donc  » en  aPPelaDt  T le  temP*  du 
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passage  observé  en  N , le  moment  du  vrai  passage  qij’on  aurait  dû 

observer  en  B,  sera  — 75^  x fi  sin’  V cos’  V + 

La  différence  d’ascension  droite  en  temps,  entre  les  deux  astres, 

dégagée  des  effets  de  la  réfraction , sera  donc  T'  — >‘n  * x 
60  i5coà.  L> 


(fi  x àD™-fr-T’)-T-ï£n>- °«  T - T — 

X » D co..  V+  r _ /).  Mal.  r K est  I. 


différence  de  réfraction  correspondante  à la  différence  de  hauteur 
des  deux  astres  j de  sorte  que  r — / : FS  ::  : $ h.  De  plus  , 

FS  = MS  cos.  V ■=  $,D  cos.  V,  parce  qu’au  lieu  de  MS  on  peut 
sans  scrupule  mettre  NS.  La  dernière  analogie  donne  donc  r — / 

=*  x $\D  cos.  V.  Donc  l’erreur  de  la  différence  T'  — 2’ des 


, . , Ar  a&D  sin.  V cot.fr 

passages  observés  se  réduit  à ^ X jg  cqj  u ; ce  qui  est 

précisément  le  double  de  la  formule  (t635),  dans  laquelle  on  aurait 
d'abord  substitué  la  valeur  de  sin.  a prise  de  la  formule  (1G44). 

La  fig.  10a  supppose  l’astre  à l'orient  ; le  résultat  serait  le  mémo 
en  supposant  l’astre  à l’occident. 


1650.  La  vraie  différence  de  déclinaison  est  BU  = MS  — BM 
SU.  En  mettant  NS  au  lieu  de  MS  , on  aura  , pour  la  correc- 
tion de  la  différence  observée  NS,  SU  — BM  x=  SE  cos.  ESU 
— MA  cos.  BMA  = r cos.  V — / cos.  V‘,  et  prenant  ci-dessus  la 

valeur  de  r — r',  on  aura  x &D  coi.'V , pour  la  correction 

de  la  différence  observée  de  déclinaison , correction  qui  dans  tous 
les  cas  doit  s’ajouter. 

fi  j 

1651.  Pour  avoir  par  les  tables  de  réfraction  le  rapport  il 

suffit  de  connaître  à-peu-près , par  le  moyen  d’un  globe , la  hau- 
teur moyenne  entre  les  hauteurs  des  deux  astres.  En  employant 
cette  hauteur,  on  aura  encore  l’angle  de  variation  avec  une  exacti- 

_.__j œ . , _ . . cot.  haut,  du pfitcsin.ang.  horaire 

tude  suffisante  par  la  formule  sxn.  V = boi.  Æ?8 


i65a.  Trouver  le  moment 
est  le  plus  rapide . 


oà  le  mouvement  d'un  astre  en  hauteur 

6s 
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j-, g. 83,  Soit  P le  pôle,  Z le  zénith,  PS  le  parallèle  d’utr  astre.  Je  fais 
PR  = PS  ; ce  qui  suppose  que  l’astre  ne  change  point  en  décli- 
naison,  parce  qu’en  effet  ce  changement,  quand  il  a lieu,  est  infi- 
niment petit  pour  l’intervalle  d’un  instant , du  moins  en  compa- 
raison du  mouvement  en  hauteur.  Le  triangle  PZR  , en  se  conver- 
tissant en  PZS  , conserve  donc  comme  constans  les  deux  côtés 
PZ  , PF  ; et  par  conséquent , en  appelant  Z l’angle  PZR  , R l'angle 
PRZ  , et  faisant  ( 1 3o4 , 1 5o5) , A = P , B = Z , C = R , on  a 
$ZR  = #P  sin.  PZ  sinîZ  = #P  sin.  PR  sin.R. 

D’où  il  suit  que  la  plus  grande  valeur  de  $ ZR  ou  le  plus  grand 
mouvement  en  hauteur  dans  l’intervalle  d’un  instant  $ P,  a lieu 
lorsque  sin.  Z ou  sin.  R est  le  plus  grand  qu’il  soit  possible , c’est- 
à-dire  quand  l’azimuth  , ou  l’angle  de  variation  ( i4G3),  est  de  90”. 

1653.  Ces  deux  angles  ne  peuvent  être  tous  deux  droits  en 
même  temps,  si  ce  n’est  quand  R4>  est  l’équateur  (101a).  Alors 
ils  sont  constans  (si  la  déclinaison  ne  change  pas),  et  par  conséquent 
le  mouvement  en  hauteur  est  uniforme. 

1654.  Si  RS  n’est  pas  l'équateur,  PR  sera  ou  plus  grand  ou  plus 
petit  que  go”;  quant  à PZ,  il  ne  peut  jamais  excéder  90°. 

Supposons  d’abord  PR  <90“;  celui-là  seul  des  deux  angles  Z,  R, 
pourra  être  un  angle  droit,  qui  sera  opposé  au  plus  grand  côté, 
(1095,  3°.;  ioo5).  Donc  si  la  déclinaison  boréale  de  l’astre  est 
moindre  que  la  hauteur  du  pôle,  le  mouvement  le  plus  rapide  en 
hauteur  aura  lieu  lorsque  l'azimuth  sera  de  90°  ; et  si  la  déclinaison 
boréale  est  plus  grande  que  la  hauteur  du  pôle,  le  moment  du 
plus  grand  mouvement  en  hauteur  sera  celui  où  l’angle  de  variation 
sera  de  go”. 

1655.  Soit  maintenant  PR  > 90°.  Alors  ni  l’un  ni  l'antre  des 
angles  Z,  R , ne  peut  être  droit.  Ko  effet,  si  on  avait  Z = 90“, 
on  aurait  cos.  PR  = cos.  PZ  cos.  ZR , (VT.  i3*).  Mais  on  a Z R 
<90°,  puisqu’ici  l’on  considère  l’astre  au-dessus  de  l’horizon  : donc 
l’éqnation  précédente  donnerait  une  valeur  positive  de  cos.  PR  ; 
ce  qui  serait  absurde , puisqu'on  suppose  PR  > 90%  De  meme  , 
si  l’on  avait  R =90'’,  on  aurait  cos.  PZ  = cos.  P R cos.  ZR  , 
équation  qui  donnerait,  contre  la  vérité,  une  valeur  negative  de 
«os.  PZ. 
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DES  ASTRES  EN  HAUTEUR. 

i656.  Pour  déterminer  le  moment  de  la  plus  grande  valeur  de 
sin.Z  ou  de  *in.  R , quand  PR  est  > go’;  je  prends  l’équatiou 

(VII.  9 ) qui  donne  cos.  Z = ;i^FZ~ÔTZR Par  la  ap- 

position , cos.  PR  est  négatif;  Z sera  donc  > 90’,  et  cet  angle  sera 
d’autant  moindre  , c'est-à-dire  d’autant  plus  proche  de  go’ , que 
la  valeur  de  cos.  Z donnée  par  cette  équation  sera  plus  petite. 
Or  la  moindre  valeur  de  cos.  Z , pour  une  valeur  donnée  de  PZ 
et  de  PR,  a lieu  visiblement  lorsque  cos.  ZR=o. 

En  raisonnant  de  même  sur  l'équation  (VII.  n’)  qui  dans  ce 
cas  donne  positifle  rectangle  cos.  PR  cos.  ZR,  on  trouvera  que  la 
moindre  valeur  de  cos.  R a lieu  dans  la  même  circonstance,  c'est- 
à-dire  lorsque  cos.  ZR  =0. 

Donc  le  mouvement  le  plus  rapide  en  hauteur  , des  astres  qui 
ont  une  déclinaison  méridionale  , a lieu  lorsque  ZR  = go°,  c'est- 
à-dire  au  lever  de  l’astre. 


1657.  Déduire  la  hauteur  méridienne , des  hauteurs  observées 
près  du  méridien. 

Soient  ZR , ZS  deux  distances  au  zénith  observées  peu  avant 
ou  peu  après  le  passage  de  l'astre  au  méridien.  On  demande  la 
distance  ZT. 

Le  triangle  P7.S  , converti  en  PZR  , conserve  comme  constans 
les  côtés  PZ , et  PS  = PR.  Par  conséquent  appelant  P l'angle 
ZPS , on  a , en  faisant  ( 1 3o5)  A = P , B = Z , C = S , 


i07C_.:.  1 tir»  v,  •in.PZ»in.PS»in.(P  + iaP) 
sm.  sin.  ,^1  x ïüTcZTmJZï) 


Or  $ZS  est  la  différence  des  deux  hauteurs  observées;  $P  est 
l’intervalle  de  temps  entre  les  deux  observations , compté  en  par- 
ties de  l'équateur  ; P •+•  ;$P  et  ZS  -f-  i$ZS  sont  l’angle  horaire 
moyen  et  la  distance  au  zénith  moyenne,  entre  l'une  et  l'autre 
observation.  On  peut  donc  par  cette  formule  vérifier  très-exacte- 
ment la  différence  entre  les  deux  hauteurs  observées,  et  réduire 
successivement  un  nombre  quelconque  d’observations  à une  seule, 
en  prenant  le  milieu  entre  les  divers  résultats. 

i658.  Je  suppose  tonte*  les  observations  réduites  au  point  S , 
c'est-à-dire  à l'observation  la  plus  prochaine  du  méridien.  Poux 
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rij.iu  appliquer  à cetle  observation  la  formule  ci-dessus,  il  sufEt  de  faire 
^ P = ZPS  , et  P = o ; et  on  a 

.in.KZS-ZT)  = Mn.-iZPS 


et  quaud  on  a ZPS  <|  a* , (628) , 


Z S — ZT  = 


_ (zps  y 


aR' 


ain.  PZ  dn.  PS 
îin.  | ( /*b  “4"  ^ T ) 


équations  qui  font  connaître  ZT , ou  la  distance  au  zénith,  que 
l’on  cherche. 

1659.  Ces  équations  et  la  formule  (1657)  m’ont  paru  très-com- 
modes pour  conclure  , avec  une  grande  exactitude  , de  plusieurs 
observations,  la  hauteur  méridienne  du  soleil  dans  les  jours  voisins 
du  solstice.  Je  prenais  ordinairement  six  hauteurs  d’un  bord  avant 
le  midi , et  six  du  bord  opposé  après  le  midi  ; ce  qui  de  plus  me 
faisait  connaître  avec  grande  précision  le  diamètre  du  Soleil  tel 
que  la  lunette  le  donnait.  D’autres  observations  ou  la  marche  ré- 
glée de  la  pendule  m’apprenant  le  moment  juste  du  midi  vrai  , 
j’avais  les  angleshoraires  correspondans  à chacune  des  observations. 
J'employais  enhn  dans  le  calcul  du  second  membre  des  équations 
ci-dessus,  1a  déclinaison  et  la  distance  au  zénith  du  bord  observé, 
en  négligeant  les  secondes. 

1GG0.  Réduire  au  solstice  une  hauteur  méridienne  du  Soleil , 
ohsen'ée  dans  un  jour  voisin  du  solstice . 

_ ff  Soit  BD  un  quart  de  l’écliptique,  BF.  un  quart  de  l’équateur, 
AC  la  déclinaison  du  Soleil  observée.  On  cherche  la  différence 
de  AC  à DF. 

Le  triangle  BAC,  rectangle  en  A , en  se  changeant  en  BED , 
reclang’e  en  F , conserve  deux  angles  conslaus,  savoir  l’angle  droit 
et  l angle  B.  On  a donc  (i323) , tang.  î $ AC  : tang.  i $BC  :: 
tang.  (AC  7$  AC)  : tang.  ( BC  -+•  î^BC).  Mais  BC  -f-  tc^BC 
= BC  + ; CD  = BD  — i CD  =90°  — i CD  =90*  — 7$  BC  ; 
donc  lar  g.  (BC-f-ijlBC)  = cot.  i^PC  ; donc  alors  tang.  AC 
= tang  * g jtBC  tang.  (AC  4-  *#AC).  Mais  ^AC  n'étant  que 
de  quelques  secondes  , ou  même  encore  élju t de  quelques  minutes, 

on  peut  (Ga8)  supposer  tang.  AC  = Par  conséquent  $ AC 
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= 2 R’  fang.*  î $BC  tang  ( AC -}- i $ AC).  Mainlenant  appe- 
lons I)  la  déclinaison  du  Soleil  observée;  ^1)  la  différence  de 
celle  déclinaison  à la  déclinaison  solstitiale  ; et  la  distance 
du  Soleil  au  solstice,  en  longitude;  et  nous  aurons  enfin 

&D  = aR*  tang.'i  tang.  (D  + A %D). 

Cefle  formule,  où  l’on  doit  faire  négatif  dans  les  obscr- 

valions  postérieures  au  solstice,  sera  d'un  usage  très-exact  pour 
dix  et  même  douze  jours  avant  et  après  le  solstice;  et  elle  est 
très-préférable  à la  proportion  entre  les  changemens  de  déclinaison 
et  les  quarrés  des  temps,  proportion  dont  on  ne  peut  se  servir  que 
pour  quelques  heures, 

1661.  Ayant  trois  hauteurs  d'un  astre , et  connaissant  le  temps 
où  chacune  de  ces  hauteurs  a été  obserx’ée , trouver  l'angle  ho- 
raire et  la  déclinaison  de  l'astre , et  la  hauteur  du  pôle. 

Ce  problème,  dont  la  solution  est  assez  pénible  par  les  méthodes 
employées  jusqu’à  présent,  se  résout  immédiatement  par  mes  ana- 
logies différentielles  finies. 

Soient  A',  A',  A*  les  trois  hauteurs  observées,  A'  étant  la 
plus  petite  , A*  la  plus  grande.  Soit  T l’intervalle  de  temps  , réduit 
en  parties  de  l’équateur  , entre  les  observations  des  deux  moindres 
hauteurs  A',  A';  T'  l’intervalle  de  temps  entre  les  observations 
des  deux  plus  grandes  A*,  A*;  O'  l'angle  horaire  correspon- 
dant à la  plus  grande  hauteur  A',  L la  latitude  terrestre , D la 
déclinaison  de  l’astre. 


ifi6a.  En  comparant  la  i*  et  la  3*  observation  , la  formule 
(1657)  donne  sin.  i ( A"  — A')  : sin.  7 (T  4-  T')  ::  cos.  L cos.  D 
fin.  (0*+;T  4-|  T')  : cos.  ; ( A"  A'),  et,  en  comparant 
les  observations  des  deux  plus  grandes  hauteurs,  sin.  if  A*  — A") 
: sin.  jT'  ::  cos.  L cos.  D sin.  (jO'-f*  7 T')  : cos.  j (A*  4"  A'), 


».  : ( a-  a-  > _ 


r»  î r\  MH-  ^ ( A ■“  A ) <*09.  a 

Donc  cos*  L cos.  D = , ,r  . , r, 

sin.  £ 1 -f*  I ) «n.  (U  -f-  g I + » I ) 

»in.i(A* — A”  ) cns.  ; ( A*  + A"  ) r 1 1 m 1 > T'N 

ÜÜTTt'  sMi"('OilH-"f:PT ' M *"MU  +5)4-51  J- 

sin.  ( O*  4*7  T'  ) eus.  i T 4*  cos.  ( O'  4-  i T'  ) sin.  j T.  En  substi- 
tuant cette  valeur  dans  l.’éqi  ation  précédente  , et  multipliant  celle 
équation  par  sin.  (O*  4-  7 T') , on  en  déduit 


43G 


cot.(0'-MTO=cot.iT( 
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lin.  K A*  — A')co».i(A‘  + A'  ) sin.  \ T 


sin.g(A*— A")  cos.i(A'+A*)  sin-KT+T')  cos-JT 


0- 


équation  qui  fait  connaître  l’angle  horaire,  puisque  O*  est  la  seule 
quantité  inconnue. 


iGG3.  Maintenant,  faisons,  pour  abréger, .’ 

»in- 1 ( A*  — A")  cos.  g (A* -i- A*)  r n 

rig  w , -, = m-,  nous  aurons  cos.  L cos.  D = m. 

sm.  g 1 tin.  (O  + i 1 ) 

...  T TA  . -r~l  r-m  . COS.ZS--COf.PZcOS.PS 

Mais  cos.  L cos.  D = sin.  PZ  un.  PS  = — — m, rs . 

cos.  ZPS 

/Tr,T  sin.  A' — sin.  I.  sin.  D T,  . . . 

(\  II.  7*),  = yÿ, = m.  Donc  sin.  L sm.  D = 


sin.  A"  — m cos.  O".  La  somme  et  la  différence  de  celle  équation 
et  de  l’équation  cos.  L cos.  D = m donneront  (II.  4*,  3') 


cos.  (L  oo  D)  = sin.  A'  -f-  m ( i — cos.  O") 

cos.  (L  + D)  = 7b(i+  cos.  O')  — sin.  A', 

ou,  (L  7',  34'),  pour  employer  les  logarithmes  plus  commodément, 

ri  nt  • i»/-  . amsin.*;0*’N 

cos.  (L  LO  D)  = sin.  A ^7ÂÎ,— ) 

cos.(L  ■+•  D)  = sin.  A (— in  Al i). 


Au  moyen  de  ces  deux  équations , on  aura  les  valeurs  absolues  de 
L et  de  D , c’cst-à-ilire  de  la  latitude  et  de  la  déclinaison.  11  est 
vrai  qu’il  faut  savoir  d’ailleurs  quelle  est  la  plus  grande  de  ces 
deux  quantités  ; mais  il  est  bien  rarè  qu’on  ne  le  sache  pas  d’avance. 


1664.  Les  équations  suivantes,  déduites  de  celles  que  nous  venons 
de  donner,  par  les  méthodes  exposées  (4^i , 4a^)>  rendent  le  calcul 
de  cette  solution  prompt  et  facile,  et  n’exigent  que  des  tables  Iri- 
gonométriques  en  logarithmes. 

_ »in.i(A*—  A')  cos.  i(A'-f-A') 

Tl  — — ' , nu 

sm.  i i 


COS.  x s=  ■ 


n cos.  {T  sin . - ( T -f-  T*) 
sm.  j (A*  — A'  ) cos.  i (A"  -f-  A') 


tang.  (0*+  - T')  = tang.  J T cot.*x 

n 
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tang.  y = sin.  \ O*  ^ 
cos.  z = tang.  5 O*  cot.y 
cos.(L  ioD)  = 7^j 
cos.  ( L + D ) ==  sin.  A"  tang.*;:. 


^7 


i6G5.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  plus  les  intervalles  seront 
grands  entre  les  observations  successives,  plus  on  aura  d’exacti* 
titude  dans  les  résultats  ; car  il  est  clair  que  les  erreurs  commises 
dans  les  observations  seront  d’autant  plus  sensibles  dans  le  calcul, 
que  les  sinus  de  j ( A*  — A’)  et  de -JT'  seront  plus  petits,  et  que 
cot.  i T sera  plus  grande. 

Celle  solution  est  analogue  à celle  de  Bezout;  mais  la  démons* 
tration  en  est  moins  pénible  : et  quant  au  calcul  numérique,  mes 
formules  exigent  la  recherche  de  ai  logarithmes,  celles  de  Bezout 
la  recherche  de  37.  Toutes  les  solutions  qui  me  sont  connues  jus- 
qu'à présent  demandent  encore  plus  de  travail. 

1GG6.  Connaissant  la  déclinaison  et  deux  hauteurs  d'un  astre , 
et  les  nwinens  des  observations  des  hauteurs,  trouver  l'angle 
horaire  de  l'astre  et  la  hauteur  du  pôle. 

Dans  le  triangle  isoscèle  i>PR  , les  côtés  et  l’angle  vertical  étant 
connus,  on  trouvera  la  base  RS  et  les  angles  sur  la  base.  Dans  le 
triangle  RSZ , connaissant  les  trois  côtés,  on  cherchera  l’un  des 
angles  adjacens  à RS  , par  exemple  ZSR.  On  aura  alors  ZSP  ou 
(ZSR  — PS  R ).  Enfin  dans  le  triangle  PZS,  connaissant  ZS  et  PS, 
et  l’angle  compris,  on  trouvera  PZ  et  l’angle  ZPS. 

Si  on  connaissait  la  hauteur  du  pôle,  et  qu’on  cherchât  la  dé- 
clinaison de  l’astre,  on  suivrait  la  môme  méthode;  mais  on  écri- 
rait Z au  lieu  de  R et  de  S,  et  S au  lieu  de  Z. 


1667  Ce  problème  sert  aussi  à déterminer  la  latitude  en  mer,  en 
observant  au  même  moment  les  hauteurs  de  deux  astres  dont  on  con- 
naît l'ascension  droite  et  la  déclinaison.  Si  l'on  n’observe  qu'un 
astre,  ou  que  les  observations  soieDt  faites  en  des  momens  diffé- 
rens  , il  faut  tenir  compte  du  chemin  parcouru  dans  l’intervalle 
par  le  bâtiment , et  réduire  les  hauteurs  à un  même  iustant  et  à 
un  même  zénith. 
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4«s 

«J-  1G68.  Ayant  la  hauteur  du  pôle  , la  déclinaison  et  deux  hau- 

teurs d’un  astre  , et  les  momens  des  observations  des  luiuteurs  , 
trouver  l'angle  horaire  de  l'astre . 

La  formule  (1657)  donne  sin.  ( ZPS  -+•  i SPR)  = • 

ain.y  (/.R  — ■ ■’/■$)  »'n.  j + z-s).  çe((e  formule  est  celle  de  M.  Douwes, 

le  numérateur  se  réduisant  (IJ.  a4')  à \ cos.  ZS  — j cos.  ZR,  ou  à 
la  demi-différence  des  sinus  des  deux  hauteurs. 

1669.  Si  les  observations  ont  été  faites  près  du  méridien  , il 
suffit  de  connaître  la  latitude  terrestre  à quelques  degrés  près  ; 
l’erreur  sur  cet  élément  influe  peu  sur  l'angle  horaire  en  pareil  cas, 
sin.  PZ  étant  toujours  beaucoup  plus  grand  que  sin.  (ZPS  -f-{$PR). 
Au  surplus,  après  avoir  déterminé  à-peu-près  la  valeur  de  l’angle 
horaire,  on  pourra  l’employer  dans  la  solution  (VIII.  3*)  pour  cher- 
cher et  connaître  plus  exactement  la  latitude  , avec  laquelle  on 
calculera  uue  seconde  fois  la  formule  précédente,  qui  alors  don- 
nera l'angle  horaire  avec  plus  de  précision. 

On  voit  que  les  hauteurs  prises  dans  le  voisinage  du  méridien 
sont  très-propres  à déterminer  la  latitude  terrestre  quand  la  décli- 
naison de  l’astre  est  bien  connue  , et  réciproquement  à déterminer 
la  déclinaison  quand  la  latitude  est  bien  connue. 

1670.  En  répétant  les  calculs,  comme  nous  venons  de  le  dire; 
on  peut  obtenir  de  cette  solution  toute  l'exactitude  à laquelle  les 
observations  permettent  d’aspirer  : aussi  est-elle  très-supérieure  à 
la  méthode  de  La  Caille  ( Traité  tfe  Navigation  de  Bouguer) 
fondée  sur  la  variation  des  distances  au  zénith  , proportionnelle 
aux  quarrés  des  angles  horaires.  Cette  méthode  est  sujette  à des 
erreurs  considérables,  ainsi  que  l’a  démontré  d'Alembert  ( Opusc , 
mathém.  Tom.  IV,  pag.  557). 

1671.  Connaissant  trois  longitudes  et  trois  latitudes  héliocen - 
triques  ou  sélénocentriques  d’une  tache  , trouver  l'inclinaison  de 
l'équateur  solaire  ou  lunaire  sur  l’écliptique , le  lieu  des  nœuds 
de  cet  équateur , et  la  distance  de  la  tache  au  p6le  de  rotation. 

Mes  analogies  différentielles  finies  donnent  de  ce  problème  une 
solution  immédiate,  beaucoup  plus  simple  et  plus  facile  que  celles 
qu'on  en  a trouvées  jusqu'à  présent.  — " 


CE  L’ÉQUATEUR  SOLAIRE  OU  LUNAIRE.  qSg 

Soit  F.  le  point  du  globe  solaire  ou  lunaire  qui  correspond  a n t'i^. i«3 
pôle  de  l’écliptique',  P le  pôle  de  rotation  de  l’astre,  T,  A , C les 
trois  lieux  de  la  tache  observés. 

Les  trois  distances  TE,  AE,  CE  de  la  tache  an  pôle  de  l’écÜp- 
tique,  et  les  différences  de  longitude,  TEA  , AEC,  sont  données 
par  l'observation. 

Ou  cherche  PE,  distance  des  deux  pôles,  la  longitude  du  pô'e  P 
qui  est  à go°  de  celle  des  nœuds , et  la  distance  TP  = AP  = CP 
de  la  tache  au  même  pôle,  en  la  supposant  adhérente  an  disque 
de  l’astre  , et  daus  une  même  situation  pendant  l’iulervalle  des 
observations. 

167a.  Je  décris  trois  arcs  de  grand  cercle  , TA  , AC  , TC  : 
j’observe  que  le  triangle  PET  converti  en  PE.A  conserve  comme 
constans  les  côtés  PE,  PT;  ce  qui  nie  donne,  en  faisant  dans 
l’analogie  (ragâ),  A = P , B = E,  C = T, 

-sin.iâET:tang.iâPET::sin.(ET+^ET):cot.(PTE+iâPTE). 

1673.  Mais  $ET  — f.A  — ET,  $PET  = TEA , (TT  4. 
s$ET)=ï  (ET  + E A) , et  PTE  + PTE  = J (PTE+  PAE). 

Donc,  en  écrivant  ET  — EA,  pour  faire  disparaître  le  signe 
négatif  du  premier  sinus  (75)  , on  a 

•in.  i (ET— EA):  tang.  fTEA::  siu.  £ (ET+EA)  :cot.  i (PTE+PAE). 

i 

Dans  cette  analogie  tout  est  connu  , à l’exception  du  dernier  terme. 

Mais  la  considération  du  triangle  TPE  converti  en  CPE  , fournira 
de  même  une  analogie  qui  donnera  la  valeur  de  cot.  i(PTE+PCE); 
et  le  triangle  APE  converti  en  CPE  conduira  à une  analogie  qui 
donnera  la  valeur  de  cot.  £ (PAE  + PCF.).  Connaissant  par  ces  trois 
analogies  les  demi-sommes  des  trois  angles  de  position  PTE,  PAE, 

PCE , pris  deux  à deux  , on  en  déduira  la  valeur  de  chacun  de  ces 
angles. 

1674.  Maintenant , l’un  quelconque  des  (rois  triangles  que  nous 
venons  de  considérer,  par  exemple  le  triangle  PCE  converti  en 
P AF. , nous  donnera  (1288} 

tang-i$PEC:tMig,i^PCE:;tang.(PEC+'$PEC):tang.(PCE+;$FCE); 
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Fig.  u>30U  (l4°4)  > 

tacg-iCEA:fang.ï(PAE — PCE)  ::  fang.(PEC-KCEA):tang.i(PAE-f-PCE). 

Le  troisième  terme  de  cette  analogie  est  le  seul  inconnu  ; elle 
donnera  donc  la  valeur  de  l’angle  PEC , et  par  conséquent  la 
longitude  cherchée  du  pèle  P. 

1675.  Alors  connaissant  un  côté  et  les  angles  adjacens  dans  l’un 
quelconque  des  triangles  PEC,  PEA,  PET  , connaissant,  par 
exemple  , dans  le  premier  , CE  , PEC  , PCE  , on  trouvera  à-la- 
fois  , par  l’élégante  solution  de  Neper  (IX.  4")  > les  deux  côtés 
cherchés  PE,  PC. 

1676.  On  n’a  que  ai  logarithmes  à chercher  pour  résoudre  de 
cette  manière  le  problème  dont  nous  venons  de  nous  occuper.  La 
solution  du  P.  Pezeuas,  l'une  des  moins  pénibles  de  celles  qu'on 
a données  jusqu'à  présent,  demande  46  recherches  dans  deux  tables. 
J’observe  de  plus  que  ma  méthode  a l'avantage  de  donner  dans 
le  calcul  la  plus  grande  précision,  attendu  qu’on  détermine  toutes 
le3  inconnues  par  les  tangentes. 

1677.  La  solution  qu'on  vient  de  lire  , premier  essai  de  mes 
études  en  astronomie,  se  trouve  dans  le  Tome  X des  Mémoires 
présentés  à l'Académie  des  Sciences  de  Paris  : j’j  donne  en  même 
temps  des  règles  relatives  au  cas  où  le  cercle  des  limites  se  trouve 
entre  les  longitudes  observées.  Mais  si  l’on  suit  exactement  les  règles 
des  signes,  (73,  75),  on  peut  faire  usage,  dans  tous  les  cas,  des 
analogies  ci-dessus,  sans  qu’il  soit  besoin  ni  de  figure  ni  d'aucune 
attention  à la  situation  du  cercle  des  limites. 

Yoici  le  détail  du  calcul  réduit  à la  simplicité  et  à la  généralité 
la  plus  grande. 

1678.  Suit  JL'  la  première  longitude  observée  de  la  tache , L' 
la  seconde,  L"  la  troisième;  D',  D',  D*  les  trois  distances  respec- 
tives au  pôle  de  l'écliptique;  L la  longilude  cherchée  du  pô  c de 
l’équateur  de  l’astre;  O l’obliquité  de  l'écliptique  relativement  à 
cet  équateur  ; D la  distance  de  la  tache  à ce  pôle. 
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tang.  a — 
tang.  b — 


sin.  i(D'  — D")  cot.  $(L'  — I/) 

lin.*(ir+D*) 

«in.  i (D'  — D*)  cnt.  HL*—  I.') 

«in-ïCO'  + D') 


tang.  c = 


«in.  i(D*  — rr)  cot.  l ( L'—  !.’) 
«m.i(U'  + D*) 
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tang.  x = tang.  ± (L*  — L')  tang.  c cot. (a  — b) 
L = x + ±(  L*+  L') 
m = L <s>  L*  » = (i-f-c)(/)a 


Sim  est  > 180“,  on  prendra  36o° — m,au  lieu  de  m.  De  même,  «i  n est^>  180* 
on  prendra  3<>o° — n,  au  lieu  de  n. 


tang.  y = 


tang  4 D*  »>n.  j(mui  n) 


«in.  i (m  + n) 


tang.  2 = 


__  tang.  j D*  co«.  r f m on  n) 


co>.  i (m  + n) 


O = z <s)jr 


D = z +jr 


Maïs  si  n est  > 90* , alors 


O = 180’  — (z-i-y)  B = 180’— (z<s>y). 

1679.  Dans  le  Tom.  VIII  des  Mémoires  de  la  Société  Italienne, 
j’ai  soigneusement  indiqué  diverses  remarques  importantes,  sans 
lesquelles  les  observations  et  les  calculs  préliminaires  conduisent 
fort  loin  de  la  vérité  dans  la  recherche  des  élémens  de  la  rotation 
«olaire  ou  lunaire, 


CHAPITRE  XXIV. 


Des  Projections , et  des  Planisphères  géographiques  et 
astronomiques. 


L A Trigonométrie  est  d’une  grande  utilité  pour  la  construction 
des  planisphères  et  pour  toute  espèce  de  projections  ; et  nous 
croyons  ne  pas  devoir  terminer  cet  Ouvrage  sans  donner  au  moins 
une  idée  de  cette  application  importante  de  la  science  dont  nous 
traitons. 

1680.  On  entend  par  la  projection  d'un  objet,  la  représentation 
ou  l’apparence  de  cet  objet  sur  le  plan  de  perspective.  Si  des  diflé- 
rens  points  d’une  figure  on  tire  des  lignes  , suivant  une  même  loi 
donnée,  sur  un  plan  donné  autre  que  celui  dans  lequel  est  la  figure, 
les  points  de  ce  plan  donné  auxquels  aboutiront  ces  lignes  , forme- 
ront la  projection  de  la  figure.  Les  cartes  célestes  et  géographiques, 
par  exemple  , ne  peuvent  être  que  des  projections  , puisqu’elles 
ont  pour  but  de  représenter  une  surface  sphérique  sur  la  surface 
plane  du  papier,  c’est-à-dire  de  réduire  à un  seul  plan  tous  les 
points  d'une  surface  sphérique,  lesquels  appartiennent,  dans  cette 
surface  , à une  infinité  de  plans  différens. 

1681.  De  ces  notions  il  résulte  que  l'art  des  projections  n’est  pas 
sans  difficulté.  Il  est  d'ailleurs  impossible  de  conserver  avec  exacti- 
tude sur  une  carte  géographique  les  distances  respectives  des  pays, 
et  de  donner  aux  degrés  de  longitude  et  de  latitude  les  grandeurs 
relatives  qu’ils  ont  sur  le  globe  : on  ne  peut  que  se  rapprocher  plus 
ou  moins  de  la  vérité. 

168a.  Dans  les  anciennes  cartes  on  faisait  les  méridiens  parallèles 
entre  eux,  et  les  degrés  de  longitude  tous  égaux.  Ces  cartes  se  nomment 
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cartes  plates  : elles  sont  absolument  défectueuses , si  ce  n'est  pour 
une  très-petite  étendue.  En  effet,  soit  P le  pôle  de  la  Terre , EQii3 
un  arc  de  l’équateur,  de  ia°  par  exemple.  Soit  A la  ville  de  Paris, 

D celle  de  Dublin,  M celle  de  Maroc.  Je  suppose  ces  deux  der- 
nières villes  sous  le  même  méridien,  leur  différence  en  longitude 
étant  très-petite  et  peut-être  nulle  ; car  la  longitude  de  Maroc  n’est 
pas  encore  déterminée  avec  précision.  Au  lieu  de  faire  sur  la  carte 
les  méridiens  PE,  PQ  convergens,  de  sorte  qu’ils  aillent  se  ren- 
contrer au  pôle , conformément  à leur  position  sur  le  globe  et  à la 
vérité,  si  on  les  décrit  parallèlement,  comme  FQ  , GE,  Paris  se 
trouvera  sur  la  carte  au  point  H,  Dublin  en  K , et  Maroc  en  L. 
C’en  est  assez  pour  faire  comprendre  combien  , dans  les  cartes  de 
cette  espèce , on  peut  errer  sur  les  distances  réciproques. 

i683,  Il  est  à propos  de  remarquer  avant  tout,  que  les  degrés 
de  longitude  different  de  grandeur  sur  le  globe  , suivant  les  dis- 
tances au  pôle.  L’arc  de  parallèle  AR  est  (q85)  du  même  nombre 
de  degrés  que  l’arc  EQ  : mais  la  longueur  de  A R comparée  à celle 
de  EQ , est  d’autant  moindre  que  AR  est  plus  voisin  du  pôle  ; 
parce  que  la  longueur  des  degrés  de  longitude  diminue  (<j83)  en 
proportion  du  sinus  de  leur  distance  au  pôle. 

iG84-  Pour  remédier  aux  inconvéniens  et  aux  difficultés  que 
j'ai  exposés,  et  pour  approcher  de  la  vérité  dans  la  construction 
des  cartes  géographiques  et  célestes,  on  a eu  recours  à différentes 
sortes  de  projections. 

La  projection  la  plus  simple  est  celle  qu’on  nomme  orthogra- 
phique. Elle  est  fondée  sur  cette  loi,  que  les  lignes  tirées  des  divers 
points  de  la  figure  dont  on  demande  la  projection  , doivent  tomber 
k angle  droit  sur  le  plan  de  projection.  Pour  avoir,  par  exemple, 
la  projection  orthographique  d’nne  ligne  AB  sur  un  plan  repré-ris 
senté  par  la  ligne  PI,  on  mènera  des  différens  points  de  AU  les 
lignes  BC,  FH , etc.  perpendiculaires  à PI  : la  partie  AC  de  la  ligne 
PI , comprise  entre  les  perpendiculaires,  sera  la  projection  de  AB. 
Quelque  distante  du  plan  de  projection  que  soit  la  ligne  AB,  les 
perpendiculaires BE  , FG,  etc.  donneront  de  même  sur  un  plan  NO 
la  projectimj  DE  = AC  de  la  ligne  AB  Mais  DE  ou  AC  = A B 
cos.  A , (53o).  Donc  -iajtrojection  orthographique  d'une  ligne  est 
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é^ale  à celte  ligne  multipliée  par  le  cosinus  de  son  angle  d'in- 
clinaison sur  le  plan  de  projection. 

i685.  Si  la  figure  dont  on  demande  la  projection  est  un  arc  de 
cercle,  et  si  le  plan  de  l'arc  est  perpendiculaire  au  plan  de  projec- 
tion, alors  le  sinus  est  la  projection  orthographique  de  l’arc, 
pourvu  que  l'origine  de  cet  arc  soit  le  point  de  circonférence  du- 
quel part  celle  des  perpendiculaires  qui  passe  par  le  centre.  Conce- 
■oGvons  que  le  demi-cercle  DFfl  soit  élevé  perpendiculairement  sur 
le  plan  du  papier,  le  diamètre  DH  restant  seul  dans  ce  même  plan. 
Si  l’on  abaisse  , de  tous  les  points  de  la  circonférence  , les  perpen- 
diculaires FC , IE , etc. , la  suite  des  points  auxquels  elles  abou- 
tiront sur  le  plan  du  papier,  formera  le  diamètre  DH.  Or  si  le 
point  C est  le  centre,  l'arc  FH  sera  de  90",  et  sa  projection  CH 
sera  égale  au  rayon , c’est-à-dire  au  sinus  de  90'".  De  même  CE 
= LI  = 8in.  FI  sera  la  projection  de  l’arc  FI.  Donc,  etc. 

if>86.  Si  le  plan  du  cercle,  au  lieu  d'être  perpendiculaire,  est 
incliné  au  plan  de  projection;  alors  les  ordonnées  FC,  IE , etc. 
qui  tombent  sur  celui  des  diamètres  qui  est  dans  le  plan  de  pro- 
jection , feront  toutes  avec  leurs  projections  (1684)  respectives  CG, 
EK , etc. , un  angle  égal  à l’inclinaison  des  deux  plans , (976).  On 

aura  donc  (1684),  cos.  incl.  — ~ = -gj-,  etc.;  et  par  conséquent 

FC  : CG  ::  El  : EK  etc.  Mais  une  des  propriétés  de  l’ellipse  , 
c'est  que  ses  ordonnées  sont  proportionnelles  aux  ordonnées  cor- 
respondantes du  cercle  dont  le  diamètre  est  égal  à son  grand  axe. 
Donc  DGKH , ou  la  projection  du  demi-cercle  DFH , est  une 
demi-ellipse.  Mais  ce  qui  se  démontre  pour  une  moitié  se  prou- 
verait de  même  pour  l'autre  moitié.  La  projection  orthographique 
d’un  cercle  incliné  est  donc  une  ellipse. 

1687.  Quelle  que  soit  la  distance  du  cercle  au  plan  de  projection," 
l’effet  sera  toujours  le  même.  Car  on  peut  toujours  concevoir  un 
autre  plan  parallèle  et  passant  par  le  centre  du  cercle,  sur  lequel 
plan  la  projection  sera  une  ellipse,  comme  nous  venons  de  le  voir; 
or  la  projection  sur  ce  plan  ne  peut  différer  en  rien  de  la  projection 
sur  le  plan  donné  : les  lignes  qui  détermineront  l'une  et  l’autre  dif- 
féreront seulement  en  longueur. 
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1688.  Un  cercle  vu  obliquement  et  de  quelque  distance  paraît 
donc  être  une  ellipse,  parce  que  les  objets  inclinés  et  éloignés  se 
représentent  & nos  yeux  suivant  la  projection  orthographique , 
c'est-à-dire  comme  s'ils  étaient  dans  un  plan  perpendiculaire  aux 
rayons  visuels.  La  ligne  BC  vue  obliquement  d'un  point  O,  à uneFtj  107 
distance  telle  que  l’angle  O puisse  se  considérer  comme  infiniment 
petit,  paraîtra  de  la  grandeur  de  AB  = BC  cos.  ABC  — BC  sin.  C. 

La  première  de  ces  deux  valeurs  de  ÀB  est  celle  déjà  trouvée  (1G84). 

La  seconde  fait  voir  que  la  grandeur  apparente  d’un  objet  incliné 
diminue  proportionnellement  au  sinus  de  l’inclinaison  de  cet  objet 
au  rayon  visuel.  Si  donc  on  suppose  que  DGH  soit  la  projection  f;8.  108 
orthographique  d’un  demi-cercle  DFH  vu  obliquement,  toutes  les 
ordonnées  CF , El  paraîtront  diminuées  dans  la  proportion  que 
nous  venons  d’indiquer.  Ce  rapport  constant  démontre  encore  que 
la  projection  d’un  cercle  incliné  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe 
DH  est  égal  au  diamètre  du  cercle , et  dont  le  petit  axe  est  moindre 
que  ce  diamètre  suivant  le  rapport  inverse  du  sinus  total  au  sinus 
de  l'angle  d’inclinaison  du  cercle  sur  le  rayon  visuel. 

1689.  Tels  sont  les  élémens  de  la  projection  orthographique, 
projection  peu  en  usage  pour  les  caries  géographiques , parce  qu'elle 
donne  lieu  nécessairement  à des  erreurs  très-graves,  lorsque  les 
cartes  ont  de  l’étendue.  La  différence  d’un  petit  arc  FI  à sa  pro-fig.,* 
jection  CE  est  peu  importante,  et  dès-lors  la  distance  FI  de  deux 
villes  F , I sur  le  globe  terrestre,  peut  sans  une  erreur  sensible  êtr® 
représentée  sur  la  carte  par  la  distance  CE.  Mais  plus  le  point  I 

se  rapprocherait  du  point  H,  plus  les  accroissemens  de  l'arc  Ff 
surpasseraient  les  accroissemens  correspondans  de  CE,  et  les  erreurs 
sur  les  distances  respectives  des  lieux  en  deviendraient  d’autant  plus 
considérables.  Supposons  IH=6o*  = aFI  : alors  CE  ou  LI  = 
sin.  3o“  = j CH.  Doue  CE  = EH;  et  par  conséquent  les  distances 
IH , FT,  dont  la  première  est  double  de  la  seconde  sur  le  globe, 
seront  représentées  sur  la  carte  par  des  lignes  égales. 

1G90.  Quelque  grave  que  soit  cet  inconvénient,  les  Astronomes 
se  servent  utilement  de  la  projection  orthographique  pour  repré- 
senter et  prédir«Jes  circonstances  des  éclipses,  parce  que  dans  ce 
cas  il  ne  s’agit  pas  des  distanees  respectives  des  lieux  , mais  seule- 
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ment  de  décrire  sur  une  carie  géographique  les  courbes  et  les  zônes 
qui  comprennent  à-peu-près  soit  les  contrées  qui  seront  plongées 
dans  l’ombre  , soit  les  lieux  d’où  l'on  pourra  voir  ou  les  mêmes 
phases,  ou  des  phases  différentes  entre  elles.  Les  principes  de  ces 
opérations  astronomiques  n'apparliennent  point  à ce  Traité  : on  les 
trouvera  exposés  avec  tous  les  détails,  toute  la  clarté  qu’on  peut 
desirer,  dans  le  Livre  X de  l’Astronomie  de  De  la  Lande. 

ifiQt.  La  projection  la  plus  commode  pour  les  cartes  qui  em- 
brassent une  grande  partie  du  globe,  et  surtout  pour  les  mappe- 
mondes, celle  qui  défigure  le  moins  la  forme  naturelle  des  conli- 
nens , c’est  la  projection  stéréographique.  Dans  la  projection  or- 
thographique , la  surface  d'une  demi-sphère  , par  exemple  , est 
représentée  sur  le  plan  du  grand  cercle  qui  lui  sert  de  base , et 
auquel  tous  les  rajons  visuels  sont  censés  être  perpendiculaires  , 
parce  qu'on  suppose  l’œil  à une  distance  infinie  de  ce  plan  : dans 
la  projection  sléréograpbique,  la  même  surface  est  représentée  sur 
le  plan  du  même  cercle , mais  en  supposant  l'œil  au  pâle  de  ce 
cercle  ; ensorte  qu'un  seul  rajon  visuel , celui  qui  passe  par  le 
centre,  est  perpendiculaire  au  cercle. 

Fig.  109  1*^9a-  Si  BFD  représente  l’hémisphère  dont  on  veut  avoir  la 

projection,  le  diamètre  BD  représentera  le  plan  de  projection,  et 
l’œil  sera  supposé  au  point  Q , en  supposant  le  rajon  CQ  per- 
pendiculaire à BD  et  le  centre  du  globe  au  point  C.  La  projection 
de  chaque  point  de  la  surface  de  l’hémisphère  BFD  sera  sur  le 
point  respectif  du  plan  BCD  , par  lequel  passe  le  rajon  visuel 
partant  du  point  Q et  terminé  à la  surface  de  l’hémisphère.  Far 
exemple,  le  point  S est  la  projection  du  point  H,  le  point  T celle  du 
point  U,  la  ligne  ST  celle  de  l’arc  HU  , et  ainsi  de  suite.  Prenons 
l’origine  des  arcs  au  point  F dont  la  projection  est  au  centre;  comme 
CT  = tang.  CQT  = tang.  a FU , il  s'ensuit  que  la  projection 
stéréographique  d'un  arc  commençant  au  point  dont  la  projection 
est  au  centre,  est  égale  à la  tangente  de  la  moitié  de  cet  arc. 

i6g5.  La  plus  belle  propriété  de  la  projection  stéréographique 
est  de  représenter  par  des  cercles  tous  les  cercles  de  la  sphère  , 
grands  ou  petits,  à l’exception  de  ceux  4*°*  1°  plan  desquels  l’oeil 
se  trouve  (1G9G,  1706,  etc.).  Par  exemple,  le  cercle  qui  a pour 
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diamèfrc  la  corde  UH,  a pour  projection  trn  cercle  dont  ST  est 
Je  diamètre.  Pour  bien  comprendre  cette  assertion,  il  faut  d'abord 
considérer  que  les  rayons  visuels  qui  vont  du  point  Q à chaque 
point  du  cercle  ayant  pour  diamètre  la  corde  UH,  forment  un  cône 
que  coupe  le  plan  BCD  de  projection.  Cela  posé,  il  s'agit  de  prou- 
ver que  la  section  représentée  par  ST  est  un  cercle. 

Or  l’angle  QST  = i DQ  + fBH  = ± BQ  + i BH  = i QH  = 
QUII.  Donc  les  triangles  QST,  QUH,  qui  ont  l'angle  Q com- 
mun, sont  semblables.  Mais  QUII  est  le  triangle  par  l'axe  du  cône 
ayant  pour  base  le  cercle  auquel  appartient  la  droite  UH  comme 
diamètre  : donc  aussi  la  base  du  cône  dont  le  triangle  par  l'axe 
est  QST  , doit  être  circulaire  ; puisque  ces  deux  cônes  sont  sem- 
blables, ayant  leurs  dimensions  homologues  proportionnelles,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  leurs  triangles  par  l'axe  étant  semblables 
entre  eux. 

iGg4-  Si  Q est  l’un  des  pôles  de  la  Terre  , le  plan  de  projection 
BCD  sera  l'équateur.  Alors  les  projections  des  parallèles  sont  des 
cercles  concentriques , celles  des  méridiens  sont  des  ligues  droites. 

En  effet,  i*.  que  l’on  prenne  FG  = FU  ; la  projection  du  paral- 
lèle qui  passe  par  les  points  G,  U sera,  comme  nous  venons  de 
le  voir,  un  cercle  décrit  du  centre  C et  d'un  rayon  CT  = CE. 
De  même  la  projection  du  parallèle  qui  passe  par  les  points  K,  H, 
en  supposant  FK  =FII,  sera  un  cercle  qui  aura  CS  pour  rayon 
et  C pour  centre.  Ou  voit  que  le  point  C,  projection  du  pôle  F, 
est  le  centre  de  tous  les  cercles  qui  sont  les  projections  des  paral- 
lèles de  l'équateur. 

i6y5.  Pour  décrire  un  parallèle  sur  le  plan  de  projection  , o» 
prendra  donc  pour  rayon  (iGya)  la  tgngcnte  de  la  demi-distance 
du  parallèle  au  pôle  : ou  pour  décrire  graphiquement  les  parallèles  do 
degré  en  degré,  ou  de  cinq  ^n  cinq  degrés,  etc.,  on  divisera  le  quart 
de  cercle  BF  en  90  parties,  ou  en  18  parties,  etc.;  par  chaque 
division  on  mènera  une  droite  au  point  Q , et  les  intersections 
de  ces  lignes  sur  BD  donneront  les  points  T , Sj_etc. , et  par 
conséquent  les  rayons  CT  , ,CS  , etc.  des  projectiçns  respectives 
des  parallèles.  , 

•••  ir  ' 

j6ç)G.  a\  J’ai  dit  (1694)-  que  les  projections  des  méridiens  sont 
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Fis.i<«)des  lignes  droites.  En  effet  , puisqu’on  suppose  l’œil  à l'un  des 
pôles,  il  est  dans  le  plan  de  tout  méridien  , le  pôle  étant  un  point 
commun  à tous  les  méridiens.  L’œil  ne  peut  donc  appercevoir  la 
courbure  de  ces  cercles. 

1697.  Pour  décrire  les  projections  des  méridiens,  que  l’on  con- 
sidère BFDQB  comme  représentant  l’équateur  ou  le  plan  de  pro- 
jection. Chacun  des  diamètres  de  ce  cercle  dont  le  centre  C est 
la  projection  de  l’un  des  pôles,  sera  la  projection  de  l’un  des 
méridiens. 

1698.  Les  méridiens  et  les  parallèles  décrits , plus  de  difficulté 
pour  placer  les  villes  ou  les  étoiles  sur  un  planisphère  terrestre  ou 
céleste,  selon  leurs  longitudes  et  latitudes  respectives. 

C'est  de  celte  projection  polaire  que  Ptolomée  & fait  usage  pour 
la  construction  de  son  Astrolabe  , et  Robert  de  Vaugondy  pour 
certaines  cartes  de  la  Russie.  Elle  est  adoptée  dans  les  planisphères 
célestes  plus  qne  dans  les  planisphères  terrestres;  on  s'en  sert  sur- 
tout pour  les  cartes  qui  renferment  la  moitié  du  Ciel. 

169g.  Mais  cherchons  d’une  manière  générale  la  projection  sté- 
réographique  d’un  grand  cercle,  en  démontrant  le  théorème  sui- 
vant , donné  pour  la  première  fois  dans  la  précédente  édition  de 
ce  Traité. 

Dans  la  projection  stéréographique  de  la  sphère , tout  grand 
cercle  a pour  rayon  de  projection  la  sécante  de  son  inclinaison 
sur  le  plan  de  projection. 

Représentons  le  plan  de  projection  par  la  droite  BD  ; et  soit  RU 
le  diamètre  du  grand  cercle  , de  la  projection  duquel  on  cherche 
le  rayon.  L’inclinaison  de  ce  cercle  sur  le  plan  de  projection  sera 
BCU  , et  le  diamètre  de  ce  même  cercle  dans  le  même  plan  sera 
PT.  Mais  PT  = CT  -f-  CP  = tang.  CQT  -f-  tang.  CQP  = 

tang.  ; FU-f-  tang.  ± FR  = tang.  \ FU  -f  cot.  àFU= 

’ Donc  J PT  = coséc.  FU  = séc.  BU;  ce  que  j’avais  à démontrer. 

1700.  Ainsi,  pour  décrire  l’écliptique,  par  exemple,  dans  la 
projection  polaire,  soit  BFDQB  l’équateur  ou  le  plan  de  projec- 
tion , et  soient  Q , F les  points  marquésjSl^**  , c’est-à-dire 
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ceu*  où  l’écliptique  doit  Couper  l’équateur.  Si  on  prend  pour  centre 
chacun  de  ces  points  successivement,  et  pour  rayon  la  sécante  de 
l’obliquité , il  sera  facile  de  trouver  le  point  ni,  qui  est  le  centre 
de  l'écliptique  qu’il  s'agit  de  décrire. 

1701.  On  raisonnera  de  la  même  manière,  lorsqu’on  voudra 
tracer  sur  un  planisphère  céleste  la  projection  de  l'horizon  d'un 
lieu  quelconque  de  la  Terre.  Soient,  par  exemple , RU  le  diamètre 
de  cet  horizon,  Q et  F les  pôles  do  l’équateur,  BFDQB  le  méri- 
dien du  lieu  dont  il  s’agit;  QR  ou  FU  sera  la  hauteur  du  pôle 
ou  la  latitude  de  ce  lieu.  Le  rayon  du  cercle  destiné  à représenter 
l'horizon,  sera  donc  la  cosccante  de  la  latitude.  Ce  cercle  se  fait 
ordinairement  en  carton,  et  sert  à déterminer  sur  les  planisphères 
mobiles  le  lever  et  le  coucher  des  astres. 

170a.  La  projection  polaire  , dont  nous  venons  de  donner  une 
idée,  est  de  toutes  la  plus  facile.  Mais  la  plus  usitée  , surtout  pour 
les  mappemondes,  est  celle  qui  suppose  l'œii  dans  l’équateur,  au 
point  de  370“  si  l’on  veut  décrire  notre  hémisphère  ; et  au  pojnt 
de  90* , s'il  est  question  de  décrire  l'hémisphère  opposé. 

1705.  Dans  cette  projection  , que  je  nommerai  équatoriale , les 
méridiens  sont  des  cercles  ainsi  que  les  parallèles,  et  leurs  rayons 
sur  le  plan  de  projection  se  déterminent  comme  il  suit. 

Soit  BFDQB  l’équateur  , D le  point  duquel  on  commence  à 
compter  les  longitudes  terrestres  , Q le  point  de  90*  où  l’on  suppose 
l'œil  placé  , et  UR  le  diamètre  d’uu  méridien  dont  la  longitude 
est  DR  , et  dont  on  cherche  la  projection  sur  le  plan  représenté 
par  la  ligne  BD , qui  dans  ce  cas  est  le  plan  du  premier  méridien. 
On  a DR  = BU  : donc  (1699) , dans  la  projection  équatoriale,  le 
rayon  d'un  méridien  est  égal  à la  sécante  de  la  longitude  de  ce 
méridien. 

Tout  méridien  passant  par  les  pôles , il  sera  toujours  facile  de 
trouver  sur  la  carte,  de  la  manière  indiquée  («700)  , le  centre 
d'un  méridien  quelconque. 

17°4-  Pour  trouver  la  projection  des  parallèles  ; soit  représenté 
par  la  ligne  QF  le  plan  de  l’équateur,  l’œil  étant  toujours  supposé 
pu  point  Q , à 90*  de  longitude-  Le  plan  de  projection  BCD  sera 
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Fig.  109  encore  le  premier  méridien;  mais  dans  la  supposition  actuelle  } 
B,  D seront  les  pôles  de  la  Terre.  Les  diamètres  des  parallèles 
seront  des  lignes  telles  que  GR , perpendiculaires  à BD.  Or  la 
projection  stéréographique  de  GR  est  PE=  CP  — CF.=  tang.  jFR 
— tang.  î FG.  Mais  FR  = 180°  — QR  = 180’  — FG,  et  FG 
est  la  latitude  du  parallèle  dont  GR  est  le  diamètre.  Donc  PE  = 
cot.  5 lut.  — tang  - lut.  — acot.  lut. , (I.  38*  ).  Ainsi  , dans  lu 
■projection  équatoriale , le  rayon  d'un  parallèle  est  égal  à lu 
cotungente  de  ta  latitude  de  ce  parallèle. 

Cette  règle  jointe  à la  précédente  dispense  les  Géographes  de 
tout  calcul.  L’une  et  l’autre  sont  plus  simples  que  celles  qu’on  avait 
données  jusqu’à  la  première  édition  de  ce  Traité. 

Il  y a toujours  sur  la  circonférence  du  premier  méridien  deux 
points  par  lesquels  passe  un  parallèle  quelconque  : de  sorte  que 
connaissant  le  rayon  d’nn  parallèle,  il  sera  toujours  facile  d’en 
déterminer  le  centre  sur  le  plan  de  projection. 

1705.  Si  on  veut  tracer  sur  une  mappemonde  la  projection  d'un  ho- 
rizon, il  suffit  de  déterminer  l’inclinaison  de  cet  horizon  sur  le  premier 

Fif  Mo  méridien  , (1G99).  Or  soit  P le  pôle,  PH  son  élévation  sur  l'horizon 
proposé  MH  , PM  le  premier  méridien  , et  par  conséquent  l’angle 
P la  longitude  du  lieu  dont  on  veut  projeter  l’horizon  : l’angle  M 
sera  l’inclinaison  cherchée.  Or  dans  le  triangle  P MH  |reclangle 
en  H , on  a (VI.  îaQ  , cos.  M = sin.  P cos.  PH,  ou  cos.  incl.  = 
sin.  long.  cos.  lut.  = i sin. {long.  + lut.  ) + 1 sin.  {long.  — Lit.) , 
(II.  i5'J.  Nous  verrons  (170g)  un  exemple  de  cette  projection. 

1706.  Pour  faire  voir  combien  les  règles  précédentes  sont  cotn- 
,,  modes  dans  les  applications  ; soit  AFR  le  premier  méridien  vu  du 

point  marqué  370’  sur  la  circonférence  de  l’équateur,  et  TÇN  ce 
même  premier  méridien  vu  du  point  diamétralement  opposé  , c’est- 
à-dire  du  point  marqué  90°  sur  la  circonférence  de  l’équateur  : 
et  soit  proposé  de  tracer  et  de  représenter  les  deux  hémisphères  sur  • 
les  cercles  AFR  , TCN.  Que  par  le  point  de  contact  de  ces  deux 
cercles,  on  mène  la  droite  mn  formée  de  leurs  diamètres;  que 
l’on  conçoive  que  cette  ligne  soit  la  projection  de  l’équateur , la- 
quelle doit  être  une  ligne  droite  , puisque  l'oeil  ne  peut  voir  la 
courbure  de  ce  cercle  dans  le  plau  duquel  nous  le  supposons  placé. 
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Menons  ensuite  les  deux  diamètres  AR  , TN , perpendiculaires  à 
jnn  ; ils  seront  les  projections  des  méridiens  de  90’  et  de  370*,  et 
leurs  extrémités  seront  les  pôles  de  la  Terre.  Si  A est  le  pôle  arc- 
tique, T sera  le  même  pôle. 'Le  pôle  antarctique  sera  au  point  R 
ou  N. 

1707.  Cela  posé  , pour  placer  convenablement  les  difTérens  pays 
sur  la  mappemonde , il  faut  tracer  les  cercles  de  longitude  et  de 
latitude.  Veut-on,  par  exemple,  décrire  le  méridien  de  5o"  ? le 
rayon  de  ce  cercle  est  (1703)  la  sécante  de  50’ , qui  dans  les  tables 
est  de  1,5557  : je  suppose  que  le  diamètre  AR  de  la  projection  soit 
de  400  parties  sur  une  échelle  de  parties  égales  ; il  finit  (09)  multi- 
plier par  aoo  les  lignes  trigonométriques  prises  dans  les  tables,  et 
on  aura  séc.  5o’  = 5i  1 ^ environ.  Cette  distance  prise  sur  l’échelle 
et  portée  de  l'un  des  pôles  A,  R , sur  l’équateur,  donnera  le  point  r, 
qui  doit  servir  de  centra  pour  décrire  du  rayon  3n  4 le  cercle  de 
projection  du  méridien  de  5o’.  Dans  la  figure  , ADR  est  la  pro- 
jection de  la  moitié  de  ce  méridien.  Celle  de  l’autre  moitié  s’éten- 
drait du  pôle  T au  pôle  N , en  coupant  l’équateur  au  point  de  aSo’, 
et  le  centre  d’où  on  la  décrirait,  tomberait  dans  le  prolongement 
de  S n.  Les  tables  donneront  de  la  même  manière  le  rayon  de  tout 
autre  méridien  ; et  on  n’aura  aucun  calcul  à faire  si  on  prend  pour 
rayon  de  la  projection  une  ligne  qui  sur  l’échelle  des  parties  égales 
soit  exprimée  par  un  nombre  tel  qu’il  soit  une  puissance  de  10, 

1708.  Pour  décrire  les  cercles  de  latitude,  si  on  veut  les  avoir 
par  exemple  de  dix  en  dix  degrés , on  divisera  en  18  parties  égales 
chaque  demi-cercle  terminé  par  les  diamètres  AR  , TN.  Je  suppose 
l'arc  CN  = BN  = 3o’ , c'est-à-dire  égal  à trois  de  ces  parties; 
le  parallèle  qui  passera  par  les  points  B , C sera  le  parallèle  de  60" 
de  latitude.  Le  rayon  de  ce  parallèle  sur  le  plan  de  projection  est 
(1704)  la  cotangente  de  60’,  laquelle  prise  dans  les  tables  et  mul- 
tipliée par  aoo  ( en  supposant  toujours  de  4°°  parties  le  diamètre 
AR  de  la  projection),  donne  n5  j.  Cette  ouverture  de  compas 
prise  sur  l’échelle  , et  portée  de  l'un  des  points  B ou  C sur  le  dia- 
mètre TN  prolongé  , donnera  le  centre  du  parallèle  BPC  de  Co*. 
de  latitude  qu’il  s’agissait  de  décrire. 

Ou  décrira  de  même  les  projections  des  autres  parallèles. 
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1709.  Nous  avons  vu  comment  on  peut  tracer  les  mappemondes. 
Actuellement,  soit  proposé  de  marquer  sur  ces  cartes  l’horizon  de 
l’hémisphère  éclairé  par  le  Soleil  à un  moment  donné,  par  exemple 
au  moment  où  Vénus  sortit  de  dessus  le  disque  du  Soleil  lors  de 
son  passage  sur  cet  astre  en  1769,  Le  Soleil  était  alors  dans  le 
plan  du  méridien  de  174%  et  il  avait  aa”  36'  de  déclinaison  bo- 
réale! il  s ensuit  (1705^  que  1 inclinaison  de  l’horizon  demandé, 
sur  le  plan  de  projection  , est  de  84”  28';  la  sécante  de  84°  a8'  est 
donc  le  rayon  de  projection  de  cet  horizon.  De  plus,  on  voit  par 
les  données  que  ce  même  cercle  doit  couper  l’équateur  aux  points 
de  84°  et  de  a64’,  et  le  méridien  de  174»  à 67°  a4’  de  latitude 
australe.  I.a  connaissance  de  ces  points  aide  à savoir  de  quel  côté 
doit  être  le  centre  du  cercle  à décrire.  Mais  pour  trouver  ce  centre, 
la  description  du  méridien  de  174*  et  du  parallèle  de  67°  a4' , 
placés  dans  la  figure  pour  plus  de  clarté , n’est  pas  nécessaire  , 
et  elle  n’est  pas  aussi  utile  que  la  détermination  des  points  F , G , 
ainsi  que  des  points  H , I , dans  lesquels  la  projection  demandée 
Tig.uodoit  couper  le  premier  méridien.  Or  le  triangle  PMII  (1705)  donne 
(VI.  10'),  cot.  PM  = cos.  P cot.  PII  = cos.  long.  cot.  lut.  = 
cos.  174’  cot.  sa0  36',  dans  le  cas  dont  il  s’agit;  d’où  résulte  PM 
r ïg-  « « 1 = 157°  17'.  Et  telle  est  la  mesure  des  arcs  AG,  FR  , TH,  NI; 
ce  qui  donne  AF  = GR  = TI  = NH  = aa"  43'.  Puis,  ayant  les 
points  F,  G,  et  pour  rayon  la  sécante  de  84°  a8',  on  trouvera  le 
point  qui  doit  servir  de  centre  pour  décrire  l’arc  FjG  , qui  repré- 
sente la  moitié  de  l’horizon  cherché.  On  procédera  de  même  pour 
décrire  l’arc  ISH  qui  représente  l’autre  moitié.  Il  est  clair  du 
reste  que  les  points  I , H doivent  être  placés , près  de  leur  pôle 
respectif,  en  sens  contraire  des  points  F,  G,  afin  qu’ils  coïncident 
lorsqu’on  replie  la  carte  de  manière  à faire  joindre  ensemble  les 
bords  des  deux  hémisphères , comme  ils  se  joignent  en  effet  dans 
le  Globe  de  la  Terre. 

11  suit  de  tout  ce  qui  vient  d’être  dit  que , dans  le  cas  proposé, 
l’hémisphère  éclairé  se  compose  des  deux  portions  FAG,  ITH 

1710.  Nous  avons  traité  de  la  projection  stéréographiqne  polaire 
et  équatoriale  des  méridiens,  des  parallèles  et  des  horizons.  Pour 
avoir  la  projection  stéréographique  d’un  petff  cercle  qui  ne  serait 
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ni  parallèle  ni  perpendiculaire  au  plan  de  projection;  comme  on  a 
déjà  vu  (1693)  que  le  petit  cercle  dont  le  diamètre  est  par  exemple 
la  corde  UH,  a pour  projection  le  cercle  dont  ST  est  le  diamètre,  f,8 
il  ne  nous  reste  qu’à  déterminer  la  valeur  de  ce  diamètre  S'T.  Or 
ST  = CS  — CT  = tang.  j FH  — lang.  ; FU.  Que  l’on  mène  le 
rayon  CA  parallèle  à la  corde  UH;  l’angle  ACD  sera  l'inclinaison 
du  petit  cercle  du  diamètre  UH  sur  le  plan  BCD  de  projection , 
et  AU  sera  la  latitude  de  ce  petit  ^prcle  par  rapport  au  grand 
cercle  qui  lui  est  parallèle.  J’appelle  X celte  latitude,  a l’inclinaison 
ci-dessus;  je  divise  l’arc  HU  par  le  milieu,  en  L,  et  j’ai  AL:= 
90".  Donc  Fil,  ou  FL  -f-  LU,  = 90*  — AF  -f-  go’  — AU. 
Mais  AF  = 90°  — » , et  AU  — X.  Donc  FH  = x -+-  90’  — X.  De 
même  FU  = AU  — AF  = X — (90’  — h)  = X + x — 90’, 
Donc  (75) 

ST  as  tang.  (/,5‘  + + lang-  (45°  — 

1711.  An  moyen  des  formules  (II.  to*,  18*,  a*,  a8*)  et  (I.  6*), 
on  peut,  si  on  le  préfère,  transformer  le  second  membre  de  cette 
équation , comme  il  suit  : 

gtjt  __  s COS.  X 

cos.  n -+■  gin.  k 

171a.  Pour  décrire  les  cercles  qui  passent  sur  tous  les  points  de 
la  Terre  desquels  on  peut  voir,  à un  instant  donné,  l’entrée 
ou  la  sortie  de  Vénus  lors  de  son  passage  sur  le  disque  solaire; 
De  la  Lande  a donné , Liv.  XI  de  son  Astronomie  , des  mé- 
thodes fort  simples , et  il  a réuni  et  exposé  très-clairement  dans 
ce  même  Livre  tous  les  principes  nécessaires  pour  le  calcul  ou 
pour  la  représentation  graphique  de  toutes  les  circonstances  d'un 
passage. 

Comme  l’objet  de  ce  Traité  n’est  pas  de  former  un  Astronome 
ou  un  Géographe,  je  me  contenterai  d'avoir  donné  quelques  no- 
tions des  deux  sortes  de  projections  qui  sont  les  plus  connues , 
dans  la  seconde  desquelles  l’application  de  mes  formules  contibuera 
beaucoup  à abréger  le  travail. 

1713.  Du  ra«te  les  projections  ont  toutes,  plus  ou  moins,  le 


,;0;/  CUAP.  XXIV.  DES  PIVOJECTIONS. 

défaut  (1681)  de  ne  pouvoir  concilier  les  véritables  distances 
respectives  des  lieux  sur  la  Terre.  Aussi  les  Géographes  ont-ils 
imaginé  à l'envi  d'autreB  pratiques  ingénieuses.  Mais  aucune  jus- 
qu'à présent  n’ayant  encore  atteint  ce  but  ( De  la  Lande , Astr. 
/toj5  ),  j’ai  fait  un  essai  qui  me  paraît  mériter  la  préférence  pour 
la  plus  grande  partie  des  cartes,  c’est-à-dire  pour  celles  qui  ne 
comprennent  pas  plus  de  60  degrés  de  latitude.  On  peut  en  prendre 
connaissance  dans  le  Tome  VIII  (Mem.  délia  Società  ltaliana). 

1714.  J’avais  dessein  de  faire  voir  aussi  comment  on  applique 
la  Trigonométrie  à la  Gnomonique.  Mais  tous  les  problèmes  de 
la  Gnomonique  peuvent  se  réduire  et  ont  été  réduits  en  effet  par 
divers  Auteurs  à la  résolution  des  triangles  rectilignes  rectangles. 
Il  suffit  donc , pour  résoudre  ces  problèmes , d’employer  les  for- 
mules que  j’ai  données  , et  il  n’en  est  aucun  qui  m’ait  paru  mériter 
ou  exiger  la  recherche  d’une  solution  particulière. 
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i«73  zz  29  . 3' 

10-9  : 

1001  : 


1099  — 7 


8:8 
23  . i7 
7 . «5? 


PTomb.  Facteur*. 

il  il  sb  11  . ini 
1121  : 

1127  : 

. tt33  ( 

Il3g  : 

4*4'  5 

\%\ 

lïSg  : 

1 |Gq  : 

WVi' 

Il  A)  : 

"SB  : 

1207  ! 

1211  : 

1219  : 

12)1  : 

1243  î 


=;b,.s 

: U . I«3 

: »7  «7 

: . I<*J 

: 3l  . 37 
: i3  . 89 
: «9  . 6l 

: 7 . 167 

■ 7.13. i3 

: 29  . 4l 
" • »<9 
: 17  . 71 

: 7 - >73 
: 23  $3 

: 17  • 73 

; • r .1(3 
: 29  . 43 
: 7 ' ‘79 


12G1  : 

12: ‘7  ; 

1271  : 

12^  = 19  . ÙJ 


;jV,e 

: 3l  . 41 
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Table  (CC) , ( i557). 

Angles  de  la  verticale , et  Logarithmes  des  rayons  de  la  Terre . 


Angle  Logarithme 
dr  h du  rayon 

vertic.  de  la  Terre. 

(/  o"  0,0000000 

0 xi  9090999$ 

» 4»  9*19999*3 

1 *»  9-W9996' 

I 36  9*099993° 

1 *3  ?«55&i 


9.SH992** 

9-9999ÏI9 

9«WP°7 

9*9999477 

9.99993:9 

9.9999V 

9.9999  "9 
9.9tl99°3» 

9.999*9- A 
9.9 99*77? 

9.99986a® 

9.999*477 


9.999:6ji 

9.999743* 

9.9997*36 

9.9997°Î5 

» 

9.99964°° 

9,991/.  18a 

9.9995957 

9.999*7*9 

9.9995W7 

9* 'JW*-.***. 

9.99!>5"*3 
9^9947»? 
9 99*4  ' « 
9.999**9° 


Angle 
de  la 
renie. 

Logarithme 
du  rayon 
de  l.ifi'errc. 

it'i3# 

1!  l8 
11  ai 
11  i5 

9,999(191 

mmPm 

9t90>35.|3 

Il  M 
ti  18 
11  10 

11  ao 

ÎMWîP*)» 

ftflM 

MRM* 

g,99ga53i 

il  r 
it  a5 
ti  ai 
il  tg 

9,999**80 

9.999*"** 

9.999*776 

9,89815*6 

11  14 

Il  ? 

10  56 

9»999»°*> 

9*9900705 

9099«»4» 

10  4® 

îo  1g 
to  3o 
xo  10 

9-999°3°* 

9.9'M"",’5 

9.99*»)83i 

U,9y8gGoi 

10  9 

ü 

9 3a 

9.99*93:4 

9.9989'** 

9.9!*88»34 

9,99887*0 

g 18 

y 

9/»885ii 

g,gi)88-3o8 

9,9988111 

9.99879** 

8 17 
8 0 
7 4* 
7 A 

9.99*773» 
9.99*755» 
9-99*73;* 
9.99*7*' * 

1 4 
6 » 
G G 

9,998-05° 

9*ra™î7 

MBP» 

9,9986611 

S 45 
3 56 
a 0 
0 0 

0,91)86480 

9^4*4* 
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Table  (DD). 

Degrés  de  latitude  et  de  longitude  , en  toises , ( 1S62). 


Latit. 


.3 

ü 

16 

\i 

•9 


33 

.0 

36 

37 

38 
?9 
3Û 

3i 

3a 

33 

3Â 


S 

39 

i 

« 


Dr* 

latitude. 

56-56 

56*756 

56757 

5675» 

56759 

56760 
6**763 

56764 

66767 

5<»-7o 

m3,î 

36777 


Deere* 

DifF.  (le  Diffcr. 
longitude. 


5t. 36 


l-atit- 


■f9 

50 

51 

5a 

53 

54 

55 

56 


Go 

61 

6» 


3' 

66 

cl 

<>9 


73 

:4 

75 

76 


S 

81 

Fa 


85 

86 


9° 


Dcgrr* 

de 

latitude. 

57060 

57070 

fi7«ifto 

ÜTV’ 

57IOO 

57110 

57119 

57129 

57.38 

g'f 

57»57 

5;i(iC 

57175 

57.64 

57'ya 

67301 

67309 

57335 

5733» 

5*i3i) 

57346 

5:a53 

57260 

57366 

67273 

57378 

573x4 

67380 

&S 

5730a 

57306 

573.0 

57.3.3 

573.6 

673.9 

57331 

57333 

57334 

5-3aC 

67*126 

67337 

67337 


Drçic* 
DifF  de 
longitude. 

- æ 

ô î*5» 

3^99 

IO 

■» 

- æ§» 


33845 
3 2 OU  4 

3.192 

3o36o 

3$ 


Diff. 


26.(00 

a5it5 

aiât3 

a33o5 

33*180 

3.466 

ao536 

*9%9 

18667 

1é?S 

16798 

>4835 

.3866 

13893 

119.7 

■ oglj 
7970 

6986 

*»* 

*)09 

3ooo 

3000 

ÏOOO 


769 

783 

s; 

8ra 

831 

8Ji 

843 

85r 

S5q 

SoS 

878 

885 

«94 

9°* 

9*8 

9.6 

90 

91" 

»>7 

9Î* 

948 

;,5J 

9-3» 

958 

$ 

97« 

980 

$ 

9% 

99* 

994 

9ÎP 

997 

999 

.000 

>000 


FIN, 


C:G053 
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Table  II. 


Digitized  by  Google 
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Voyez  ci-après  lu  suite  de  la  Table  III . 


Digitized  by  Google 


C1IAP.  XXIV.  DES  PROJECTIONS, 
défaut  ( 1681  ) de  ne  pouvoir  concilier  les  vérilables  distances 
respectives  des  lieux  sur  la  Terre.  Aussi  les  Géographes  ont-ils 
imaginé  à l'envi  d’autres  pratiques  ingénieuses.  Mais  aucune  jus- 
qu’à présent  n'ayant  encore  atteint  ce  but  ( De  la  Lande , Astr. 
4075),  j’ai  fait  un  essai  qui  me  paraît  mériter  la  préférence  pour 
la  plus  grande  partie  des  cartes,  c’est-à-dire  pour  celles  qui  ne 
comprennent  pas  plus  de  Go  degrés  de  latitude.  Ou  peut  en  prendre 
connaissance  dans  le  Tome  VIII  ( Metn . délia  Società  llaliana). 

1714.  J’avais  dessein  de  faire  voir  aussi  comment  ou  applique 
la  Trigonométrie  à la  Gnomonique.  Mais  tous  les  problèmes  de 
la  Gnomonique  peuvent  se  réduire  et  ont  été  réduits  en  effet  par 
divers  Auteurs  à la  résolution  des  triangles  rectilignes  rectangles. 
Il  suffit  donc  , pour  résoudre  ces  problèmes , d’employer  les  for- 
mules que  j'ai  données , et  il  n’en  est  aucun  qui  m’ait  paru  mériter 
ou  exiger  la  recherche  d'une  solution  particulière. 
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Table  (AA), 


Valeur  des  arcs  de  cercle  en  parties  du  rayon , en  supposant  le  rayon  égal 
à f unité.  Voyez  ( 346  ). 


o,iSror9 

o,i7453j 

0,191086 

0,3*680* 

0,344346 

«>*61799 

0,379333 

0,3967 »5 
o,3i4i59 
o,33i6ia 
0,349065 

o,3665ig 

o,SJî«i7i 

0,:1o>435 

0,418879 


557878 

$5*393 

i4*0*8 

435438 

7*7958 

030478 


176353 

3*9549 

3638.45 

306 1 lo 

> i'n"< 

093733 

0.16.3$ 

97Î)*»1 

033510 

8659i5 

80931 1 
:535o6 
kjôS.j 
6J9098 

58*394 

5*/î6qo 

w 

3381 


6 i55.ua  £6 
3847J8i54 
i 5397.5q6i 

SS 

*309**693 
rwxj  1 fkyioO 

Tëfiî/tyl 

5386J34i5 


46i765584 

*3iooai<)3 

00033^400 

jOsi^ûJoj 


99H17  6751*6  53871 3*i 5 
385837  6184*1  3o795oi*1 
578,357  561718  077187030 


5ouui3 


A5  0,785398 
& o,8oaK#i 
47  o,8ao3o| 

4*  “ - 


6!î3j|7i-^4  i83<w)  ( 1 ■ ',6608 16 

3^4/01  'ïHljjwî 
“ -*  .371569 


•7 

!o3o{  748^37 
o#83775$  040967  378*96 


= 0,855*11 
0,87*664 

0,8901 17 
0.907571 


333477 

9i»ii7 

*II037 


994^5 

937071 

881367 

8*4:45 

767858 

7*1*54 

6:»4jV» 

593740 


3 1 4**5 

*57530 

300816 

144113 

087408 

o3o7«3 

9735)90 

917395 


7606.56107 

3o8mb»3 
077*668  JlA 


Mi.kji  gi145i3fl«J 
4o|3>7  65i3088-*7fî 
l*7<ïï  J 

[70939  *3 1 16309a 
000399000 

76963-907 


3o8in973l 

077346630 

difefow 

385' ,57333 

03  363 1 160 

iki5C?s< 

40*004984 

331*4189* 

000478'*)') 

3o8i8oj9* 

sjËfô 

615900*46 

385 i 3? i 53 
154374061 
O*.l6(oq6o 


a3i3*»ocp 

ooo5585îi>J 

^«1:355.7 

539o3*4'5 

Î.Æafol** 
O7^5ofi*3o 
« \h- 4 ii 38 

Gl5(|X>ir>i5 

385*i6963 


90 

100 

i» 

i5o 

*ik> 


>' 

a 

3 

4 


ti 

ô 

9 

30 

30 

3o 

£ 

fr» 


386*81  i 5445386» 
3*o5t6  931690769 
loSiga  fotfaSgaa 
a’cV'-<>j3  87709»  4f)jJ65  385m6i53 
3,x^  GÜS&)  TpSÜ  46*43383 


3$3 


: o,om>*w  88R».S  665-1 1 5fl6i5W8 
o,ooo58i  7-6)17  33 1 4)3 
0,0008-3  Wi4«i5  M7i<'(  l’i'M; 

o,o..n63  55a854  66JÜS6  384015794 

338607  98076974* 

<*>'*3*9  ^T^aiCoi 


0,001 4M 
0,001745 
10J5 


441043 

.>  30201 


o,o<*a3a7  105069  3a57‘ 


tôonSi  173077630 

77a  7693.11580 


«.«*7  ®wn 

0,001000  OO'JOOO 

o,on5oi7  7&4*l3 

0,008726  046359 


365385536 
q6i53q485 
3i4pi  9»3°709®9 
971647  884618454 

Ga8863 


0,01  iG35  5i8346  Ga8863  846.57o38 
0,01 î5ii  4 10 i33  386070  807697433 
0,01  ;4M  393519  943*95  7CtJw69°8 


r = 0,000004  848136  811095  359935890 

3 o.tMxiooo  606373  633190  7 1 987 1 -i)S 

3 0,000014  *r44i10  433386  ©“98  >7097 

4 0,000019  393547  a4438i  439743597 


5 

6 


I 


0,000034  aj[o684  o554t^  799679.496 
0,000039  088830  86607  a i5<;6 10395 
0,000033  936957  677O07  5ic>55iaij4 
o,oooo38  785094  488763  879487193 


9 0,000043  633a3i  399858  3394^3093 

10  0,000048  48)368  U0953  599358991 

a o 0,000006  962736  331907  1987 17983 

3o  0,000145  444io4  33a&6o  798070974 


4o  o,oooiq3  935473  4j38i4  39^435966 

5o  0,000343  4°®8'i°  554767 

60  0,000390  888308  665731  59615394» 
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Table  (BB). 

Logarithme*  des  nombres  premiers  , depuis  a jusqu'à  1397.  ( Voyez  4i3). 


Nontb. 


Dons  celle  Table , le*  caractcruiiqu 
Logarithmes. 


N'*mb. 


de»  Logarithmes  sont  omises. 


Logarithme*. 
;o4a5  r48T>8 


tjoüo 

755ii 


: 

J 
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5o8 

Nom  b. 

1 

S? 

fïï 

« 7 

619 

63  « 

641 

643 

6 59 

Cfi  1 
673 

Sï 

691 
701 
7"9 
7 «9 

$ 

$ 

^5i 

9g 

761 

7^9 

7ÿ 

787 

2»7 

»>9 

811 

Su 

bai 

&>7 

839 

b.io 

853 

**7 

*? 

g 

:s"' 

9«* 

9*9 

9*1 

»37 


Logaridimr*. 

75CG3  6108a  .45848 

76117  58i.1i  557!» 

;<iSM  81.,., 

;;3o5  4<>,M  i.'j/ij 


18  o5(k»4 


i° 


68aa1  8rj3»T  37983 
^730  027)9  82089 
8t»)in  75a57  58096 

"i;i5  >8ii5  o3;:4 


$6 
7^3 18 
:8:4g 


79038  61640  3.3ijr  68ao5 

79169  ofifoa  30117  9-680 

l^a  oîSfla  4ii34  3i3oa 

8u6&>  80395  18817  4«35 

808a 1 09739  afaaa  07349 

81090  .jaScG  687  »o  3^4  [6 

Hijoi  3i8ia  75073  oai43 

81888  54i45  94°°9  b*i3Îi 

86640  33665 

a3o:6  84  48 

# 3 1601 

5034° 


8itf? 
84  -71 
8.v  ^4 
8667a 

Mi  53 
865io 
SUftii 
87098 

87663 

& 

883mi 

88817 

5*92 

9"«f5 

9°7!H 

90903 

9’f*4 

9*% 

9>75o 


S.sJi 

btî$n  k-'f, 
K3o(»  Miss 
IbSS»  6-777 

4jy»37  ar-jr 

41117  i)i  ;.j 

y if5  : • 

60573  aga (a 
85I70  o^ifi»  3Ss:s 

Sa»  “sr»  ;5r"s 

S-  ; 7 

tajyS  Olijji  oJ-/k> 


S.ij;3 

fc. . -9 

fixïAi 

«890Î 

Jj.oS 

%46 

iiMî 


Ü.3j  8$ 


8Jai3 

85a  16 

08043 

3i57f 

o83$a 

55095 


i83ai 

Wi{ 

96113 

13373 

11166 

'oÿf 

13300 

63.48 


91866  4*3nS  50373 

93376  igGn8  38700 

93o»4  9°3ii  6pa3 

9)398  08919  3J198 

9&BQ  3»638  31343 

€^6111  07967  16309 

Mai?)  9593i  66040 

î^H)7  89084  13047 

9f*fi  ©7°35  î;568 

‘^79a  36198  31736 

95760  72870  (moqS 

ÿÜgSi  437%  7,998 

9«3i  55i>3  Hfim 

9»“<  5-i3u  cvlliji 

9-'li  jMJ  &;7;8 


s* 

,i;s 

«3.^9 

^9:? 

67071 

553ia 

37500 

0J000 

16439 

3oaG3 

:*pm 

5i8a3 

5856a 

3gB90 

aî>585 

3Î763 

afoao 

76)18 

a63o3 


Nomb. 


io63 

1060 

1087 

1091 

iot)3 

itx 

1 109 
m‘7 

1133 

::i? 

n53 

Tl  6) 

ÎS! 

1187 

1193 

1301 

iai3 

1317 

iaa3 

1339 

13)1 

laJ; 

13J9 

1330 

,277 

»a79 

1383 
1289 
1 391 
I297 


Lopmbmet. 

97368  963)4  2:’»S6  90834 

97*1  99?*>«*  0)17.3  41875 

9Sa?»  aonnG  383j6 

6»;4o  b3*oi  67IG0 

86380 

nr  rv>r 

9!>>'-5  3.Ï.-S  lii.Vl  n-ji-5 

91JO07  3fi5}j  RS  .75  liais 


sa® 

98731  93399  080.4  86380 

98989  4^)7  *877)  nriv)r 

99*  <5  35.78  I31.V»  63*75 


a» 

On.W) 

00W0 

00817 

00903 

oifaj 

OlilO 

Ol6G| 


Si  583 

1 iflfe 

3’  910 

9'»î'3 

t .Sr, 

4i8fo 

(•6436 

5“4oo 

8f  ibio 

8;  .6 

o3ai5 

11-  JO 

554;5 

5:’"7 

5488i 

37160 

5)K3a 

282  ja 
oi3{o 

î’i'7î 

“*5 
Sj'<)l 
5;[|  - 1 

4‘*i® 


ÿiia  ’iift 

*»  10-91  K..iR 

91"99  ®ll®4 

^ ^ îï» 

989-6  i35i4  -99,^ 

O7189  54591  33.  .46 

^>7* 

oisoj 

08^80  08008  6fi5“a  97  i 30 

08539  o5:8a  3uo64  ^88 6 

08743  64570  36385  46333 

089W  18838  86454  n&56| 

ofy*a5  8n5ao  3i1i6  3'.;!,‘a 

°9^iG  </*&>  29130  G5J63 

og656  a4383  74tT5  5ioo3 

10003  57301  07863  5»rr6 

10619  0897a  6)i 1 5 38061 

10687  0^444  78053  93364 

10833  60563  jjoaR  &065 

üoaS  291*3  5jÎ'’1  najii 

11093  634  iV-  66 12 3 3o8Xo 

11293  ÿ&jto  Jljotk»  08149 


Facteurs  des  nombres  composés  , depuis  4q  jusqu'à  127?,  qui  ne 
sont  divisibles  ni  par,  2 , ni  par  5,  ni  par  £L 


îl'omb.  Factcnn. 

4«  = 7 ■ Z 
" = 7 ■ “ 
gr  = 7 . O 

Nonob- 

lÂ7  — 

Firtmn. 

îî-3 

Nomb.  Facteur». 

fiî7  = 7 . 7 . i3 

Romb.  Fj^ienu. 

«7t  = *3  . 67 

Romb.  Factrnra. 

lll!  =:  Il  . Int 

s?» 

h t 

fs 

y. 

■^4? 

1131  s=  |g  . 5q 

1137  — 7.7  .a3 

4>j3  =. 

i3  . 3i 

1*9  — 7 

U 

4*2  = 

» • J7 

67 1 SS  II  . (>1 

*99  = ag 

3t 

> >33  = 1 1 . inî 

m s 11 

1 1 

7 . - K) 

>■:<)  = : - g- 

f>'l  = 17 

-*n 

i33  = 7 

sa 

437  = 

7 . lu 

WO  = ij  . î»j 

yi  J = u_. 

33 

Ji^i  = 7 . ,fii 

llî  = il 

■J 

437  = 

19  . al 

s»;  = >7  - 4>_ 

QI7  = 7 • 

i3i 

ni?  — 3i  . 3n 

■J»  = G 

«•  = 

» • 4> 

70J  = 19  . 37 

ÿil  s l3  , 

71 

n&7  ==  »3  . «a 

j(mj  =.  |3 

i3 

4'«i  = 

■2  ■ kz 

7"7  = 7 . 101 

2»  = 7-7 

*9 

18-  — Il 

17 

4:1  =i 

ji_  43 

7»î  al il 

4i 

ao3  — « . 

_2Ü 

fi  ~ 

.3  . I; 

7»*  = 7 • >o3 

s lu  = ■ • 

i r 

30»)  = II 

_*a 

&L=. 

22  ; ?Ü 

7 -ii  = 17  . 4J 

î)  "J  = 7 • > 3? 

nfcJ  - .3,  i3 

a«7  = 7. 

3i 

4<Î7  = 

7 . 71 

717  — >>  • B? 

l£>  - 3. 

3i 

331  = 1.1 

.111  = 

7 . -j3 

:ïj  ==_:  -JJ17 

!>:■>  = 7 • 

T3g 

11 99  — 11  . i'«| 

3)7  — IJ 

12 

s>:  - 

11  . 47 

Thi  ~ 7 . 1 '.ij 

9,9  S 11 

Sg 

rii»7  —17  -1 

gfî3  — 11 

537  = 

•7  • j< 

7^7  s i3  . 5q 

f;8r)  = aJ  . 

43 

131!  — 7 . I7Î 

^9  = 7 
$2  = 7 • 

* 

foi)  s 

rJals. 

il  . Jl3 

-Il  • il 

713  = 12  • il 
11  • 7> 

io-.i  zr  7. 11 

*oo3  — 17  , 

TT3 

Ja 

1319  = 33  53 

■’i1  = '7  • ;3 

aSg  =— l; 17 

agp  " i3  , a3 


3oi  =:  7 

713 

W «=  '7 

• *9 

■>»»  = 7 

J2 

\ 

3i 

3 

LG1 

7*  7 

*»•  = *9 

' “? 

.-V7I  = 7 

539  = 

7.7*1» 

79* 

= 

7 . n3 

irK»7 

55*  = 

•9 

3C) 

7>* 

— 

iJ 

fil 

ltK»7 

=; 

7 z 

79 

M 

= 

>7  ■ 37 

lo3^ 

11 11 11 
£53 

i3  . 

43 

fr>3 



tt  . -3 

ioi3 

i«»!j7 

10O7 

11  . 

83 

23 

*'7 

834- 

= 

>9  • 43 

r>*P  = 

»9  * 

3* 

_ 

*9 

loj3 

l’ Il  II 

Z^2  £ 
totScS 

1 i . 

te 

# 

= 

7. II. Il 

*«79 

*9 

wi 

— 

JJ  . 37 

1051 

I2_i. 

J2 

" ■ 79 

,099 

: • >49 

7 . 13» 

'«  • 5? 


ntf3  — 1 1 . llî 


IJ3J  = 7 v 

*79 

tafii  =r  i3 

07 

'*‘7  — 7 • 

ifci 

1371  = 3i  . 

ii 

iî"3  zz  iq  . 
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Table  (CC) , ( «557). 


Angles  de  lu  verticale , et  Logarithmes  des  rayons  de  la  Terre. 


Hauteur 

Angle 

Logarithme 

Differ. 

Hanteor 

Angle 

du 

delà 

du  rayon 

dca 

du 

lie  U 

pôle. 

Tertic. 

de  U Terre. 

logarit. 

pôle. 

rcrlic. 

o* 

</  0 " 

0,0000000 

A 

3g- 

n'  13" 

1 

2 

0 ai 
0 48 

9.999999Ç 

SMJ9999*3 

.1 

a» 

îl 

S 

i 

LL  LÜ 
LL  22 

3 

1 12 

9.999996' 

41 

II  25 

i 36 
1 5o 

« 

11  27 
u aâ 

G 

7 

2 ai 
2 46 

9-999^j3 

9-9999787 

Ü 

CS 

i 

U 20 
LL  20 

il 

16 

\i 

l9 


II 

26 

a7 

58 

S 


Sa 

33 

ü 

36 

i 

3» 


3 9 
3 3? 

3 55 

4 a 

I3? 

5 2% 
5 43 


G 

6 ai 

H 


4 


iS 

8 3i 

8 j G 

9 ! 
9 16 

9 3o 

SS 

10  7 

10  18 
10  28 
10  38 
10  4 ti 


ibxmz™ 

9,9999477 

B.WWVO 

99999V 

99nfl9'5g 

9.9999'^B 

9.9998908 

9999*77* 

9-99)8*»® 

9.99984;7 

9-999s3,9 

9.9Mjjg 

99997^5 

99997«>' 
99997  P' 
9.9997’î? 
9,9997035 

» 

9,9998401 

9,9998181 

9,9995957 

9#*P7»9 

MMS7 

9,9995181 


10  54  9. 999-5', i3 

" 8 Œ 

11  i3  9.999419» 


i] 

9» 

98 

106 

ll4 

121 

i3o 

i3 G 

:îî 

>58 

if>5 

f7« 

178 

i8J 

*9° 

>95 

aoi 


216 

22Û 

2a5 

228 

23a 

a36 

238 

3 


Logarithme 
du  rayon 
de  taf  l'erre. 


Il  27 
11  2$ 

• i 12 

u u) 


Si 

U 14 

5» 

ü ? 

Si 

54 

10  56 

SS 

La  43 

sa 

S 

•0  3g 
in  la 
in  iû 

59 

u 0 

60 

9 5ï 

Gi 

9 P 

G2 

a la 

G1 

9 i2 

S 

8 4 

GG 

8 11 

8 i7 

fié 

8 0 

Ça 

2 te 

25 

in 

71 

2! 

là 

a 

GG 

•-5 

5 45 

é» 

3 Î6 

a5 

2 0 

90 

0 0 

sam  J*. 
9,94811 33a 

9.999>i8o 

!K'i9,|0"’8 

9.999'778 

9.9991516 

9.999'i77 

9.999"»io 

9-994)0785 

9,999054» 

9.999080a 

9.9î®°o65 

9.9î)8983i 

9.9989801 

9.99893j4 
9.9989 'J» 
9.99»8934 
9,9988710 

9,9988511 

99>)883o8 

9.f)988l  '■ 
9.99879'8 

9.998773» 

9,998755» 

9.9987378 

9.9987»'1 

9.9987050 
g,9ij8Gtii  1 


niffir. 

des 

logaril. 

& 

il L 

ala 

aSa 

253 

HÜÎ 

a5a 

a5a 

ait 

a5o 

»ia 


i 

2]0 

% 


222 

232 

21& 


aog 

2o3 


m 

iSq 

Si 

ifii 

i53 

'Â 

1 n 
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Table  (DD). 

Degrés  de  latitude  et  de  longitude  , en  toises , ( i56a). 


Latit. 


Drpc* 

latitude. 

56-56 

5fh56 

56-57 

56958 


Diff. 


Deere» 

«le 

longitude. 

5;i36 

5;ia8 

5710a 

5;o58 


Differ. 


8 

36 

44 

Go 

-8 

95 

na 

119 

'JS 

1&1 

*97 

ai5 

o3i 

348 

365 

a$a 

398 
3«4 
33 1 

% 

38o 

3g6 

S 

459 

4;3 

48*) 

5o4 

5»9 

i 

578 

59! 

6o5 

Gig 

633 

636 

Gog 

67a 

685 

698 

JIO 

;î3 


5i 

5a 

53 

54 

55 

56 

U 

â 

61 

Ga 

63 

65 


69 


73 

:4 

75 

76 


S 

81 

Pa 

83 


£6 

II 

89 

90 


Degrt» 

de 

latitude. 

57<i6o 

57070 

»fk» 

67100 
57110 
S- 1 ro 
57149 

5;i38 


Dû! 


57175 

571^5 

6719a 

67101 

5;î«ï) 

67117 

57333 

6733a 

5;a3t) 

573$ 

573*3 

57360 

57366 

6737  a 
57378 
5-aKf 

67381) 

5:*)i 

5^53 

6730a 

5;3o6 

57310 

5-3.3 

573i6 

67319 

67331 

57333 

57334 

5;3aC 

67.136 

67897 

57337 


9 

10 
9 
9 
9 


DwA 

longitude. 

3oo36 

383oa 

3-556 

3*799 

36n3o 

35a5o 

8@ 

33845 

Îîtvjj 

3nqa 

:wAj 


a66f. 

*777’ 

afoyi 

adnot) 
a5i  ta 
aiai3 
3jJo5 

m38q 
ai  jf/i 
aoj.16 

«9599 

18667 

J7?^ 

10756 

•5798 

i]835 

i3866 

1*893 

11917 

109J7 

ri 

7978 

6986 

•S/J’ 

*999 

3ono 

9**00 

1000 


Diff. 


769 

783 

s: 

8ra 

8at 

83a 
8)a 
85» 
859 
Ht  *8 
878 
885 
%4 

91  a 
ya8 
ÿ'6 

9’î 

"(le. 

9J7 

9i» 

0i3 

953 

9S* 

Si Gï 

S 

976 

980 

$ 

•>J 

99» 

«*>4 

îjjô 

!W 

999 

1000 
lO^K» 
lOOO 


FIN. 


c:goîî3 
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I 


- v 


(.75 

ài77). 

-B). 

(.36). 

-B). 

(.37). 

-B), 

(*39). 

-B), 

(.38). 

-B), 

(>4°)- 

-B), 

(»4a)* 

F- B), 

(«40- 

HB), 

(.43). 

0,  (.34). 
B),  (.35). 
(.5,). 

. (.53). 


DIFFERENTIELLES  FINIES  DES  LIGNES 
TRIGONOMÉTRIQUES. 


3.*  $sin.B  = asin. -i^Bcos.  (B+i$B),  (a. a). 
3a*  — $cos.'B=asin.ï(5lBsin.(B-i-4$B),  (a‘3). 

54-  (»|5). 

55*  {_*St!.î)3«“-âBrf».(»IH-SB),<55.). 


se.  <*>)■ 


» . n t i . ti \ «n.5iB«n.(aB+â®)  /.s?5 

37*  ~â(co».*B)=liï7¥^TW,  053). 


Différentielles  infiniment  petites,  dans  la  forme 
ordinaire. 


38*  $ sin.  B = $ B ços.  B , (aao). 
3g*  — âco*.B=âBsin.B,  (aai). 


4o*  ^'aiig.B=j|^,  (aa3) 


4»*  — âcot.Basjj—fg,  (aa4). 


4a*  U^Ï)=}a5B«n.Bco,B,  (335). 
45*  â(taDg,B)=îM^-B,  (a37). 

44*  , (a38). 


-L 


Ta  js  7.  f.  ITT. 


’iangle  rectiligne  ABC,  dont  trois  parties  sont  données, 

o monstrations  (58o). 


AC. 


j.  A cot.C 
. C cot.  A 
BC  x AB  cos. B) 
‘ — AB*  sin.*  A) 

* — BC’  sin.’  C) 

:os.  A. 


1 cos.  C 


AC  cos.  C) 
l 

AB  cos.  B) 


’»•—  AC*  sin. 


1e) 


• AB*  sin.’B) 


Valeurs  de  BC. 


*9* 

ao* 

ai* 

aa* 

a3* 

a4* 

a5* 

a6’ 

37* 


AC  sin.  A 
tu.  B 
Ali  fin.  A 
sni.  C 


AC 


co».  C + sin.  C cot.  A 
AB 


cos.  B -f-  sin. B col.  A 

AC  cos.  C + AC  sin.  C cot.  B 
AB  cos.  B + AB  sin. B col.  C 
(/(AB’4- AC’  — aAB  x ACcns.A) 
AC  cos. C rb  i/(AB' — AC’ sin.*  C) 
AB  cos.B=±=  (/(At‘  — AB’sin.’B) 


46* 
4 T 

48- 

49' 

5o* 

5i* 

5a’ 

53- 

54* 


Valeurs  de  T A kg.  A. 

BCsin.C 


ityCAB»  — BC'sin.’C) 

BC  sin.  B 

±.  (AC*— BC’ sin.’B) 

— tang.  (B4-C) 

tawr.  tang.  C 
Uug.  C — î 

BC  sin.  C 
AC — BCcoa.  C 
BC  sin.  B 
AB  — BC  cas  B 

± t Aj*8xac  y-, 
V V,AB*  + AC‘—  BtfV 
AC  cos.  C i:  V4AB1 — AC*sin.*C) 
ACsin.Cqzcot.  C\Z(AB*— ÂC*sin.*C) 
AB  co».  B ± t/(AC'— AB’  sin.*  B) 

AB  sin.  Bq?  cot.  B y (AC* — AB*  sin.*B) 


Voyez  ci-après  la  suite  de  la  Table  111, 
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IC  cos.  A) 


— AB*sin.*À) 


BC*®in.*C)  : 


AC*  sin.9  À) 


Valeurs  de  tang.  B. 

?.  ACsin.A 

7 ±V(BC»-AC*sin.*Aj 

/.  AC  sin.  C 

74  db  \/(AB- — AC*  sin,1  Q 

7 5*  — »ang.  (A  4-  Q 

g,  tang.  A -f  tang.  C 
' tang.  A tang.  C — i 

. ACsin.A 
^ AB  — ACcos.A 
8e  AC  sin.  C 
^ BC — AC  cos.  C 

79'  =1=  |/f-_aliCx  AU  ..y. 

VBC'  + AB*  — ACV  1 
AB  cos.  Ad:  1/  (BC' — AB*  .in.*  A) 
AB  sin.  Aqzcot.  A ^ (BCJ  — .vB'  sin.*  A ) 
S.«  BCcn».C±  y/(AB»— BC»  sin.»C) 

BC  sin.  Chicot.  C J/(AB*  — BC’sin.’C) 


Valeurs  de  T A N g,  C. 

IOO*  ABsin  n 

2b  J/(AC*  — AB* sin.'B) 

# AB  sin . A 

±V^(BC*— AB*  si».*  A) 

i02*  — tang,  (A -f- B) 

io3»  ta"g-  a + tang.  B 

tang.  A tang. B— i 7>  "*■ 

ABsin.  B 

4 BC— AB  cos.  B v & 

AB  sin.  A 

î oa*  —, — -n . — > 

AC  — AB  cos.  A 

■«*  =■= 

. BCcos.  B±y/(AC*-BC»sin.»B) 

°7  BCsiu. Bqrcot.  B \/(AC* — BC'sm.'B) 
o.  AC  cos.  A db  t/(BC* — AC'sin.'A) 

1 ACsin.  A^rcot.  A J/(BC* — AC’sin'A) 
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RIANGLES  OBLIQUAKGLES,  démontrées  (5%  à 579). 

SOLUTIONS. 


. , im.ans;.  opposé  X enté  donné 
(OLE...  cote  cherciie  An-vui-  opposé  an  cote  donné 


. , côté  opposé  X )«■  n'-ô  donné 

Hgle  cherche  Côté  opposé  à l'angle  donné 

:hez  par  la  ae  formule  l’angle  opposé,  et  le  3*  vous  sera  aussi  connu, 
jhczparla  a*  l’angle  opposé,  etensuite  parla  i*le  troisième  côté. 

„ a — aw.  4 ang.  donné  ■ / ju  reci^ple  des  côtés  donnés 

6‘“  ' diff.  des  côtés  donnes  K 

acherché^^  » (4^9). 

différence  des  cites  donne,  ut  petite,  on  aura  recours  à la  solution  (M8). 

, , diff.  des  côtés  donnés 

i diff.  des  ang.  inconnus  = cot.  - ang.  donné  x c6tés  Momies 

1 

Soit  S la  demi-somme  de*  trois  eûtes. 

/ s (S  — côté  opposé  k l'angle  cherché) 
ï angle  = rectangle  descôtes  adjacent  al  angle  cherche 


, . _✓{< — .m  de.  côté,  adiac.  à l'ang.cherché)(£— l'autre  cètéadjac:. 

angle  = y/  rectangle  des  côtes  adjacem  à l'angle  cherché 
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la  Résolution  des  Triangles  sphériques  rectangles , 

démontrée»  (1014  * 

enÉES.  FORMULES. 

opposé!  ](  p0RM0LEi . .sin.x  — fin.  hvpot.  X sin.  ang.  donné 
* donné.  ) 

idjacent.  a'  iang.x  = Atng-.hypoténusc  x cos.  angle  donné 

angle.  3*  cot.x  = cos.hjpoténuse  x tang.  angle  donné 

. , . cnj.hvpoténuse 

côté.  4 cos.x  = 

^ coo .cote  dorme 

adjacent  j C0Sx  ss  tang. côté  donné  X C0/.hypotcnu$a 
donné.  J 

M # , sin.  côté  * donné 

opposé.  6* 

_ • sin.  côté  donné 

.•nuse.  7^  sin.x  = -» i — j r 

y xm.  angle  donne 


__  coj.angle  donné 
coj. côte  donné 


(nuse. 

7* 

sin.x 

côté. 

8' 

sin.  x 

angle. 

9* 

sin.x 

J 

■nuse. 

10" 

cot.x 

:ôté. 

îx* 

iang.x 

angle. 

ia* 

cos.x 

nuse. 

i3* 

cos.x 

»§ 

*4* 

COt.X 

nuse. 

i5* 

cos.x 

i 

16* 

cos.x 

coj.  angle  opposé 
sin. angle  adjacent 


NATO!  | 
• l 


e »ont  de  même  espèce  entre  eux  (1016) : le  signe  (73)  détermuiSflTja^ce  de  tous  les 

n>'eu*  , 

cherchés  étaient  très-grands,  on  aurait  recours  aux  formules  (1029  a I033J  pour 


M I 
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la  résolution  des  triangles  sphériques  cbliquanglcs. 

\ oyez  (ii^o). 


SOLUTIONS, 

. » t * ' sin.cùtv  oppoêé  jm. angle  donné  . . ! 

solution... £;/2. angle  cnercuess=-r — — ; — -, — r r.fi  120). 

n sut.  cote  oppose  a l angle  donne  ' x 7 1 

L'espèce  «le  l'angle  chnclic  eit  <fonfriu«,  quand  ln  Kvglr<  suivantes  ne  la  déterminent  pts. 

I.  L'angle  opposé  au  plus  petit  «ôré  est  <^yo*,  si  la  tonne  de»  tôles  donnes  est  < 180®. 

II.  L'angle  opposé  au  plus  grand  cote  est  > 90*,  si  la  somme  de*  côtés  donnés  est  > 

( cot. I segment  = lang.anglc  donné  cos.côté  adjacent. 

TT  . fW.I  segment  tang.côté  adjacent  a l‘ande  donné 

< cos, Il  segment  = 7—, — ; — . 

° ftfrtg.cote  oppose  a l ai:0k*  donne 

( I scgtneut  zfc  II  segment  = angle  cherché,  (na/j). 
r tang.I  segment  = cos. angle  donné  tang. côté  adjacent* 

1 T T , cos. I segment  cos. côté  opposé  à l'angle  donné 

J cos. IL  segment  = — P — r-«-  • 

} 0 cos. cote  adjacent  a 1 angle  donne 

r I segment  zfc  II  segment  = côlé  cherché,  (1136). 

Dan*  1rs  a»  et  .1*  solutions  on  doit  prendre  ta  somme  des  segment  f quand  les  angles  Off-  : 
posés  aux  côtés  donnés  sont  de  même  espèce;  sinon  , ta  différence , Et  par  conséquent  tes  | 
urux  cas  sont  douteux  , quand  le  précédent  l’est. 

. a.*  , » , j/n.ang.  opposé  siit.  côté  donné  , 0\ 

s//i.cote  cherché  = - — 5 — — — — ; (1128). 

sm.ang.  oppose  au  cote  donne  v ' 

L’espèce  du  côté  cherché  est  douteuse , quand  le*  règles  suivantes  ne  I*  déterminent  pis. 

I.  Le  tôle  opposé  au  plus  petit  angle  est  si  la  somme  des  angles  donnes  est  < 10a*. 

U.  Le  côté  opposé  au  plus  grand  angle  est  > 90*,  si  la  Somme  des  angles  donné*  est  > itto*.  | 

( tang.I  segment  = tang. côté  donné  co^.angle  adjacent. 

1 . TT  . sin.l  «cernent  tang  anele  adjacent  au  côté  donné 

< 67/1.  II  segment  = - r — 1 r • 

0 long. a.igle  oppose  au  cote  donne 

( I segment  II segment  = côlé  cherché,  (ii32). 

ç col.  I segment  = cor. côté  donné  tang  a angle  adjacent. 

I . T T . j/n.t  segment  coj. angle  opposé  au  côté  donné 

< 6//2.IJ  segment  = : — ~ t • 

0 coa. angle  ad]acer;t  au  cote  dorme 

C I segment  =fc  II  segment  = angle  cherché , (11 34). 

Dans  les  5*  et  6*  solutions , si  les  angles  donnés  sont  de  môme  espèce , nrenei  la  somme 
dei  segment;  sinon  la  différence.  Mais  le  II  segment  peut  avoir  deux  valeurs.  En  général 
Ici  c sué  ces  des  segment  sont  entre  elles , comme  les  espèces  des  eâtCs  opi*a*ès  nur  angles 
donnes  sont  entre  elles  (n32).  Et  par  conséquent  ces  deux  cas  sont  douteux,  quand  le  pré- 
cédent L'str.rv. 


Voyez  ci-après  la  suite  de  la  Table  VIII • 
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I 2® 


SOLUTIONS. 

On  nommera  côté  donné  le  côlé  opposé  à l'angle  cherché;  l’autre  côte  connu  , bâte. 

tang.l  segment  = cos. angle  donné  tang. côlé  donné. 

II  segment  = base  — I segment. 

tang.  angle  cherché  = tang.  angle  donné  x (108C). 

Si  I segment  est  >■  base , sin.  II  segment  sera  négatif. 

Ou  nommera  baie  l’un,  à volonté,  des  côtés  donnés;  l’autre,  côté  donné. 

tang.l  segment  = co$.  angle  donné  tang. côté  donné. 

II  segment  = base  oo  I segment. 

cos.  côté  cherché  = cof. côlé  donné  x V ”srn' , (1007). 

cos.  I segm.  ’ v d/y 

Si  le  côté  cherché  est  petit  ; pour  l'avoir  avec  exactitude,  on  aura  recours  aux  solutions  (1099  à 1 toa). 
On  nommera  angle  donné  l’angle  opposé  au  côté  cherché  ; l'autre  angle  connu , angle  vertical. 

cot. l  segment  = tang.  angle  donné  cos.  côté  donné. 

II  segment  = angle  vertical  txi  I segment. 

tang.  côlé  cherché  = tang.  côté  donné  x > (ooh). 

On  nommera  angle  vertical  l’un  , à volonté , des  angles  connus  ; l'autre , angle  donné. 

cot.l  segment  = tang'. angle  donné  coj.  côlé  donné. 

II  segment  = angle  vertical  — I segment. 

cos.  angle  cherché  = cos.auelc  donné  x ll"'*lle8m:  (1117), 

0 0 1 in.  I segm.  ' 

Lorsque  I segment  est  > angle  vertical , tin.  Il  segment  rst  négatif. 

Si  l’angle  cherché  est  petit,  on  aura  recours  à la  solution  (1119)* 

Je  nomme  a,  b,  clés  trois  côtés  ; s,  leur  demi-somme  : a est  le  côté  opposé  à l’angle  cherché. 

sin.\  angle  cherché  = I / ‘ln-(-s~ps,n  (s  0 (1067). 

1 & K jm.i  X sin.c  ’ ' 

OU 

cos  J angle  cherché  = I / >m  s , (1069). 

0 |X  sin.b  X an.c  ' 

À , B , C sont  le»  trois  angles  ; S , leur  demi -somme  : A est  l'angle  opposé  an  côlé  cherché. 

sin.  5 côté  cherché  = \/  — 1 "j  S— , (1077). 

1 JX  tm.B  ain.C  ' " 

OV 

cos.  i côté  cherché  = ” ° ■ , (*078). 
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Tabie  IX. 


s sphériques  obliquangles , par  les  analogies  de  Neper. 

Voyez  (n4>)* 


SOLUTIONS. 


jm.dilTér.  côté*  donnés 


. T 1 i r «in.uiniT.  cuiu  unnmrs 

tan».  { a = cot.  {angle  don  né  x i — -. 

° ° s in  bo  m me  cot  et  donne» 

graud  segment  = £ angle  donné  + [a. 

petit  segment  = {angle  donné  — ja. 

cot.  angle  cherché=co£.cûté  ad  j .tang.  segm.ad  j .,(1 088) . 

Dan«  cette  derrière  équation  on  emploiera  le  grand  «renient  avec  le  plu»  grand  des  côtés 
connus,  le  petit  segment  avec  le  plus  petit  ; et  »î  le  petit  segmeut  ae  trouve  être  négatif  et  <9 o*, 
on  fera  négative  la  tang.  de  ce  segment. 


. ,./r  1 1 i , cot. rang.  don.  jm. -difF.côtésdon.  , -N 

tans*  t diff.  angles  cherclies:== — - — ^ 2 — 3 7 , fiocp). 

01  ° jtft. -somme  cotes  donnes  ' N •*  ' 

. 1 1 1 » cof.  ’ang. don. cos.  ' difT.côtésdon.  , 

tang*  i som.  angles  cnerché$= — 1 — —, t — * Ci094)- 

0 * ° los-  î somme  cotes  donnes  1 N J * 


r , . •%  k t y t sin.  différ.  angles  donnés 

[tans,  -a  x=  tans.  -J  colé  donné  X — i — -r -• 

i 0 * 0 sin.  somme  angles  donnes 

Igrand  segment  = f côté  donné  -+- 

ipeti t segment  = { côté  donné  — 5 a. 

\cot.  côté  cherché  ^=zcos.  angle  adjacent  co/.  segm.  adjacent,  (1 108). 

Dan»  cette  dernière  équation  on  emploiera  le  plu»  petit  de»  deux  angle»  connu*  avec  le 
grand  »egmem  , le  plu»  grand  avec  le  petit  segment  : et  si  le  petit  segment  so  trouve  être  né~ 
gatif  et  <90*,  on  fera  négative  la  cot.  de  ce  segment. 

,,  . 1.# v . , . /onfir.ï  côté  don.  jm.  • difF.  angles  don.  f 

f/a/ag*.  |diff.côté$ inconnus = — , tM  - ‘m ^ 1 (m5). 

\ o t j/n.  I somme anglestlonnes  ' * 


tam r-ï  rôtédon.  cos.  ^difT.  angles  don. 


fjang.  { som.  côtés  inconnus  = i!0lameangiesdouné. 


(%<  \V  ''  - jç  | V°yez  ci-après  la  suite  de  la  Table  IX. 
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SOLUTIONS. 


ing.  ■ eût  é cherche  = tan  g.  J-  diff.  côtés  don . x 

° jm-idiffer.  angle»  don. 


.. — \ \ \ 


ing.  i côté  cherchés  tang.  i som.côtés  don.  x c°i’?yiS'ang,je>— m i5). 

° * ° <»j.  jdift.ang.don.  ' ' 


ing.  ‘ angle  cherché  scot.  ~ difF.  angles  donnés  x "n  • s 

° ‘ ° 1 o j£n.;»om.cotesdomie» 

OU 

. . . , , X f nj.  ' difT.  côtés  don.  , 

ing.  iang.cherché=co/.Tsom.ang.don.  ^35^^,(1095,  a’.). 


On  nommera  base  l’un , à volonté , des  côtés  adjacent  à l’angle  cherché , côtés  les  deux  autres. 

mg.{a  = tang.  j somme  côtés  tang. ^différence  côtés  cot,  ' base, 
rand  segment  = «base  -H  {a. 
etit  segment  = i base  — jn. 

ojr.angle cherché  — /nng-.segment  adjacent co/.côté  adjac. , (1070). 

Dans  cette  dernière  équation  on  emploiera  le  grand  segment  arec  le  plus  grand  côté , le  petit 
rec  le  plus  petit  côté  : et  si  le  petit  segment  sc  trouve  être  négatif  et  <y«* , on  fera  négative  la 
\ng.  de  ce  segment. 


On  nommera  angle  vertical  l’un , û volonté , des  angles  adjacens  au  côté  cherché  ; angles 
Implement,  les  deux  autres. 

[ing.  jti  = tang.  soin. angles  tang.  ’-diff.angles/ij^.  5 ang. vertical. 
;rand  segment  = \ angle  vertical  -)-  -j<z. 
ietit  segment  = î angle  vertical  — \a. 

oj.côlé  cherché =co/.segmenl  adjacent  co/.angle  adjacent,  (1079). 

Dans  cetteidemièrc  équation  on  emploiera  le  grand  segment  avec  Icjplus  petit  angle , le  petit 
‘gmentavcc  le  plus  grand  angle  : et  aile  petit  segment  se  trouv^T^rg fiÉjgntii et  <90°  j on  fera 
égalité  la  cot.  de  ce  segment.  / J-  ' 
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